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Досліджено вплив початкових напружень і швидкості руху поверхневого навантаження 
на значення коренів характеристичних рівнянь, що відповідають рівнянням руху нестисливих 
елементів шаруватого півпростору. Проведено оцінку коренів характеристичних рівнянь. 
Чисельні дослідження наведені для матеріалу з пружним потенціалом типу Бартенєва-
Хазановича. Проілюстровано вплив початкових напружень і швидкості руху навантаження 
на дискримінант характеристичного рівняння. 

Ключові слова: багатошаровий півпростір, початкові (залишкові) напру-
ження, рухоме навантаження, характеристичне рівняння. 
 

Вступ. Під час розв’язування просторових задач про усталений рух багатошаро-
вого попередньо напруженого півпростору за дії рухомого навантаження з вико-
ристанням інтегрального перетворення Фур’є подання розв’язку залежить від 
коренів характеристичних рівнянь трансформованих диференціальних рівнянь, 
що описують рух елементів багатошарового середовища [1-4].  

У цій статті у межах лінеаризованої теорії пружності для тіл із початковими 
напруженнями [5] досліджено вплив початкових напружень і швидкості руху 
поверхневого навантаження на значення коренів характеристичних рівнянь для 
нестисливих елементів шаруватого півпростору. Аналогічну задачу для стисли-
вих елементів шаруватого середовища розглядали у праці [6]. 

1. Аналітичні дослідження характеристичного рівняння 

У випадку однорідного початкового напруженого стану  

 11 22 33
1 2 3 0 0 0, S S S         (1) 

характеристичні рівняння мають вигляд [7] 

 6 4 2
1 2 3 0.b b b        (2) 

Якщо матеріал шару є нестисливий, то коефіцієнти рівняння (2) можна 
подати у вигляді 
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    2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 3 31 32 1 3 31 32 3 31 12 32 13 2 3 21 32 31 23cosb q c c k q c c q c c c d k q c c c d           v , 

   2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 31 32 1 1 12 23 13 12 1 23 2 13 12cosb q c c k q c c c d q c q c d          v  

    2 2 2 4 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 2 2 31 23 21 23 1 32 3 12 13sin cos sink k q k q c c c d q c q c d        v v  

   2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 32 23 2 31 3 21 23 2 31 13 3 21 12cosq c c q c q c d q c c q c c d       v , 

   2 2 2 6 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2
3 3 31 32 1 1 12 13 1 1 12 13cos cosb q c c k q c c q q c c           v v  

   6 2 2 2 2 2 2 4 4 2 2 2 2 4 2 2 2
2 2 21 23 2 2 21 23 1 2 2 21 13sin sink q c c q q c c k k q c c        v v  

    2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
23 12 1 2 1 12 23 13 12 1 23 2 13 12 cosc d k k q c c c d q c q c d        v , (3) 

де 

  2 2 2, 2ij ijji ij i jjjj j iiii i j iijj ijijc d q q q q                   , 

     2
1 3 1122 1212 2233 2323 2222 1313 11332d q q                         

     2 3 1122 1212 1313 1133 1111 2233 23232q q                       

     1 2 2233 2323 1313 1133 3333 1122 12122q q                       

   22 2
1 2222 3333 2233 2323 2 1111 3333q q           
 
       

    2 22
1313 1133 3 1111 2222 1122 1212q            

 
      , 

k1, k2 — параметри подвійного перетворення Фур’є, v  — швидкість руху поверх-
невого навантаження, φ — кут, який утворює траєкторія руху навантаження з по-
зитивним напрямом осі абсцис (навантаження рухається прямолінійно з постійною 
швидкістю),   — густина відповідного елемента багатошарового середовища в при-
родному стані. Формули для обчислення компонентів тензора   для різних варі-
антів теорій кінцевих і малих початкових деформацій наведені в [5].  

Оскільки рівняння (2) — бікубічне алгебраїчне рівняння, то його розв’язок 
можна отримати класичним способом. Виконаємо в рівнянні (2) заміну 

 2 2 1

3
b

    . (4) 

З урахуванням (4) рівняння (2) набуває вигляду  

 6 2 0,p q      (5) 

де 

 
2 3
1 1 1 2

2 3
2,

3 27 3
b b b bp b q b      . 
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Якщо дискримінант 2 34 27 0q p    , то рівняння (5) для 0p  , 0q   
має один простий і двократний корені 

 2 2
1 2,3

3 3,
2

q q
p p

      . (6) 

Якщо 0  , то рівняння (5) має три різні корені. Для 0   рівняння (5) 
має один дійсний і два комплексні корені 

  0 02 2 0 0
1 0 0 2,3

3
,

2 2
uuu i


       

vv
v . (7) 

Тут 

 30 0
0

,
2 3
q pu

u
      v . 

Для 0   всі три корені рівняння (5) будуть дійсні та різні 

 2 2 23 3 3
1 2 3

2 42 cos , 2 cos , 2 cos
3 3 3

r r r     
        , (8) 

де 

 3 , cos
3 2
p qr

r
      . 

Якщо 0   і величини 0, 0p q   мають різні знаки, то рівняння (2) має два 
дійсні двократні та два чисто уявні корені. Якщо 0p  , 0q   є величинами одна-
кового знаку, то рівняння (2) має два дійсні та два двократні чисто уявні корені. 

Для 0  , якщо 2
1 0  , то рівняння (2) має два дійсні та чотири комп-

лексні корені, якщо 2
1 0   — то шість комплексних коренів. 

Якщо 0  , то рівняння (2) має шість різних коренів. Дійсні корені будуть 
відповідати невід’ємним значенням коренів рівняння (5) і визначатися знаком 
тригонометричної функції у виразах (8).  

2. Результати чисельних досліджень 

Оскільки вирази (3) для коефіцієнтів рівняння (2) доволі громіздкі, то аналітичне 
дослідження коренів характеристичного рівняння є складне. Чисельні дослідження 
були проведені для нестисливого матеріалу з пружним потенціалом типу Барте-
нєва-Хазановича 

 12 s   , (9) 

де μ — модуль зсуву, а величина s1 — перший інваріант тензора деформацій 
лінійної теорії пружності, віднесений до головних осей 
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      1 1 2 31 1 1s          . 

Для теорії скінченних (великих) початкових деформацій вирази для визна-
чення компонентів тензора   за умови (1) мають вигляд 

    1 1
01ij i j ij i ij i j i j ij j i jA S  

                                  , (10) 

де 

  42 o
i iA p
         , 

     12 22 o
ij i j i j i j i jp

                 , 

   2 1
0 2 ,o

j jS p q  
        . (11) 

Приймемо, що початкове поверхневе навантаження відсутнє, тобто 33
0 0S  , 

і врахуємо, що 1 2 3 1    . Тоді з третьої формули системи (11) маємо 

 1 1
3 1 22 2op        λ . (12) 

Використовуючи формули (10)-(12), для компонентів тензора   отримаємо 
такі вирази 

 2
1111 2222 3333 1 1122 1133 2211 2233 3311 33222 , 0                          , 

 
 

 
 

 
3 2

1 2 1 1 2 1
1212 2121 1313 31312 2 2

1 1 2 1 1 2

1 1
2 , 2

1

         
          

       
    , 

  
 

2 2
1 2 2 1 1 2

2323 3232 1221 21122 2
1 2 1 21 1 2

1 2 22 ,
1

       
          

        
    , 

 
   

3 3
1 2 1 2

1331 3113 2332 32232 22 2
1 2 2 11 2 1 2 1 2 2 1

2 22 2, , ,
1 11 1

    
       

              
    . 

Пронормуємо всі параметри за величиною sc    . Чисельні розрахунки 
проводилися для 0   і 0,1 scv . Початкові видовження змінювалися в діапазоні 
від 0,8 до 1,2. Метою дослідження була оцінка можливих значень коренів характерис-
тичного рівняння (2) та впливу початкових деформацій і швидкості руху поверх-
невого навантаження на ці значення.  

На рис. 1, 2 наведені графіки функцій p, q та Δ для фіксованих значень 
параметрів  1,3 ,i i  v  та  .  

Аналіз числових значень функцій p, q та Δ дозволяє стверджувати, що в області, 
яка досліджується, ці функції можуть набувати як від’ємних, так і додатних значень, 
тобто корені рівнянь (5) і відповідно (2) можуть бути як дійсні, так і комплексні. 
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Криві на рис. 3 ілюструють вплив швидкості руху навантаження на зна-
чення дискримінанта рівняння (5). Як видно з рис. 3, початкові напруження і 
швидкість руху навантаження суттєво впливають на значення функції Δ. 
Очевидно, що за певної швидкості руху навантаження вплив початкових напру-
жень зменшується. 

 
Висновки. Оцінено можливі значення коренів характеристичних рівнянь. Для 
конкретного типу нестисливого матеріалу (із пружним потенціалом типу Бартенєва-
Хазановича) проведені чисельні розрахунки. Отримані результати можна викорис-
тати під час дослідження напружено-деформованого стану елементів багато-
шарового попередньо напруженого півпростору за дії рухомого навантаження.  

Рис. 1. Графіки функцій p та q (φ = 0, v = 0,1 cs)  
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Рис. 2. Графіки функції Δ(φ = 0, v  = 0,1 cs) 
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Рис. 3. Залежність дискримінанта  
характеристичного рівняння  

від швидкості руху  
навантаження 
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Reaction of multi-layered semispace with the initial stresses  
on the moving load. Incompressible material  

Yuriy Glukhov 

The influence of initial stresses and speed of surface load on the values of the characteristic roots 
of equations, which correspond to the equations of motion of incompressible elements of layered 
semispace is studied. The assessment of possible values of the roots of characteristic equations 
was estimated. Numerical researches are carried out for the material with an elastic potential of 
the type of Bartenev-Khazanovich. The influence of initial stresses and speed of load on the discri-
minant of the characteristic equation is illustrated. 

Реакция многослойного полупространства  
с начальными напряжениями на подвижную нагрузку. 
Несжимаемый материал 

Юрий Глухов 

Исследовано влияние начальных напряжений и скорости движения поверхностной нагрузки 
на значение корней характеристических уравнений, соответствующих уравнениям движе-
ния несжимаемых элементов слоистого полупространства. Проведена оценка возможных 
значений корней характеристических уравнений. Для материала с упругим потенциалом 
типа Бартенева-Хазановича проведены численные исследования. Проиллюстрировано влия-
ние начальных напряжений и скорости движения нагрузки на дискриминант характерис-
тического уравнения. 
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