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Співвідношення локально градієнтної лінійної теорії електромагнітотермомеханіки діелект-
риків використані для вивчення закономірностей розподілу напружень і поляризації 
у вільному від зовнішнього силового навантаження термопружному шарі ідеального діелект-
рика, на поверхнях якого підтримується стале значення температури. Проаналізовано 
вплив температури на приповерхневу неоднорідність напружено-деформованого стану, 
електричного потенціалу й поляризації. Показано, що співвідношення згаданої теорії опи-
сують піроелектричний ефект, який у цьому випадку зумовлений взаємозв’язком процесів 
поляризації та локального зміщення маси. 

Ключові слова: локально градієнтна теорія діелектриків, електромагніто-
термомеханічні процеси, локальне зміщення маси, поверхневі напруження, 
піроелектричний ефект. 

 
Вступ. Рівняння класичних теорій діелектриків коректно описують явища з 
характерними віддалями, які значно перевищують мікроскопічні характерні дов-
жини. Однак, якщо характерні віддалі у досліджуваних об’єктах чи процесах 
є величинами порядку віддалі між сусідніми атомами у ґратці, то результати кла-
сичних теорій не узгоджуються з низкою експериментальних даних, а також із 
теорією ґратки [1-4]. Прикладом такої неузгодженості є високочастотна дис-
персія пружних хвиль, тоді як класична теорія передбачає лише бездисперсійні 
плоскі хвилі. Відомо декілька підходів щодо модифікації класичних конти-
нуальних теорій діелектриків таким чином, щоб їх співвідношення були засто-
совні для розв’язування задач із малими характерними віддалями [5-10]. Згадані 
підходи ґрунтуються на постулюванні сильно [6] чи слабо [2, 7-10] нелокального 
зв’язку між певними параметрами стану. Статус нелокальної має також локально 
градієнтна теорія діелектриків, яка ґрунтується на врахуванні поряд із деформа-
ційними, тепловими й електромагнітними процесами також локального зміщення 
маси, пов’язаного зі змінами структури в межах фізично малого елемента тіла. 
Основні співвідношення цієї теорії сформульовані у працях [11-13]. У роботах 
[11, 13-15] показано, що локально градієнтна теорія описує низку експеримен-
тально встановлених ефектів, які не передбачають класичні теорії діелектриків, 
у тому числі, приповерхневу неоднорідність фізико-механічних полів у мало-
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розмірних об’єктах (таких як тонкі плівки, волокна, дроти і т. д.), аномалію Міда, 
електромагнітний відгук тіла на виникнення у ньому нової поверхні, високо-
частотну дисперсію плоских хвиль тощо. Однак усі ці результати були отримані 
за нехтування впливом температури на електромагнітні процеси, деформування 
та локальне зміщення маси. Метою пропонованого дослідження є застосування 
співвідношень локально градієнтної теорії діелектриків для вивчення впливу 
постійного поля температури на напружено-деформований стан та поляризацію 
тонких діелектричних тіл. Такий аналіз проведемо на прикладі шару ізотропного 
ідеального діелектрика. При цьому за базові приймаємо процеси деформування, 
теплопровідності, поляризації та локального зміщення маси. 

1. Ключова система стаціонарних рівнянь  
Ключову систему стаціонарних рівнянь лінійної локально градієнтної електро-
термомеханіки у напруженнях отримано в праці [16]. Вона включає рівняння 
Бельтрамі-Мітчела, рівноваги, теплопровідності, балансу наведеної маси та рів-
няння електростатики  
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̂  — тензор напружень; F  — вектор зовнішніх масових сил; 0  — густина маси 
тіла у початковий момент часу;   і   — збурення температури та розподілені 
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джерела тепла; m  — питома густина наведеної маси [11]; E  — вектор напру-
женості електричного поля; K — модуль об’ємного стиску за сталих температури 
та питомої густини наведеної маси; G  — модуль зсуву; T  — температурний 
коефіцієнт об’ємного розширення за сталої питомої густини наведеної маси;   — 
коефіцієнт об’ємного розширення, спричиненого локальним зміщенням маси за 
незмінної температури; 0  — електрична стала; E  — діелектрична сприйнят-
ливість; m  і Em  — коефіцієнти, які характеризують відповідно локальне 
зміщення маси та поляризовність тіла, зумовлені градієнтом потенціалу 

     ;   — міра зміни внутрішньої енергії системи, зумовленої 
локальним зміщенням маси, а   — хімічний потенціал; T  та d  — ізотермо-
ізохоричні коефіцієнти залежності ентропії та потенціалу   від питомої 
густини наведеної маси; Î  — одиничний тензор;   — оператор Лапласа;   — 
оператор Гамільтона. 

2. Формулювання задачі 

Розглянемо вільний від силового навантаження необмежений ізотропний шар 
ідеального діелектрика, завтовшки 2l , який у декартовій системі координат 
 , ,x y z  займає область l x l    простору. На поверхнях x l   тіла задано 
постійне значення збурення температури * . Вважаємо, що шар у момент 0t   
виділено з безмежного середовища так, що у наступні моменти часу він кон-
тактує з середовищем, яке за електромагнітними властивостями є вакуумом. 
Приймаємо, що поверхні тіла сформувалися миттєво, тобто перехідні режими не 
розглядатимемо, обмежившись розглядом усталеного режиму.  

З огляду на характер зовнішньої дії усі шукані функції залежатимуть лише 
від координати x , тобто 

ˆ ˆ ( )x  ,    ( )x   ,    ( )m m x   ,     

 ( ), 0, 0E xE ,     v v ( ), 0, 0E xE ,     

( ) edE x
dx


  ,    v
v ( ) edE x

dx


  ,    ( )e e x   ,    v v ( )e e x   .   

Тут E  й vE  — напруженості, а e  й ve  — потенціали електричного поля у тілі 
та вакуумі. Зауважимо, що зсувні деформації у тілі відсутні і тензор напружень 
може мати лише такі ненульові компоненти:  , ,xx yy zz yy zz      . 

За відсутності розподілених джерел тепла та масових сил із системи 
рівнянь (1)-(5) для знаходження компонент тензора напружень , ,xx yy zz   , 
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збурення температури  , питомої густини наведеної маси m , а також потен-
ціалів електричного поля у тілі e  та вакуумі ve  отримаємо:  
рівняння в області шару l x l    

( ) 0xxd x
dx


 ,    
22

2

2
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; (9) 

рівняння для потенціалу ve  електричного поля у вакуумі (області ,x l x l   )  

 
)2
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(
v ( ) 0 1, 2
i

ed x i
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 ; (10) 

умови на поверхнях x l   шару  
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та умови обмеженості розв’язку у вакуумі у разі x   
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Тут індекс 1i   відповідає області вакууму x l  , 2i   — області x l , а 
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За додаткові умови для визначення компонент тензора напружень приймемо 
також, що усереднені по товщині шару напруження yy , zz  і відповідні моменти 
дорівнюють нулю, тобто 
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У системі рівнянь (6)-(10): (6) — рівняння рівноваги та Бельтрамі-Мітчела, (7) — 
рівняння теплопровідності, (8) — наслідок рівняння балансу наведеної маси 
[11, 12], а (9) і (10) — рівняння електростатики для тіла та вакууму. Ці 
співвідношення сконкретизовані для одномірної задачі, яку розглядаємо тут. 
Зазначимо також, що співвідношення (11)-(13) є крайовими умовами задачі, в 
яких (11) відповідає умові відсутності на поверхнях шару нормальних зусиль і 
заданню на поверхнях тіла сталого значення збурення температури. 
Співвідношення (12) є записом умови рівності нулю на поверхнях шару 
потенціалу   (   0l    — оскільки тіло контактує з вакуумом), а (13) — 
умови неперервності електричного потенціалу у разі переходу через поверхні 
шару. Під час запису умов (12) враховано рівняння стану [12] 
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3 T mG K G e K 
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I e , (16) 
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1
m Td K e             


, (17) 

які пов’язують тензор напружень ̂  і потенціал   з питомою густиною наве-
деної маси, збуренням температури, тензором деформації ê  та його кульовим 
складником е ( ˆˆ :e  Ie ). Тут 0  — значення потенціалу   у вихідному стані, за 
який приймаємо природний стан необмеженого ізотропного однорідного середо-
вища, в якому  

ˆ 0e ,   ˆ 0 ,   0E ,   0p ,   0  ,   0m  ,   0m  ;  

0 p P ; 0m m   ; P  і m  — вектори поляризації й локального зміщення маси. 
Задачу (6)-(15) розв’язуємо покроково: насамперед знаходимо збурення 

температури з рівняння Лапласа (7) і питому густину наведеної маси з рівняння 
Гельмгольца (8). Далі, знаючи густину наведеної маси, на основі рівнянь (6), (9) і 
(10) обчислюємо  напруження та потенціали  електричного поля у тілі та вакуумі. 

За крайових умов (11), (13) нормальні напруження xx  у шарі відсутні 
 0xx  , напруженість електричного поля у вакуумі також дорівнює нулю 

 (1) (2)
v v0, 0E E  , а розподіл температури сталий: *( )x   . Механічні напру-

ження ,yy zz  , питома густина наведеної маси та напруженість електричного 
поля у тілі є лінійними функціями збурення температури *  і їм властива неод-
норідність розподілу по товщині тіла. Для їх визначення маємо співвідношення  
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 0 * ch
( )

ch4 th1 1
3

T
m

x l
x

d

 



   
  

       






,    (19) 

   0 * sh4( ) 1
3 ch4 th1 1

3

T
E

x l
E x

l
                   






. (20) 

Тут 

l    ,     
2

0
4
3

KG

d K G







   
 

  . 

Бачимо, що задання на поверхнях постійного значення температури має 
наслідком збурення напруженості електричного поля та виникнення неодно-
рідних по товщині тіла температурних напружень  

 
   * 0

*
2 ch th;

ch4 th1 1
3

T TK x l
x  





        
                




,   { , }y z  , 

які зумовлені врахуванням зв’язку локального зміщення маси з процесами тепло-
провідності та деформування. Температурні напруження будуть відсутні, щойно 
ми приймемо, що температурний коефіцієнт об’ємного розширення T  та коефі-
цієнт T , який описує залежність ентропії від питомої густини наведеної маси, 
рівні нулеві.   

На основі співвідношення (18) для поверхневих напружень отримаємо 
формулу  

 
 0 0 *2 th1
4 th1 1
3

Tl  




     
              





,    { , }y z  , 

яка описує розмірний ефект поверхневих напружень і дозволяє оцінити вплив на 
них постійного поля температури. Бачимо, що для діелектричних матеріалів, 
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у яких 0 0  , а 0T 


, додатне збурення температури  * 0   буде мати 
наслідком збільшення (за абсолютною величиною) поверхневих напружень, а 
від’ємне збурення температури  * 0   призведе до їх зменшення. У товстих 
тілах (під якими ми розуміємо шари, товщини яких значно перевищують області 
приповерхневої неоднорідності полів) поверхневі напруження дорівнюють  

  0 **
02

41
3

Tl  




  
   

   
 





,  

зі зменшенням товщини шару вони зростатимуть, пропорційно до th1
 
   

 

 

1
4 th1
3 4


 

     




, прямуючи до величини  

0 *2
* 0

221
3

T 



  
   

    
 





. 

Для визначення вектора поляризації використаємо рівняння стану, яке 
в межах локально градієнтної теорії діелектриків має вигляд [12] 

E Em     p E  . (21) 

Враховуючи формули (16) і (17), із (21) отримаємо співвідношення, яке визначає 
поляризацію через напруженість електричного поля, а також градієнти питомої 
густини наведеної маси, збурення температури та кульового складника тензора 
напружень 

03E Em m Em T Emd 
 


          


p E

 
   .  

Звідси, знаючи функції , ,xx yy zz   ,  , m  та E , знаходимо компоненту ( )p x  

вектора поляризації  ( ), 0, 0p xp . У підсумку одержимо 

 0 *0 sh4( ) 1
3 ch4 th1 1

3

T
Em

x l
p x

l
                





. (22) 

Легко пересвідчитись, що за такого розподілу напруженості електричного 
поля та поляризації (див. формули (20) і (22)) вектор індукції 0 0   D E p , а 
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також усереднені по товщині шару поляризація p  та напруженість електрич-

ного поля E  дорівнюють нулю, тобто 

0D ,   1 ( ) 0
2

l

l
p p x dx

l 

  ,    

1 ( ) 0
2

l

l
E E x dx

l 
  . 

Бачимо, що стале температурне поле призводить до додаткової поляризації 
тіла, пропорційної збуренню температури, 

 
   00 *

*
0

sh4; 1
3 ch4 th1 1

3

T T
Em

K x l
p x

l
                        




, 

тобто співвідношення (22) описує піроелектричний ефект [17], який у цьому 
випадку зумовлений зв’язком локального зміщення маси з процесами поляри-
зації, теплопровідності та деформування.  

Наслідком поляризації тіла є виникнення на його поверхнях зв’язаного 
електричного заряду, густини    0se l p l     , для визначення якого маємо 
співвідношення 

   0 0 *

41 th
3

4 th1 1
3

se E Tl   

   
         

    

 


. 

Отримана формула дозволяє оцінити вплив постійного температурного поля та 
товщини шару на величину цього заряду. 

Висновки. Співвідношення локально градієнтної лінійної теорії ізотропних 
діелектриків, що враховує поряд з електромагнітними, деформаційними та тепло-
вими процесами також локальне зміщення маси, використані для вивчення 
впливу температури на напружено-деформований стан, поляризацію тіла та гус-
тину зв’язаного електричного заряду. Показано, що в рамках лінійної теорії 
такий вплив зумовлений взаємозв’язком процесів із локальним зміщенням маси. 
Показано також, що локально градієнтна теорія діелектриків у лінійному набли-
женні описує піроелектричний ефект, тобто поляризацію тіла, спричинену постій-
ним температурним полем. 
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The temperature effect on the surface stresses  
and polarization of the dielectric layer 

Olha Hrytsyna 

The relationships of local gradient linear theory of dielectrics are used to study both the stress and 
polarization distributions in a thermoelastic layer of an ideal dielectric, free of external loading. 
The temperature on the surfaces of thermoelastic layer is constant. The temperature effect on the 
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interface inhomogeneity of the stress-strain state, the electric potential, and the polarization vector 
is analyzed. It is shown that the relations of local gradient linear theory of dielectrics describe 
a pyroelectric effect, which is cased in this case by the intercoupling of polarization processes and 
the local mass displacement. 

Влияние температуры на поверхностные напряжения 
и поляризацию диэлектрического слоя 

Ольга Грицина 

Соотношения локально градиентной линейной теории электромагнитотермомеханики 
диэлектриков использованы для изучения закономерностей распределения напряжений и 
поляризации в свободном от внешнего силового нагружения термоупругом слое идеального 
диэлектрика, на поверхностях которого поддерживается постоянное значение темпера-
туры. Проанализировано влияние температуры на приповерхностную неоднородность 
напряженно-деформированного состояния, электрического потенциала и поляризации. Пока-
зано, что соотношения упомянутой теории описывают пироэлектрический эффект, кото-
рый в данном случае обусловлен взаимосвязью процессов поляризации и локального смещения 
массы.  
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