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Запропоновано метод розв’язування диференціальних рівнянь у дробових похідних за часом 
із використанням многочленів Лагерра. Розв’язок визначено з трикутної системи диферен-
ціальних рівнянь у звичайних або частинних похідних за координатами. Отримані резуль-
тати апробовано на модельній задачі. 
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Вступ. Останнім часом для моделювання фізичних процесів все частіше вико-
ристовується дробове (диференціальне й інтегральне) числення [1, 2]. Широкого 
вжитку воно набуло під час моделювання систем із пам’яттю, у теорії фракталів, 
фізиці (механіці) суцільних середовищ [3-5] тощо. При цьому аналітичні методи 
розв’язування задач, які виникають, зазвичай, будуються на базі операційного 
числення. Однак тоді виникає потреба у розв’язуванні не менш «легкої» задачі 
відновлення оригіналу. Іншим шляхом розв’язування задач є використання чис-
лових або наближених методів. Перевагою останніх є те, що наближені методи 
виключають процедуру дискретизації, відтак є менш чутливі до похибки вхідної 
інформації. Одним із таких наближених методів є спектральний у деякому базисі. 
Оскільки дробові похідні задаються інтегралами типу згортки, то за базис, зазвичай, 
беруть многочлени Лагерра. 

Пропоноване дослідження має за мету розроблення способу розв’язування 
диференціальних рівнянь у дробових похідних із використанням спектрального 
методу в базисі многочленів Лагерра. 

1. Формулювання задачі 
Знайдемо розв’язок диференціального рівняння  
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— дробова похідна Рімана-Ліувіля [1, 2];  

 ( )k t t . (2) 

У разі 1   дробова похідна Рімана-Ліувіля переходить у звичайну похідну 
за часом, а рівняння (1) набуває вигляду 
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За вказаних крайових умов розв’язком цього рівняння є функція 
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2. Аналітичний розв’язок 

Якщо ( )F s  — перетворення Лапласа-Карсона функції ( )f t :   ( )f F s   [6, 7], 

то перетворення дробової похідної за часом від функції ( )f t  є:  0 ( )D f t   

( )s F s . Тому в просторі Лапласа-Карсона рівняння (1) запишемо так 
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Розв’язок цього рівняння, що задовольняє записаним вище крайовим умо-
вам, має вигляд 
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Переходячи у формулі (3) до оригіналу, отримуємо точний аналітичний 
розв’язок сформульованої задачі. 

Знаходження оригіналу зображення  ( ) expF s s s    зводиться до обчис-

лення інтеграла Бромвіча  
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Особливою точкою зображення є точка галуження s = 0. Побудуємо кон-
тур, утворений відрізком, який з’єднує точки ia   та ia   двома дугами кіл 
s R , що йдуть із кінців вказаного відрізка до точок берегів деякого розрізу, 

які, своєю чергою, з’єднують дугу кола s r . При цьому arg s    . Бачимо, 
що на дугах кола підінтегральна функція прямує до нуля, якщо R  . Тому інтеграл 
Бромвіча по цих дугах дорівнює нулеві. Таким чином потрібно обчислити інтег-
рали вздовж берегів лінії розрізу та вздовж дуги малого кола радіуса s r .  

Врахувавши, що на берегах розрізу is e   та is e  , для інтеграла J 
запишемо 
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Звідси для ( ) sF s s e
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де β — стала. 
Для інтеграла по внутрішньому колу радіуса r    маємо 
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Відтак, для функції ( )f t  одержимо формулу 
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Якщо 0,5  , то для ( )f t  отримаємо 
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3. Спектральний метод розв’язування 

Приймемо, що функції, які входять у розв’язок задачі, можна подати у вигляді 
ряду Фур’є-Лагерра. Функцію ( ), [0, )f t t  розвинемо у ряд за многочленами 
Лагерра ( )mL t  
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де коефіцієнти визначаємо інтегральними співвідношеннями 
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Функцію ( )k t  (2) також розвинемо у ряд Фур’є за многочленами ( )mL t . 
З огляду на те, що 
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де nk  та mf  — коефіцієнти Фур’є-Лагерра функцій ( )k t  й ( )f t , 
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Підставивши у вихідне рівняння подання функцій рядами за многочленами 
Лагерра, отримаємо  
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Звідси одержимо таке рекурентне співвідношення для визначення коефіці-
єнтів Фур’є-Лагерра 
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Для m = 0 маємо 0 0 0c k f  і для визначення коефіцієнта 0 ( )f x  отримаємо 
звичайне диференціальне рівняння  
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Висновки. У праці многочлени Лагерра застосовано для розв’язування диферен-
ціальних рівнянь у дробових похідних. Показано, що перевагою такого підходу є 
те, що інтегрування згортки двох функцій зводиться до сумування згортки рядів. 
Таким чином уникаємо використання процедури дискретизації, яка вносить значну 
похибку в процес обчислень. 
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Using the Laguerre polynomials to the spectral method  
of solving equations with fractional time derivatives 

Yaroslav Pjanylo, Mariya Vasyunyk, Ivan Vasyunyk 

The method of the solution of the differential equations in fractional time derivatives with use 
of Laguerre polynomials is offered. The solution is found from triangular system of the differential 
equations with usual or partial derivatives in coordinates. The received results are approved on 
a model problem. 

Использование многочленов Лагерра в спектральном методе 
решения уравнений в дробных производных по времени  

Ярослав Пьянило, Мария Васюнык, Иван Васюнык 

Предложен метод решения дифференциальных уравнений в дробных производных по вре-
мени с использованием многочленов Лагерра. Решение определено с треугольной системы 
дифференциальных уравнений в обычных или частных производных по координатам. Полу-
ченные результаты апробированы на модельной задаче. 
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