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Проведено огляд досліджень у галузі радіаційної термомеханіки, зокрема, проаналізовано 
математичні моделі, які описують термомеханічну поведінку непрозорих і частково про-
зорих однорідних тіл за теплового опромінення та шаруватих тіл. Вказано, що на сьогодні 
моделі термопружності шаруватих тіл, зокрема тіл із покриттями, не розглядають ряд 
важливих особливостей взаємодії таких тіл із зовнішнім тепловим випромінюванням і кон-
тактної взаємодії, пов’язаних з розглядом реальних радіаційних властивостей складників. 
Водночас моделі радіаційної термомеханіки не розвинені на випадок шаруватих середовищ. 
Висвітлено особливості постановки задач термомеханіки для шаруватих тіл (зокрема, тіл 
із покриттями) за врахування відмінності радіаційних властивостей складників (їх різної 
прозорості для теплового випромінювання). 
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Вивчення закономірностей термомеханічної поведінки шаруватих тіл за умов 
інтенсивних теплових навантажень, що можуть бути викликані тепловим опро-
міненням чи високотемпературним нагрівом, стосується чимало робіт. Таке 
дослідження неможливе без адекватного опису процесів переносу теплового 
випромінювання (як зовнішнього, так і власного, зумовленого тепловим випро-
міненням складників) в таких складових тілах, які суттєво залежать від струк-
тури шаруватого тіла (кількості, розташування шарів і їх товщин) та радіаційних 
властивостей складників. Разом із тим, ефекти, пов’язані з поглинанням і випро-
міненням теплової енергії, повинні бути враховані під час постановки контактно-
крайових задач термопружності (зокрема, за формулювання граничних і контакт-
них умов), на основі яких можна дослідити термонапружений стан шаруватих 
тіл. Таким чином, вирішення сформульованих задач пов’язано з дослідженням 
механічних процесів у взаємозв’язку з процесами переносу випромінювання та 
тепла і повинно ґрунтуватись на модельних уявленнях механіки суцільного сере-
довища, а, саме, таких її напрямків як механіка зв’язаних полів і контактна 
термомеханіка.  
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Концептуальні основи побудови термодинамічно обґрунтованих (методами 
локально-рівноважної чи раціональної термодинаміки) моделей механіки суціль-
ного середовища, що враховують взаємодію теплових і механічних полів, викла-
дені у працях О. А Ільюшина, А. Д. Коваленка, Л. І. Сєдова, Я. С. Підстригача, 
A. C. Eringen, W. Nowacki, C. Truesdell та ін. [1-9]. Базуючись на них, запропо-
новано термомеханічні моделі простих середовищ, які описують термопружну 
[1-3, 7, 9, 10 та ін.] та середовищ із внутрішніми змінними чи з пам’яттю, які опи-
сують термов’язкопружну та термов’язкопластичну [11-16 та ін.] поведінки 
деформівних твердих тіл з урахуванням їх нелінійних властивостей, механічної 
та внаслідок теплопровідності дисипації енергії.  

Вивчення термомеханічної поведінки деформівних твердих тіл за враху-
вання електромагнітних ефектів, які є наслідком взаємодії тіла з зовнішнім електро-
магнітним полем чи зв’язаності процесів деформації та переносу тепла з електро-
магнітними, є предметом дослідження механіки зв’язаних полів. У роботах 
С. А. Амбарцумяна, Г. Е. Багдасаряна, Я. Й. Бурака, О. М. Гузя, В. Г. Карнаухова, 
И. Ф. Киричка, Ф. Г. Махорта, В. З. Партона, Я. С. Підстригача, А. Ф. Улітка, 
М. О. Шульги, G. A. Eringen, K. Hutter, A. C. Maugin, F. C. Moon, W. Nowacki, 
H. F. Tiersten, A. A. Ven van de та ін. [17-28] розроблені загальні підходи до опису 
взаємодії та запропоновані конкретні моделі, що стосуються електропровідних і 
діелектричних тіл із різною здатністю до поляризації та намагнічення, які є уза-
гальненням згаданих термомеханічних моделей термопружності, термов’язко-
пружності та термов’язкопластичності. Узагальнені моделі враховують як ефекти 
безпосередньої зв’язаності полів, так і впливу зовнішнього електромагнітного 
поля — теплові (пов’язані з дисипацією електромагнітної енергії внаслідок 
електропровідності, поляризації і намагнічення) та силові (внаслідок виникнення 
пондеромоторних сил і моментів). За нехтування безпосередньою зв’язаністю 
електромагнітних процесів із деформаційними та тепловими вплив зовнішнього 
електромагнітного поля на процеси теплопровідності і деформації враховується 
у рівняннях термомеханіки через чинники дії — об’ємні джерела тепла (тепло-
виділення) й об’ємні (пондеромоторні) сили. Вирази для них, через характе-
ристики електромагнітного поля, отримуються на основі певних модельних 
уявлень про взаємодію зовнішнього поля з розглядуваними типами середовищ. 
Для визначення цих характеристик формулюються (з урахуванням специфіки елект-
ричних та магнітних властивостей матеріалів і задання зовнішньої електромаг-
нітної дії) відповідні задачі класичної електродинаміки, придатні для опису електро-
магнітного випромінювання в радіочастотному діапазоні (частоти до 3·10 11 Гц).  

Необхідність дослідження термомеханічної поведінки тіл за умов дії світ-
лового електромагнітного випромінювання (включає інфрачервоне випроміню-
вання (частоти 11 143 10 3 10   Гц), видиме світло ( 14 153 10 3 10   Гц) та ультра-
фіолетове випромінювання (3·10 15-3·10 17 Гц) як теплового, так і нетеплового 
зумовила постановку нового класу задач — задач радіаційної термомеханіки. 
Хоча світлове, зокрема, теплове випромінювання має електромагнітну природу, 
використання для побудови моделей термомеханіки деформівних твердих тіл 
за умов дії випромінювання світлового діапазону частот теорій взаємодії, 
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що базуються на класичній теорії поля, пов’язано зі значними труднощами. Вони 
виникають як при описі електромагнітних властивостей матеріалів, так і під час 
дослідження поширення випромінювання таких частот у середовищі [29]. Напри-
клад, взаємодія світлового випромінювання з тілами характеризується явищами 
резонансного поглинання ними електромагнетної енергії в певних вузьких спект-
ральних діапазонах — лініях і смугах поглинання, утворення яких неможливо 
врахувати без залучення квантовомеханічного опису поведінки частинок, з яких 
складається тіло. Поширення світлових хвиль у тілі на основі рівнянь Максвелла 
дослідити неможливо. По-перше — тому, що саме нагріте тіло, частинки якого 
знаходяться в стані теплового руху, може бути джерелом виникнення хвиль 
таких частот — теплового випромінювання (частоти близькі до частот власних 
коливань атомів чи молекул). По-друге — довжини електромагнітних хвиль 
стають співвимірними з розмірами згаданих частинок і необхідно враховувати 
багатократне розсіювання на них електромагнітної хвилі, в тому числі зі зміною 
частоти (комптонівське розсіювання). Опис таких явищ у тілі можливий на основі 
співвідношень квантової електродинаміки (квантової теорії флуктуації) [30-32] 
чи теорії багатократного розсіювання хвиль [33, 34]. Однак, складність таких 
теорій обмежує можливість їх застосування. 

У літературі при дослідженні поширення світлового електромагнітного 
випромінювання та моделювання його впливу на термомеханічні процеси в сере-
довищі використовують не електродинамічну, а менш складну феноменологічну 
теорію випромінювання, що базується на законах Планка та Бугера, основи якої 
викладено у працях В. Н. Адріанова, А. Г. Блоха, Б. А. Григор’єва, Ю. А. Журав-
льова, Н. В. Марченко, В. А. Петрова, Л. Н. Рижкова, М. А. Рубцова, E. E. Ander-
son, J. R. Howell, R. Siegel, R. Viskanta та ін. [35-41]. На ній базується теорія 
теплообміну випромінюванням в суцільному середовищі [39, 43-50], що дослі-
джує тепловий стан тіл різної прозорості за врахування процесів поглинання та 
випромінення ними енергії теплового випромінювання. 

У феноменологічній теорії випромінювання за характером взаємодії із зов-
нішнім випромінюванням тверді тіла поділяють на частково прозорі та непрозорі 
в певних спектральних діапазонах. При цьому, для непрозорих тіл (поглинають 
випромінювання тонким, у кілька атомних шарів поверхневим шаром), ці процеси 
вважають поверхневими та враховують в умовах балансу теплових потоків 
на поверхні тіла (при формулюванні теплових граничних умов). У частково про-
зорих тілах (що характеризуються об’ємним поглинанням і випроміненням теп-
лової енергії) поширення випромінювання, зокрема з врахуванням розсіювання, 
описується рівнянням переносу, а його поглинання та випромінення тілом пов’я-
зують з об’ємними тепловиділеннями, які розглядають як джерела тепла, в рів-
нянні теплопровідності.  

Під час опису поля випромінювання використовують його енергетичні 
характеристики (інтенсивність і потік), що дозволяє (з достатньою точністю) 
визначити чинники дії випромінювання на тіло (теплові та силові) через ці харак-
теристики й експериментально встановлювані радіаційні характеристики тіла (які 
з використанням електромагнітної теорії можна пов’язати з електрофізичними) 
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на основі енергетичних співвідношень без введення напруженостей електрич-
ного та магнітного полів [29, 39, 42, 51]. Такі чинники — об’ємні тепловиділення 
та пондеромоторні сили для частково прозорих тіл і теплові потоки та світловий 
тиск для непрозорих тіл використовують при постановці задач радіаційної термо-
механіки для опромінюваних частково прозорих і непрозорих тіл. 

З явним чи неявним використанням такої методології феноменологічної 
теорії розвивалися моделі термомеханіки, що враховують вплив світлового, 
зокрема теплового випромінювання та теплообміну випромінюванням. Стосовно 
непрозорих тіл і теплового опромінення — у працях А. П. Огурцова, В. С. Попо-
вича, Ю. С. Постольника та ін. [52-56]. Отримано розв’язки ряду задач про дослі-
дження термонапруженого стану непрозорих тіл канонічної форми за спрощених 
умов теплообміну за законом Стефана-Больцмана, які моделюють теплообмін 
випромінюванням із зовнішнім середовищем [53, 57, 58] і за реальних умов 
теплообміну, які враховують конфігурацію тіла чи тіл, що беруть участь у тепло-
обміні [59-61]. Стосовно частково прозорих і непрозорих тіл за нетеплового 
(лазерного) опромінення такі моделі запропоновані Ю. М. Коляно, О. М. Куликом 
А. А. Угловим, Г. В. Пляцком, Я. С. Підстригачем, І. К. Сенченковим, R. B. Het-
narskii та ін. [62-65], а напружений стан у тілах плоскої геометрії вивчали 
у працях [62, 66, 67]. 

У працях Я. Й. Бурака та ін. [52, 68-70] запропоновано варіант теорії термо-
пружності частково прозорих тіл за умов дії теплового випромінювання. Він 
базується на єдиному підході (з використанням наближення геометричної оптики) 
до означення чинників дії електромагнітного випромінювання на тіло в радіо- та 
світловому частотних діапазонах і феноменологічній теорії випромінювання. 
Варіант є узагальненням моделі термомеханіки тіл низької електропровідності 
(які є частково прозорими для електромагнітного випромінювання світлового 
діапазону) у зовнішніх квазіусталених електромагнітних полях радіочастотного 
діапазону [70, 71]. На його основі досліджено термомеханічну поведінку за теп-
лового опромінення пластин і сферичних тіл [72, 73] та в системі плоскопара-
лельних шарів різної прозорості [74] залежно від енергетично-спектральних 
параметрів його джерела. Окрім згаданих робіт, окремі задачі про термопружний 
стан частково прозорих тіл за дії теплового випромінювання розглядали у працях 
[75, 76], а непрозорих тіл у [77]. 

У роботах [78, 79] сформульовано й отримано розв’язки задач радіаційної 
термомеханіки для частково прозорих тіл канонічної форми (шар, порожнисті 
циліндр і куля) за однорідного зовнішнього теплового опромінення з урахуван-
ням наявного розташування випромінювачів і відбивачів. 

У працях [29, 80-84] викладено теорію механотермодифузії в частково про-
зорих тілах із домішками за дії електромагнітного випромінювання світлового 
діапазону частот, яка ґрунтується на континуальній моделі твердої суміші та 
феноменологічній теорії випромінювання. Досліджено механотермодифузійні 
процеси у шарі з газовими домішками за теплового та лазерного опромінення. 

Дослідження механічної поведінки шаруватих і кусково-неоднорідних тіл 
за теплових навантажень є один із напрямків контактної термомеханіки. 
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Ключовим при цьому є моделювання контактної взаємодії складових з урахуванням 
особливостей теплообміну між ними, зокрема за наявності контактного прошарку. 

Математичні моделі контактної пружності та термопружності викладені 
у працях В. М. Александрова, В. А. Бабешка, С. Ю. Бабича, І. І. Воровича, 
Е.І. Григолюка, Д. В. Грилицького, В. С. Гудрамовича, Л. А. Галіна, О. М. Гузя, 
К. Джонсона, Р. М. Мартиняка, В. І. Моссаковського, В. В. Панасюка, В. Л. Рва-
чова, Р. М. Швеця, J. R. Barber та ін. [85-98], зокрема стосовно шаруватих, 
кусково-неоднорідних тіл і тіл із покриттями — у працях В. М. Александрова, 
В. В. Болотіна, І. М. Коровайчука, Ю. М. Коляно, Р. М. Кушніра, О. В. Макси-
мука, С. М. Мхітаряна, Ю. М. Новічкова, Б. Л. Пелеха та ін. [99-103]. 

Під час формулювання контактно-крайових задач термопружності для шару-
ватих і кусково-неоднорідних тіл використовують умови ідеального теплового та 
механічного контактів і неідеального, обумовленого послабленою адгезією 
на межах поділу, наявністю міжконтактного середовища, зокрема, однорідних і 
неоднорідних проміжкових шарів із відмінними від основних фізичними власти-
востями. Врахування недосконалого теплового контакту в контактній теплопро-
відності здійснюють за допомогою такої ключової характеристики як контактний 
термічний опір (чи оберненої до неї — контактної термічної провідності [104-106]. 
Її розраховують з урахуванням структури контактуючих поверхонь і теплопровід-
ності міжконтактного середовища чи визначають експериментально. 

Дослідження теплових напружень у шаруватих і кусково-неоднорідних 
тілах за умов ідеального та неідеального (що описується термоопором) теплового 
контактів стосуються численні праці [101, 107-109 та ін.]. 

Реальне врахування тонких проміжкових прошарків чи приповерхневих 
шарів при дослідженні термомеханічної поведінки шаруватих і кусково-неодно-
рідних тіл суттєво ускладнює постановки контактно-крайових задач і застосування 
аналітичних та числових методів їх розв’язування через необхідність спряження 
розв’язків в областях з суттєво різними характерними розмірами [110]. Тому, їх, 
зазвичай, виключають з розгляду замінюючи фізичною поверхнею з приведеними 
тепловими та механічними характеристиками, а їхній вплив враховують узагаль-
неними граничними для тіл із покриттями чи контактними для тіл із прошарками 
тепловими та механічними умовами. Вперше такий підхід запропоновано 
Я. С. Підстригачем під час моделювання теплового контакту тіл через однорід-
ний проміжковий шар [111, 112] і Я. С. Підстригачем і П. Р. Шевчуком при роз-
робці теорії механодифузії [113, 114] і термопружності [115] для тіл із покрит-
тями. Формулюючи теплові умови використовують певні припущення щодо 
розподілу температури чи потоків тепла за товщиною шару [103, 116] чи фор-
мальний операторний метод, який стосовно задач термомеханіки для однорідних 
і шаруватих оболонок застосовано в роботах [112, 117-119]. З його допомогою 
отримано узагальнені умови фізичного обміну через проміжковий шар за лінійних 
контактних умов (зокрема, тепло- та масообміну) [114]. Цей метод застосовано 
для встановлення рівнянь, що описують теплопровідність у тонких однорідних 
оболонках за лінійних [113, 118] і нелінійних (за законом Стефана-Больцмана) 
[119] теплових крайових умов. 
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Аналіз згаданих вище математичних моделей контактної термопружності, 
які стосуються шаруватих і кусково-неоднорідних тіл показує, що радіаційні 
властивості складників, зокрема міжконтактного прошарку, в таких моделях не 
беруться до уваги. Тому ефекти, пов’язані з поширенням теплового випроміню-
вання (як зовнішнього, так і власного) та поглинання і випромінення теплової 
енергії в об’ємі, під час опису теплового стану не враховуються. Хоча, на необхід-
ність дослідження впливу процесів теплообміну випромінюванням, наприклад, 
в міжконтактному середовищі при визначенні термоопору, як на одну з проблем 
контактної теплопровідності, вказано в працях [114, 116]. В окремих моделях 
шаруватих тіл враховується лише теплообмін випромінюванням із зовнішнім 
середовищем граничних шарів за спрощених умов теплообміну за законом Сте-
фана-Больцмана [120, 121 ін.] та неявно передбачається їх непрозорість. У літе-
ратурі не встановлені умови ідеального теплового контакту на межі поділу шарів 
з різною прозорістю й узагальнені умови теплообміну через проміжковий шар 
за врахування особливостей випромінення, поглинання та поширення теплової 
енергії в області контакту. В теорії термопружності тіл із покриттями отримано 
узагальнені граничні умови теплообміну через покриття лише за згаданих спро-
щених умов теплообміну випромінюванням із зовнішнім середовищем, фактично 
для непрозорого покриття на непрозорій основі [121, 122]. 

У теорії теплообміну випромінюванням в суцільному середовищі відомі 
дослідження у взаємозв’язку процесів переносу випромінювання та тепла (радіа-
ційно-кондуктивного теплообміну) в шаруватих частково прозорих тілах, які 
проводилися переважно для двошарових пластин [123-129]. Запропоновані моделі 
базуються на феноменологічній теорії випромінювання частково прозорих тіл і 
враховують ефекти випромінення та поглинання теплової енергії в шарах і відби-
вання та заломлення випромінювання на межі поділу, що моделюється плоскою 
фізичною поверхнею із заданими на обох сторонах відбивальними характерис-
тиками. Вважається, що така шарувата плоска система знаходиться між непро-
зорими поверхнями із заданими радіаційними (випромінювальними та відбиваль-
ними властивостями) і температурами, а на межі поділу шарів виконуються 
умови ідеального теплового контакту (рівність температур і потоків тепла, 
зумовлених теплопровідністю). Однак, у літературі з теплообміну випроміню-
ванням поширення випромінювання та тепла в шаруватих тілах зі складниками 
різної прозорості не вивчалося.  

У рамках радіаційної термомеханіки не досліджувався термонапружений 
стан опромінюваних як частково прозорих шаруватих тіл, так і тіл зі складни-
ками різної прозорості.  

Таким чином, з огляду доступних літературних джерел випливає, що на сьо-
годні моделі контактної термопружності шаруватих тіл, зокрема тіл з покрит-
тями, не розглядали ряд важливих особливостей взаємодії таких тіл із зовнішнім 
тепловим випромінюванням і контактної взаємодії, пов’язаних з розглядом 
реальних радіаційних властивостей складників. Водночас моделі радіаційної 
термомеханіки не розвинені на випадок шаруватих середовищ.  
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Зважаючи на практичну потребу прогнозування термомеханічної поведінки 
елементів конструкцій і приладів зі складниками різної прозорості для теплового 
випромінювання за умов теплового опромінення чи високих температур, виникає 
необхідність формулювання контактних задач теплопереносу та термопружності 
для опромінюваних шаруватих тіл зі складниками різної прозорості та розробки 
методики дослідження їх термонапруженого стану. Такі дослідження, які стосу-
ються розробки методики вивчення термонапруженого стану опромінюваних 
плоско-шаруватих тіл (пластин) і виявлення закономірностей їх термомеханічної 
поведінки залежно від радіаційних властивостей матеріалів складових шарів, їх 
товщин і температури джерела опромінення, проведені за останній час у працях 
[130-135] авторів статті. В них, зокрема, розроблено математичну модель, що 
описує на основі феноменологічної теорії випромінювання та теорії квазістатич-
ної термопружності, термонапружений стан опромінюваних плоско-шаруватих 
тіл (пластин) за врахування ефектів теплового випромінювання на поверхнях, 
у частково прозорих областях і на межах контакту складників. Записані вихідні 
співвідношення моделі для нескінченних тришарових пластин за різних комбіна-
цій радіаційних властивостей складників. Виведено узагальнені умови переносу 
випромінювання через частково прозорий проміжковий шар та узагальнені умови 
теплообміну через проміжковий шар довільної прозорості, які дають можливість 
використати для опису процесів переносу випромінювання та тепла в пластинах 
за наявності тонких прошарків модель двошарової пластини за ускладнених 
радіаційних характеристик межі контакту та теплових контактних умов. Знайдено 
наближені вирази для напружень в основних шарах, що враховують приведені 
жорсткісні характеристики на згин і розтяг тонкого проміжкового шару. Отри-
мано вихідні співвідношення для опису поширення випромінювання та тепло-
переносу в опромінюваних двошарових пластинах зі складниками з різними 
радіаційними властивостями, зокрема різної прозорості в припущенні доско-
налого контакту між складовими шарами, за якого межа контакту моделюється 
плоскою поверхнею із заданими на обох її сторонах радіаційними характерис-
тиками матеріалу шарів, а умови теплового контакту — ідеальні. Знайдено ана-
літичні вирази для характеристик поля випромінювання в частково прозорій 
області пластини і виражено через них тепловиділення та теплові потоки, зумов-
лені поглинанням теплової енергії на межі поділу шарів різної прозорості. 
За умов ідеального механічного контакту отримано вирази для напружень 
у пластині за різних умов закріплення країв на нескінченності. Виведено набли-
жені співвідношення, що базуються на використанні узагальнених граничних 
умов (умов теплообміну через покриття) для опису процесів теплопереносу 
в опромінюваних пластинах із покриттями. Запропоновані методики розв’язу-
вання нових лінійних і нелінійних контактно-крайових та крайових задач термо-
пружності, які виникають під час опису процесів теплопереносу в двошарових 
опромінюваних пластинах і пластинах із покриттями та дослідження їх термо-
механічної поведінки. 
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Thermomechanical models for layered solids subjected  
to thermal radiation  

Aleksandr Gachkevich, Rostislav Terletskii, Oksana Turii 

Carried out review of researches in radiation thermomechanics, in particular, the mathematical 
models that describe the thermomechanical behavior of opaque and semitransparent homoge-
neous bodies subjected to thermal radiation and layered bodies are analyzed. It is noted that today 
thermoelasticity models of layered solids (including bodies with coatings) do not consider some 
important features of the interaction of bodies with external thermal radiation and contact 
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interaction related to the consideration of real radiation properties of the components. However 
thermomechanics models are not developed for case of layered media. The peculiarities objectives 
of thermomechanics of layered solids (including bodies with coatings) with taking into account the 
differences of radiation properties of substances (i.e. varying their transparency for thermal 
radiation). 

Модели радиационной термомеханики  
облучаемых слоистых тел 

Александр Гачкевич, Ростислав Терлецкий, Оксана Турий 

Проведен обзор исследований в области радиационной термомеханики, в частности, про-
анализированы математические модели, которые описывают термомеханическое поведе-
ние непрозрачных и частично прозрачных однородных тел, находящихся под действием 
теплового излучения, и слоистых тел. Указано, что на сегодняшний день модели термо-
упругости слоистых тел, в частности тел с покрытиями, не рассматривают ряд важных 
особенностей взаимодействия таких тел с внешним тепловым излучением и контактного 
взаимодействия, связанных с рассмотрением реальных радиационных свойств составляю-
щих. В то же время модели радиационной термомеханики не развиты на случай слоистых 
сред. Освещены особенности постановки задач термомеханики для слоистых тел (в част-
ности, тел с покрытиями), учитывающих различия радиационных свойств составляющих 
(их различной прозрачности для теплового излучения).  
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