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У рамках статистики Рені методом нерівноважного статистичного оператора Зубарєва 
отримано узагальнене рівняння дифузії. Усереднення в узагальненому коефіцієнті дифузії 
виконується за степеневим розподілом з параметром Рені q. Проведено числові оцінки 
коефіцієнта q- дифузії у режимах q > 1 та q < 1.  

Ключові слова: узагальнене рівняння дифузії, нерівноважний статистичний 
оператор, статистика Рені, аномальна дифузія. 
 

Вступ. Дослідження явищ аномальної дифузії у пористих середовищах (ґрунтах, 
мембранах, склах, електродах) [1-11], у невпорядкованих системах (перенос заряду в 
аморфних напівпровідниках) [12, 13], запорошеній плазмі [14-16], турбулентних 
[17-19] і реакційно-дифузійних процесах [20-22] та ін. Роботи [1, 23] є акту-
альними у сучасній теоретичній і математичній фізиці. Є наявний значний експе-
риментальний доробок про різні процеси аномальної дифузії, який вказує на те, 
що не тільки закон поширення, але і форма дифузійного пакету суттєво відрізня-
ється від нормальної дифузії [1, 13, 19, 23]. Для опису аномальної дифузії у різних 
фізико-хімічних системах були розвинуті підходи зі змінними коефіцієнтами 
дифузії [24], на основі степеневих кореляцій дробового порядку [25], дробових 
похідних [17-19], узагальнень рівняння Фоккера-Планка [5, 19, 26], узагальнень 
статистичної механіки (екстенсивної та неекстенсивної) на основі ентропії Тсал-
ліса [27-29], Рені [27, 30] та ін. На базі проведених досліджень встановлено, що 
математичною основою аномальної дифузії є рівняння у дробових похідних [1, 19]. 
Зокрема, у роботах [1, 23, 31], досліджуючи тривимірні моделі аномальної дифузії, 
вдалося вивести основні рівняння аномальної дифузії із загальних принципів сто-
хастичної теорії випадкових процесів (на основі інтегральних рівнянь Чепмена-
Колмогорова для ймовірностей переходу). Розв’язки цих рівнянь утворюють 
новий клас розподілів, названих дробово-стійкими. Тобто, ці розподіли є розв’яз-
ками рівнянь у частинних похідних дробового порядку, які узагальнюють 
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звичайні рівняння дифузії на випадок аномальної дифузії. Частковим випадком 
дробово-стійких розподілів є розподіл Гауса, що відповідає нормальній дифузії. 
Важливо зазначити, що отримані рівняння для аномальної дифузії у дробових 
похідних містять коефіцієнт дифузії як сталу величину в часі та просторі. З іншої 
сторони, коефіцієнти дифузії зв’язані з часовими кореляційними функціями потік–
потік (формули Гріна-Кубо), які містять механізми дифузійного переносу з точки 
зору нерівноважної статистичної механіки. 

У цій роботі розглядається один із шляхів отримання узагальненого 
(немарковського) рівняння дифузії з використанням методу нерівноважного 
статистичного оператора Зубарєва [32-35] і принципу максимуму ентропії Рені, 
яка базується на степеневих розподілах. Такі підходи важливі з точки зору мате-
матичного моделювання дифузійних процесів у випадкових і регулярних струк-
турах [36, 37]. 

1. Узагальнене рівняння дифузії у статистиці Рені 
Для опису дифузійних процесів у класичних газах і рідинах із гамільтоніаном 
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основним параметром скороченого опису є нерівноважна густина числа частинок 
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потенціал взаємодії частинок на відстані jlr . Нерівноважні середні 
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тичним оператором (функцією розподілу) системи, що задовольняє рівняння 
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У методі нерівноважного статистичного оператора [32-34], коли вибрані 
основні параметри скороченого опису,  ;Nx t  можна подати (як розв’язок 

рівняння Ліувілля) в загальній формі з врахуванням проектування: 
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Тут     , exp 1
t

rel N
t

T t t t iL dt


 
      

  
  — оператор еволюції у часі з врахуван-

ням проектування; exp  — експонента впорядкування,  rel t  — узагальнений 
оператор проектування Кавасакі-Гантона, структура якого залежить від струк-
тури  ;N

rel x t  — релевантного (функції розподілу) статистичного оператора. 

 ;N
rel x t  будемо шукати на основі підходу праці [35] з екстремуму функціо-

налу ентропії Рені за фіксованих значень    ˆ; tn r t n r
   та збережені умови 

нормування  ; 1N
N reld x t   , в результаті отримаємо: 
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— статистична сума релевантної функції розподілу,  1 Бk T  , Бk  — константа 

Больцмана, Т — рівноважна температура,      ˆ ˆ ˆ; tn r t n r n r  
    — флуктуації 

густини, а параметр  ;r t   визначається з умови самоузгодження: 
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Важливо зазначити, що при 1q   релевантна функція розподілу (3) у ста-
тистиці Рені переходить у розподіл статистики Гіббса [32]. Розподіл (3) можна 
подати у вигляді: 
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Підставиши вираз (6) у співвідношення (2), для нерівноважного статистичного 
оператора отримаємо: 
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( )P t  — проекційний оператор, що має таку структуру: ( )...P t   

               
1

1 1ˆ ˆ ˆ ˆ... ( ) ( ) ,
tt t

relrel rel
dr dr n r n r q t n r q t n r A A A


  

          
 

 
      . 

За допомогою нерівноважного статистичного оператора (7) для параметра 
скороченого опису отримується узагальнене  рівняння дифузії:  
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узагальнене ядро переносу, у якому усереднення виконується зі степеневим 
розподілом (6). При 1q   узагальнене рівняння дифузії в статистиці Рені пере-
ходить в узагальнене рівняння статистики Гіббса [32]. У результаті отримуємо 
немарковське рівняння дифузії  
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— узагальнений коефіцієнт дифузії у статистиці Рені, в якому усереднення вико-
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густина потоку числа частинок. Важливою задачею є розрахунок узагальненого 
коефіцієнта дифузії, залежного від параметра Рені q. У марковському наближені 
у часі та нехтуючи просторовими кореляціями зі співвідношення (10) можна 
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отримати рівняння дифузії, що співпадає з результатами роботи [38]. У цій роботі 
фактично запропоновано один із шляхів розрахунків коефіцієнта q- дифузії й 
отримано рівняння: 
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де ( ; )qG r t  — функція розсіяння (густина–густина), яка може вимірюватися експери-
ментально у процесах розсіювання нейтронів. Шляхом використання q -подання 
експоненти [28, 29] і розрахунків ( ; )qG r t  через нульовий і другий моменти 
автори отримали аналітичні вирази для коефіцієнта q- дифузії: для 1q   
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Параметри q  і q  обернено пропорційні: 1q q  , 1 ( 1)q q q   . Для 
дослідження поведінки коефіцієнта q- дифузії за аналітичними виразами (12а) та 

(12б) ми провели числові оцінки для  21 ( (0) 0,5
2

r t r Dt    .  

Як бачимо з графіків рис. 1, 2 для 1q  , якщо 1,05q    *D r  має вираже-

ний пік, а для 2q   і 2,5q   плавно росте зі збільшенням *r r Dt  (рис. 1). 

Для 1q    *D r  має осциляційний характер, причому, для 0,75 3 4q    вони 

наростають зі збільшенням *r r Dt  (рис. 2). Поведінку функції розсіяння 
подано на рис. 3, 4 для різних q  і якісно співпадає з даними роботи [38].  
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Для 1q   отримуємо результат для нормальної дифузії [38]. Проведені 
числові оцінки коефіцієнта q- дифузії (у безрозмірній формі, залежності від 

*r r Dt ) якісно вказують на різну поведінку його для 1q   і 1q  .   

 
Висновки. На основі методу нерівноважного статистичного оператора Зубарєва та 
принципу максимуму ентропії Рені отримано узагальнене (немарковське) рівняння 
дифузії, у якому коефіцієнт дифузії розраховується зі степеневим розподілом 
Рені. Якщо параметри Рені q = 1, то отримуємо результат статистики Гібса [32]. 
Проведені числові оцінки коефіцієнта q- дифузії, отриманого у роботі [36] для 

1q   і 1q   вказують на складну поведінку й очевидно на різні механізми 
дифузійних (суб- чи супер) процесів, які можуть протікати у системі взаємодіючих 
частинок. З цієї точки зору важливою задачею є розрахунок узагаліненого коефі-
цієнта дифузії (11) для конкретних системи за різних значень параметра Рені q. 

Рис. 1. Залежність  *D r   

від параметра *r r Dt , якщо 1q   

Рис. 2. Залежність  *D r   

від параметра *r r Dt , якщо 1q   
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Рис. 3. Залежність функції  *G r   

від параметра *r r Dt , якщо 1q   

Рис. 4. Залежність функції  *G r   

від параметра *r r Dt , якщо 1q   
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Generalized diffusion equation in statistics Renyi 

Petro Kostrobij, Bogdan Markovych, Oleksandra Viznovych, Myhaylo Tokarchuk 

In the framework of Renyi statistics the generalized diffusion equation is obtained using non-
equilibrium statistical operator method by Zubarev.  An averaging into generalized diffusion 
coefficient is carried out by a power-law distribution with Reni parameter q. A numeric estimation 
of q- diffusion coefficient in regimes q > 1 end q < 1 is performed.  

Обобщенное уравнение диффузии в статистике Реньи 

Петр Костробий, Богдан Маркович, Александра Визнович, Михаил Токарчук 

В рамках статистике Реньи методом неравновесного статистического оператора полу-
чено обобщенное уравнение диффузии. Усреднение в обобщенном коэффициенте диффузии 
выполняется со степенным распределением с параметром Реньи q. Проведены численные 
оценки коэффициента q- диффузии в режимах q > 1 и q < 1. 
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