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У рамках статистики Рені методом нерівноважного статистичного оператора Зубарєва 
отримано узагальнене рівняння дифузії у дробових похідних. Використано рівняння Ліувілля 
у дробових похідних, запропоноване Тарасовим. Усереднення в узагальненому коефіцієнті 
дифузії виконується за степеневим розподілом із параметром Рені q.    

Ключові слова: узагальнене рівняння дифузії, нерівноважний статистичний 
оператор, статистика Рені, аномальна дифузія.  

 
Вступ. У дослідженні явищ аномальної дифузії у пористих середовищах [1-11], 
у невпорядкованих системах [12, 13], фізиці плазми [14-19], турбулентних [20-
22], кінетичних і реакційно-дифузійних процесах [23-30], квантовій механіці [31-
35] та інш [1, 36] інтеграли і похідні дробового порядку [37-41] знайшли своє 
природне та необхідне застосування. 

На даний час поряд із феноменологічними підходами побудови рівнянь 
Фоккера-Планка, рівняння дифузії, його узагальнення — рівняння Кеттано у дро-
бових похідних, існують два підходи побудови таких рівнянь: ймовірнісний, ви-
ходячи із рівнянь Чепмена-Колмогорова в стохастичній теорії випадкових процесів 
[1, 22, 41] і статистичний, виходячи із рівняння Ліувілля в дробових похідних, 
який розвиває Тарасов [42-52]. Зокрема, у такому підході отримано ланцюжок 
кінетичних рівнянь Боголюбов-Борн-Грін-Кірквуд-Івон у дробових похідних [42-
45, 50], рівняння переносу, рівняння дифузії та рівняння Гайзенберга [47, 48] 
у дробових похідних. Такий підхід формулюється для негамільтонових систем, і 
у випадку виконання умов Гельмгольца для координатних та імпульсних похід-
них від полів швидкостей частинок і сил, що діють на них [42, 43], переходимо 
до гамільтонових систем зі зворотним у часі рівнянням Ліувілля у дробових 
похідних. У роботі [53] запропоновано незворотні у часі рівняння руху Гаміль-
тона та рівняння Ліувілля для динаміки класичних частинок у просторі з мульти-
фрактальним часом. Використавши означення дробової похідної та інтеграла 
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Рімана-Ліувілля, отримано незворотне у часі рівняння Ліувілля у дробових похід-
них із мультифрактальною часовою розмірністю. У роботах [54, 55] отримано 
кінетичні рівняння у підході Клімонтовича для систем з фрактальною структу-
рою, зокрема для опису дифузійних процесів у просторі координат та імпульсу. 
Подібний підхід побудови дробово-часового узагальнення для рівняння Ліувілля 
та рівняння Цванцига (у формалізмі проектування) було запропоновано у роботі [56]. 

У цій роботі розглядається один із шляхів отримання узагальненого (не-
марковського) рівняння дифузії у дробових похідних із використанням методу 
нерівноважного статистичного оператора Зубарєва [57-59] і принципу макси-
муму ентропії Рені. При цьому важливим і принциповим кроком було викорис-
тання рівняння Ліувілля у дробових похідних, запропонованого Тарасовим [42-
45, 52]. У першому розділі знайдено розв’язок рівняння Ліувілля у дробових 
похідних із використанням методу нерівноважного статистичного оператора та 
принципу максимуму ентропії Рені за вибраного набору спостережуваних вели-
чин. У другому розділі, коли за параметр скороченого опису вибрано нерівно-
важне середнє значення густини числа частинок, отримано узагальнене (немар-
ковське) рівняння дифузії у дробових похідних. 

1. Рівняння Ліувілля у дробових похідних для класичної системи частинок 

Будемо виходити з рівняння Ліувілля у дробових похідних для нерівноважної 
функції частинок  ;Nx t  класичної системи, отриманого у роботах Тарасова 

[42-45, 52]: 
 

        
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; ; ; = 0
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де 1= ....N
Nx x x ,  = ,j j jx r p   — сукупність координати та імпульсу j -ої час-

тинки, поля швидкості jv  та сил jF


, що діють на j -ту частинку.  
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— дробова похідна Рімана-Ліувілля [37, 38], 1 < <n n  , ( ) = ( )
n
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n

df z f z
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. 

У загальному випадку  

       ; ; ;N N N
r j r j j rj j j

D x t F x t D F F D x t        
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Якщо jF


 не залежать від jp , а jv  — від jr , то отримаємо  
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      
=1 =1
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    = , , = ,j p j rj j
v D H r p F D H r p  

     , 

де  ,H r p   — гамільтоніан системи в дробових похідних. Тому отримаємо рів-
няння Ліувілля у вигляді:  

          
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або  

    ; ; = 0N Nx t iL x t
t 

  


, (4) 

де iL  — оператор Ліувілля у дробових похідних:  

        
=1 =1

; = , , ;
N N

N N
p r r pj j j j

j j
iL x t D H r p D D H r p D x t

        
 
        . (5) 

Розв'язок рівняння Ліувілля (5) будемо шукати методом нерівноважного 
статистичного оператора Зубарєва [57, 58], у якому, коли вибрані основні пара-
метри скороченого опису,  ;Nx t  можна подати (як розв’язок рівняння Ліувілля) 

у загальній формі з урахуванням проектування:  

           ( ); = ; , 1 ;
t

N N t t N
rel rel relx t x t e T t t P t iL x t dt 




        . (6) 

Тут     , = 1exp
t

rel
t

T t t P t iL dt


 
    

  
  — оператор еволюції з урахуванням 

проектування; 0    після граничного термодинамічного переходу, exp  — 
впорядкована експонента,  relP t  — узагальнений оператор проектування Кавасакі-

Гантона, структура якого залежить від структури  ;N
rel x t  — релевантного 

(функції розподілу) статистичного оператора. У методі нерівноважного статистичного 
оператора [57, 58],  ;N

rel x t  будемо шукати на основі підходу [59] з екстре-

муму функціоналу ентропії Рені за фіксованих значень спостережуваних величин 
ˆ ( )

t
nP x


 і збережені умови нормування ,1 = 1t

rel  , де нерівноважні середні 

значення знаходяться відповідно [42-45, 52]: 
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  ˆ ˆ ˆ ˆ( ) = (1,..., ) (1,..., ) ;
t N

n nP x I N T N P x t


 , (7) 

де для системи N  частинок ˆ (1,..., )I N  має такий вигляд:  

    ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ(1,...., ) = (1),...., ( ), ( ) = j jI N I I N I j I r I p        

і означають операції інтегрування: 

 | |ˆ ( ) ( ) = ( ) ( ), ( ) = .
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xI x f x f x d x d x dx

 


 


 
   (8) 

Оператор ˆ ˆ ˆ(1,...., ) = (1),..., ( )T N T T N  означає операцію:  

         1ˆ = ... ... ... ...
2j j j j j jT x f x f x x f x x    . 

Відповідно середні значення за релевантною функцією розподілу означаються як  

  ,
ˆ ˆ(....) = (1,...., ) (1,...., )(....) ;t N

relrel I N T N x t
  . 

Тоді релевантна функція розподілу відповідно [59] буде мати такий вигляд:  
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де 
Б

1=
k T

 , Бk  — константа Больцмана, T  — рівноважна температура, ( )RZ t  — 

статистична сума розподілу Рені, що визначається з умови нормування і має вигляд:  

 ˆ ˆ( ) = (1,.., ) (1,.., )RZ t I N T N   (10) 
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а параметри ( ; )nF x t  визначаються з умов самоузгодження:  

 
,

ˆ ˆ( ) = ( )
t t

n n rel
P x P x

 
. (11) 

У наступному розділі отримаємо узагальнені рівняння переносу у дробових 
похідних і розглянемо конкретний приклад процесів дифузії густих газів і рідин 
у неоднорідних середовищах. 
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2. Узагальнені рiвняння переносу у дробових похідних 

У загальному випадку параметрів скороченого опису ˆ ( )
t

nP x


 нерівноважних про-

цесів відповідно до співвідношень (6) і (9) отримуємо нерівноважний статис-
тичний оператор у вигляді: 

        *( )( ) = ( ) ( ) , ; ;
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де 
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q


     (13) 

— узагальнені потоки, ( )P t  — проекційний оператор Морі [59], а функція ( )t  
має таку структуру 

  1( ) 1 ( ) ; ( )n n
n

qt d x F x t P x
q 


     . 

За допомогою нерівноважного статистичного оператора (12) отримується 

узагальнене рівняння переносу для параметрів скороченого опису ˆ ( )
t

nP x


: 
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де 

  
'

, ; ,
n nP P x x t t    

       '
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n n relI N T N iL P x T t t I x t x t
       (15) 

— узагальнені ядра переносу (функції пам’яті), які описують дисипативні про-
цеси у системі. Для розкриття структури рівнянь переносу (14) і ядер переносу 
(15) розглянемо для прикладу дифузійні процеси.  

Для опис дифузійних процесів у класичних газах і рідинах у неоднорідних 
середовищах основним параметром скороченого опису є нерівноважна густина 
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числа частинок    ˆ; = tn r t n r 

  , де    =1= N
jjn r r r     — мікроскопічна гус-

тина числа частинок. За такого набору параметрів скороченого опису релевантна 
функція розподілу буде мати вигляд: 
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— статистична сума релевантної функції розподілу,      ˆ ˆ ˆ; = tn r t n r n r 
 

    — 

флуктуації густини, а параметр  ;r t   визначається з умови самоузгодження:  

     ,
ˆ ˆ=t t

rel
n r n r

 

  . (18) 

Важливо зазначити, що для =1q  релевантна функція розподілу (16) у ста-
тистиці Рені переходить у розподіл статистики Гіббса [60]. Розподіл (16) можна 
подати у вигляді: 

       
1

1*1 1 ˆ( ) = 1 ;
( )

q
rel

R

qt H d r r t n r
Z t q




 
      

 


   . (19) 

Тут 

       
1

1*1ˆ ˆ ˆ( ) = (1,.., ) (1,.., ) 1 ;
q

R
qZ t I N T N H d r r t n r

q



 
     

 


   , (20) 

    

     
* ;

; = 1 ˆ1 ; t

r t
r t q d r r t n r

q  





  




   . 

Підставивши вираз (19) у формулу (6), для нерівноважного статистичного 
оператора отримаємо:  

            *( ) = ( ) , , ;
t t t

rel n relt t e T t t d r I r t t r t dt 
 

             
   , (21) 

де  
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      11 ˆ; = 1 ( ) ( )nI r t P t t iL n r
q


  
   (22) 

— узагальнений потік, у якому функція ( )t  дорівнює 

       *1 ˆ( ) = 1 ;qt H d r r t n r
q 


     
   , 

( )P t  — проекційний оператор, що має таку структуру: 

       ,
ˆ( ) = t

rel
P t d r d r n r  

   
     

            
1

1 1

,
ˆ ˆ( ) ( )

t

rel
n r q t n r q t n r


 



 
      

 

   , 

де ,{ } = t
relA A A     . 

За допомогою нерівноважного статистичного оператора (21) для параметра 
скороченого опису можна отримати узагальнене рівняння дифузії:  

        ( ' ) *ˆ = , ; , ;
t

t t t
nnn r d r e r r t t r t dt

t
 




        
  

     , (23) 

де  

          ' ' 'ˆ ˆ ˆ, ; , = (1,.., ) (1,.., ) , ; ; =N
nn n relr r t t I N T N iL n r T t t I r t x t

         

  , ; ,qD r r t t
r r

 

 
    

 
 

   

— узагальнене ядро переносу, в якому усереднення виконується із степеневим 
розподілом (19). У результаті отримуємо немарковське рівняння дифузії у дробових 
похідних  

        ( ' ) *
'

ˆ = , ; , ;
t

t t t
qn r d r e D r r t t r t dt

t r r

 
 

 


          
   

    
  , (24) 

        
,

ˆ ˆ, ; , = , =
t

q rel
D r r t t v r T t t v r


          (25) 

      ˆ ˆˆ ˆ(1,.., ) (1,.., ) ,I N T N v r T t t v r        

       
1

1*1 1 ˆ1 ;
( )

q

R

q H d r r t n r
Z t q




 
      

 


    
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— узагальнений коефіцієнт дифузії у статистиці Рені, в якому усереднення вико-
нується зі степеневим розподілом (19), де    =1

ˆ = N
j jjv r v r r       — мікроско-

пічна густина потоку числа частинок. Якщо =1q , то узагальнене рівняння 
дифузії у статистиці Рені переходить в узагальнене рівняння дифузії статистики 
Гіббса у дробових похідних. Коли ж =1q  і =1 , то приходимо до узагаль-
неного рівняння дифузії статистики Гіббса [60]. У наближені Маркова для 
узагальненого коефіцієнта дифузії у часі та просторі  , ; ,qD r r t t  

   

   qD t t r r     
  , виключивши параметр  * ;r t    за допомогою умови само-

узгодження, зі співвідношення (25) отримуємо рівняння дифузії у дробових 
похідних:  

    
2

2
ˆ ˆ=t t

qn r D n r
t r



 

 
 

  . (26) 

Висновки: Отже, на основі рівняння Ліувілля у дробових похідних, запропоно-
ваного Тарасовим [42-45, 52] для класичної системи частинок із використанням 
методу нерівноважного статистичного оператора Зубарєва [57, 58, 60], отримано 
узагальнене (немарковське) рівняння дифузії у дробових похідних. Використано 
також принцип максимуму ентропії Рені. На основі такого підходу за вибраного 

набору параметрів скороченого опису ˆ ( )
t

nP x


 нерівноважного стану системи, 

можна отримати узагальнені рівняння переносу в дробових похідних. Зокрема, 
у випадку, якщо за такі параметри вибрані нерівноважні середні значення густин 
числа частинок, імпульсу й енергії, отримаємо узагальнені рівняння гідродинаміки 
у дробових похідних, що узагальнюють результати Тарасова [49]. 
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Generalized diffusion equation in the fractional derivatives  
in Renyi statistics 

Petro Kostrobij, Bogdan Markovych, Oleksandra Viznovych, Myhaylo Tokarchuk 

Within the Renyi  statistics by the method of the  nonequilibrium statistical operator of Zubarev, 
the generalized diffusion equation in fractional derivatives is obtained. The Liouville equation in 
fractional derivatives has been used. Averaging of the generalized diffusion coefficient is 
performed according to a power-series distribution with the Renyi parameter q. 

Обобщенное уравнение диффузии в дробных производных  
в статистике Рени 

Петр Костробий, Богдан Маркович, Александра Визнович, Михаил Токарчук 

В рамках статистики Рени методом неравновесного статистического оператора Зубарева 
получено обобщенное уравнение диффузии в дробных производных. Использовано уравнение 
Лиувилля в дробных производных, предложенного Тарасовым. Усреднения в общем коэффициенте 
диффузии выполняется по степенному распределению с параметром Рени q. 

Отримано 11.03.16  


