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На основі розв’язку задачі термопружності для біматеріалу з періодичною системою між-
фазних тріщин, що містять теплопровідний заповнювач, визначено ефективні міжфазні 
параметри такої структури — ефективний стрибок температури та ефективний термоопір. 
Проаналізовано залежності ефективних параметрів від коефіцієнта теплопровідності 
заповнювача тріщин, коефіцієнта міжфазної тріщинуватості біматеріалу та теплового і 
силового навантаження. Вивчено ефект напрямленості теплового потоку. 

Ключові слова: біматеріал, міжфазні тріщини, теплопровідний заповнювач, 
ефективний стрибок температури, ефективний міжфазний термоопір, ефект 
напрямленості теплового потоку. 
 

Вступ. Одним із важливих каналів контактної теплопередачі в сучасних багато-
компонентних конструкціях є середовище у зазорах на поверхнях розмежування. 
В літературі при визначенні термоопору міжфазних зазорів найбільше досліджень 
проведено для двох тіл з шорсткими поверхнями, які контактують, коли зазори 
між ними заповнені газом [1-6]. У наведених працях термоопір міжконтактного 
зазору є прямопропорційний ефективній висоті газового прошарку та обернено 
пропорційний коефіцієнту теплопровідності газу і враховує деформацію зазору 
під дією силового навантаження. Модель термоопору з’єднань з шорсткими по-
верхнями з урахуванням термоопору заповнювача міжконтактного зазору 
за постійної висоти зазору та ефективного коефіцієнту теплопровідності заповню-
вача побудовано в працях [7-9]. Визначено ефективний контактний термоопір 
двох півпросторів у випадку періодичною системи кругових інтерфейсних 
зазорів, заповнених теплопровідним газом або рідиною [10]. Розв’язано низку 
задач теплопровідності та термопружності для тіла з тріщиною, теплообмін між 
берегами якої через середовище-заповнювач враховано умовами неідеального 
теплового контакту зі сталим термоопором [11, 12, 13] і термоопором, розподі-
леним за еліптичним законом вздовж тріщини [11, 14]. При розрахунку термічної 
провідності з’єднань з теплопровідними зазорами істотний вплив мають термічні 
деформації, зумовлені дією прикладеного теплового навантаження. Вплив теплового 
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потоку на деформування з’єднаних тіл та фактичну площу їх контакту досліджено 
у працях [15, 16, 17], в яких виявлено залежність контактного термоопору від напряму 
теплового потоку, що в літературі називають ефектом напрямленості теплового 
потоку [18, 19, 20]. Проведено дослідження термопружного контакту тіл з інтерфесними 
зазорами [21-23] і термонапруженого стану біматеріалів з міжфазними тріщинами 
[24-26] за врахування процесу передачі теплоти через середовище в зазорах та 
тріщинах. У наведених працях термоопір зазорів і тріщин визначається їх формою, 
яка змінюється під дією силового і теплового навантаження.  

У статті [26] було побудовано аналітично-числовий розв’язок задачі термо-
пружності для біматеріалу з періодичною системою міжфазних тріщин, запов-
нених теплопровідною речовиною. Під час аналізу результатів основну увагу 
було зосереджено на дослідженні локальних параметрів біматеріальної системи — 
розкриття тріщини, стрибка температури між її берегами та коефіцієнтів інтен-
сивності міжфазних напружень. Нижче буде проведено розрахунок ефективних 
міжфазних параметрів — ефективного стрибка температури й ефективного міжфаз-
ного термоопору такої структури та досліджено їх залежність від зміни напряму 
теплового потоку. 

1. Формулювання задачі 

Дослідимо термонапружений стан кусково-однорідної площини (біматеріалу), 
складеної з двох пружних ізотропних півплощин 1D  і 2D , на лінії з’єднання яких 
з періодом d розташована періодична система міжфазних тріщин однакової 
довжини 2a (рис. 1). Матеріали півплощин характеризуються різними коефіцієнтами 
теплопровідності ( 1 2   ) і лінійного теплового розширення  1 2   , та 
модулями зсуву  1 2G G  і коефіцієнтами Пуассона  1 2   , але такими, що 

   1 1 2 21 2 1 2G G     . На безмежності біматеріал піддається дії перпендику-
лярних до міжфазної лінії розтягувальних 
зусиль p і стаціонарного однорідного 
теплового потоку q. Вважаємо, що в бімате-
ріалі реалізується двовимірне температурне 
поле і стан плоскої деформації. Порожнини 
тріщин заповнені теплопроникним середо-
вищем з коефіцієнтом теплопровідності c . 
Вважаємо, що заповнювач тріщин не чинить 
опору деформуванню тіла. Вплив заповню-
вача на теплообмін між поверхнями тріщин 
враховуватимемо термоопором r(x), який про-
порційний розкриттю тріщин h(x), набутому 
після навантаження, і обернено пропорцій-
ний коефіцієнту теплопровідності заповню-
вача c .  Рис. 1. 
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На міжфазних ділянках поза тріщинами виконуються умови ідеального 
теплового і механічного контакту півплощин 1D  і 2D . 

Крайові умови сформульованої задачі на міжфазній лінії мають вигляд: 
на ділянках контакту півплощин ( 0y  ,   , 1x a kd a k d     , 0, 1, 2...k    ): 

 T T  ,   y yq q  ,   y y
    ,   xy xy

    ,   u u  ,   v v  , (1) 

на ділянках з тріщинами ( 0y  ,  ,x a kd a kd    , 0, 1, 2...k    ): 

 ( )
y

c

h xT T q   


,   y yq q  ,   0y
  ,   0y

  ,   0xy
  ,   0xy

  , (2) 

Тут T  — температура, xq , yq  — компоненти вектора теплового потоку, x , y , 

xy  — компоненти тензора напружень, u , v  — компоненти вектора переміщень, 
індексами «+» та «» позначено граничні значення функції на осі 0x  у верхній і 
нижній півплощинах відповідно. 

2. Методика розв’язування задачі 
Використовуючи розроблену у працях [24, 26] методику, температурне поле і 
термонапружений стан біматеріалу подамо через розкриття тріщин ( )h x v v    
і стрибок температури між їх берегами ( )x T T    , для визначення яких 
отримано систему сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь з ядром Гільберта 

       1
2 2

a

ef
a

t x Kph t ctg dt x
d d





           
 

 , x a ,   0h a  ; (3) 

  ( ) ( )
( ) 2

a

c
a

t xx t ctg dt q
h x d d

         
 

 , x a ,   0a   ; (4) 

де  1 a

ef
a

x dx
d 

    — ефективний стрибок температури,  1 2 1 22       ; 

  1 2 1 2(1 ) 1K G      , 2 1
    ,  1n n n       — термічна дистор-

тивність матеріалу nD   1,2n  . 
Для розв’язування системи (3)-(4) використано аналітично-числову проце-

дуру, розвинуту у праці [24].  
Ефективний міжфазний термоопір efR  визначаємо за формулою [1, 10]  

  ef efR q q    . (5) 
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3. Аналіз числових результатів 

Числові розрахунки проведено для наступних безрозмірних величин: x x d , 
a a d , h h d , p pK ,  2 1     ,  2 1ef ef      ,  2 1q qd    , 

c c    . Зауважимо, що безрозмірний тепловий потік є додатній ( 0q  ), якщо 
тепловий потік скерований до матерілу з більшою термічною дистортивністю 
(ТД), і від’ємний ( 0q  ), якщо тепловий потік скерований до матеріалу з 
меншою ТД. 

На основі формули (5) проведено числовий аналіз впливу теплового потоку 
q  на ефективний стрибок температури ef  та ефективний міжфазний термоопір 

efR  за різних значень інтенсивності розтягувальних зусиль p , коефіцієнта теп-

лопровідності заповнювача c  і коефіцієнта міжфазної тріщинуватості 
2tk a d . Встановлено, що ефективні міжфазні параметри — ефективний 

стрибок температури та ефективний термоопір — істотно залежать від напряму 
теплового потоку.  

На рис. 2, 3 проілюстровано залежності модуля ефективного стрибка тем-
ператури ef  і ефективного термоопору efR  від густини теплового потоку q  

для його двох напрямів, коли 0.6tk  , 0.01c   та 0.01p   і 0.02p  . Суцільні 
криві відповідають тепловому потоку скерованого до тіла з більшою ТД, штри-
хові криві — тепловому потоку, скерованого до тіла з меншою ТД. Бачимо, що 
ефективний стрибок температури є нелінійною функцією густини теплового 
потоку і за абсолютною величиною зростає з ростом густини теплового потоку 
для двох його напрямів. Збільшення розтягувальних зусиль p  за фіксованого q  

приводить до збільшення ef . Ефективний міжфазний термоопір efR  є більшим 
за теплового потоку до матеріалу з більшою ТД. Збільшення густини теплового 
потоку зумовлює збільшення ефективного термоопору, якщо потік напрямлений 

Рис. 2 Рис. 3 
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до матеріалу з більшою ТД, та зменшення ефективного термоопору, якщо потік 
має протилежний напрям. Для двох напрямів теплового потоку за фіксованої 
його густини збільшення p  призводить до збільшення efR . 

На рис. 4 і 5 проілюстровано вплив коефіцієнта теплопровідності заповню-
вача c  на ефективні міжфазні параметри біматеріалу з періодичною системою 
тріщин. Бачимо, що збільшення c  приводить до зменшення модуля ефектив-

ного стрибка температури ef  і ефективного термоопору efR  і до зменшення 
різниці між їх значеннями при зміні напряму потоку. Звідси випливає, що чим 
слабше середовище в тріщині проводить теплоту, тим сильніше проявляється ефект 
напрямленості теплового потоку. 

Вплив коефіцієнта міжфазної тріщинуватості tk  на модуль ефективного 
стрибка температури ef  та ефективний термоопір efR  зображено на рис. 6-7. 

Рис. 4 Рис. 5 

Рис. 7 Рис. 6 
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Збільшення коефіцієнта tk  призводить до зростання ef  і efR  для обох напрямів 

теплового потоку, причому чим більший tk , тим більша різниця між значеннями 

ef  і efR  для протилежних напрямів теплового потоку. 

Висновки. Задачу термопружності для біматеріальної площини з періодичною сис-
темою міжфазних тріщин, порожнини яких заповнені теплопровідним середовищем 
зведено до нелінійної системи сингулярних інтегро-диференціальних рівнянь відносно 
розкриття тріщини та стрибка температури між їх берегами. На основі її розв’язку 
визначено ефективні міжфазні параметри біматеріалу — ефективний стрибок темпе-
ратури й ефективний термоопір, і проаналізовано їх залежність від прикладеного 
силового та теплового навантаження, коефіцієнта теплопровідності заповнювача і 
коефіцієнта міжфазної тріщинуватості біматеріалу. Показано, що ефективні міжфазні 
параметри біматеріалу нелінійно залежать від прикладеного навантаження. Виявлено 
ефект напрямленості теплового потоку, який проявляється в тому, що ефективний 
термоопір залежить від напряму теплового потоку (чи він скерований до матеріалу 
з меншою термічною дистортивністю (ТД), чи до матеріалу з більшою ТД). Що 
менший коефіцієнт теплопровідності заповнювача тріщин і більший коефіцієнт між-
фазної тріщинуватості біматеріалу, то сильніший ефект напрямленості.  
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The effective interfacial parameters of a bimaterial with a periodic 
set of heat-conducting interfacial cracks  

Kristina Serednytska, Rostyslav Martynyak  

Based on the solution of the problem of thermoelasticity for a bimaterial with a periodic set of 
interfacial cracks containing a heat-conducting filler, the effective interfacial parameters of such a 
structure (i.e., the effective temperature jump and the effective thermal resistance) have been 
determined. The analysis has been carried out for dependences of the effective parameters on the 
thermal conductivity of the filler, as well as the interfacial cracking factor of the biomaterial, and 
the thermal and mechanical loads. The heat flow directional effect has been also studied. 
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Эффективные параметры биматериала с периодической 
системой межфазных теплопроницаемых трещин 

Христина Середницкая, Ростислав Мартыняк  

На основе решения задачи термоупругости для биматериала с периодической системой 
межфазных трещин, содержащих теплопроводный заполнитель, определены эффективные 
параметры такой структуры — эффективный скачок температуры и эффективное меж-
фазное термосопротивление. Проанализированы зависимости эффективных параметров 
от коэффициента теплопроводности заполнителя трещин, коэффициента межфазного 
трещиноватости биматериала, тепловой и силовой нагрузки. Изучен эффект направленности 
теплового потока. 
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