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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-

íèå, ìàðêîâñêèå ïàðàìåòðû, óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ, äèôôóçèÿ, ìåòîä Ëÿïó-

íîâà–Êðàñîâñêîãî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îáîñíîâàí âòîðîé ìåòîä Ëÿïóíîâà äëÿ äèôôóçèîííûõ

ñòîõàñòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ìàðêîâñêèìè

ïàðàìåòðàìè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì àíàëîãè÷íûõ ðåçóëüòàòîâ äëÿ ñòîõàñ-

òè÷åñêèõ äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé áåç ïîñëåäåéñòâèÿ [1].

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� F P çàäàí íà ïîòîêå �-àëãåáð

{F }t t t, � 0 , F Ft � , ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x t x t n( ) ( , )� �� R ñ ïîìîùüþ äèôôó-

çèîííîãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

(ÄÑÔÄÓ) [1, 2]

dx t a t x y t dt b t x y t dw t t tt t( ) ( , , ( )) ( , , ( )) ( ),� � � 0 , (1)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x t( ) ( ), [ , ],0 0 0� � � 	 
� � � � � � , (2)

ãäå x x tt � � � 	{ }( ), [ , ]� � � 0 ; y t y t Y( ) ( , )� �� � �t t0 — ñòîõàñòè÷åñêè íå-

ïðåðûâíûé îäíîðîäíûé ôåëëåðîâñêèé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè

ñïðàâà ðåàëèçàöèÿìè íà êîìïàêòíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå Y [3];

a t C Yn
n:[ , ) ([ , ])0 0� 
 	 
 �� R — íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ïî àðãóìåíòàì;

b t C Y Mn n n
n:[ , ) ([ , ]) ( )0 0� 
 	 
 � 
� R — ìàòðèöà ïîðÿäêà n n
 ; w t( ) —

n-èçìåðèìûé ïðîöåññ áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.Àáñîëþòíî íåïðåðûâíûé ïî ïåðåìåííîé t t� 0 n-èçìåðèìûé

ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x t( ) íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (1), (2) íà ìíîæåñòâå

[ , )t T0 � �R , åñëè � �T t T1 0[ , ), t t T� 	[ , )0 1� ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà

âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x t

t t t t t

a s x y s ds

t

t

s

t

( )

( ), [ , ],

( ) ( , , ( ))
�

	 � 	

� ��

� �

�

0 0 0

0

0 0

0 1

t

sb s x y s dw s t t T� �

�

�
�

�
�

( , , ( )) ( ), [ , ) .
(3)

Åñëè äâà ïðîèçâîëüíûõ ðåøåíèÿ (1), (2) ðàâíû ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà íà

ïðîèçâîëüíîì îòðåçêå t t T�[ , )0 , òî ñ÷èòàþò, ÷òî íà äàííîì ìíîæåñòâå ðåøåíèå

åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ñòîõàñòè÷åñêîé ýêâèâàëåíòíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè

óñëîâèè y t y( )0 � ðåøåíèå îáîçíà÷èì x t t y( , , , )0 � , à åãî òðàåêòîðèè íà îòðåçêå

âðåìåíè [ , ]t t	 � — êàê x t y x t t yt ( , , ) ( , , , ),0 0� � �� �{ � �� 	[ , ]0 }.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé, íàëàãàå-
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ìûõ íà ïðàâóþ ÷àñòü ÄÑÔÄÓ:

L1) ãëîáàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà

� �a t y a t y b t y b t y L( , , ) ( , , ) | | ( , , ) ( , , )| | | | | |� � � � � �	 � 	 � 	

äëÿ âñåõ t � 0, y Y� è � � �, ([ , ])� 	Cn 0 , | | | | | ( )|� � �
� �

�
	 � �

sup
0

;

L2) óñèëåííîå ãëîáàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà: ñóùåñòâóåò òàêàÿ âåðîÿòíîñ-

òíàÿ ìåðà � íà �-àëãåáðå áîðåëåâûõ ïîäìíîæåñòâ îòðåçêà [ , ]	 � 0 , ÷òî äëÿ âñåõ

t � 0, y Y� è � � �, ([ , ])� 	Cn 0

� �a t y a t y b t y b t y( , , ) ( , , ) | | ( , , ) ( , , )| |� � � �	 � 	 �

� 	 � 	
	
�L d

�

�� � � � � � � �
0

| ( ) ( )| ( ) | | | | ;

L3) ëîêàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà

� �a t y a t y b t y b t y Lr( , , ) ( , , ) | | ( , , ) ( , , )| | | | | |� � � � � �	 � 	 � 	

ïðè óñëîâèè, ÷òî � �t 0, y Y� , r 
 0 è � �, ( )� �U r 0

� � 	 �{ }� � �C rn ([ , ]) | | | | |0 ;

L4) óñèëåííîå ëîêàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà

� �a t y a t y b t y b t y Lr( , , ) ( , , ) | | ( , , ) ( , , )| | | | | |� � � � � � �	 � 	 � 	

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t � 0, y Y� , r 
 0 è � � �, ( )� � �U r 0 {

� 	 �C rn ([ , ]) | | | | |� � �0 }.

Ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà L3, L4, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåòñÿ îãðàíè÷åíèå òàê

íàçûâàåìîãî ïîäëèíåéíîãî ðîñòà

| ( , , )| | | ( , , )| | (| | | | ( ))a t y b t y K y� � � 	� � � (4)

èëè

| ( , , )| | | ( , , )| | (| | | | ( ))a t y b t y K y� � � 	�� � � (5)

äëÿ âñåõ t � 0, y Y� è � � �, ([ , ])� 	Cn 0 .

ßñíî, ÷òî èç ãëîáàëüíûõ óñëîâèé L1 èëè L2 è óñëîâèÿ

� � � �sup sup
t t

a t y y b t y y
� �

� � � � � �
0 0

0 0( , , ) ( ) , ( , , ) ( )	 	 (6)

� �y Y ñëåäóþò óñëîâèÿ (4), (5) ñîîòâåòñòâåííî [4].

Ïîäñòàâëÿÿ â ïðàâóþ ÷àñòü ÄÑÔÄÓ ðåàëèçàöèè ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà y t( )

è èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàáîòû [4], ëåãêî óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî ãëîáàëüíîå óñëî-

âèå Ëèïøèöà L1 è óñëîâèå (6) (èëè ëîêàëüíîå óñëîâèå L3 è óñëîâèå (6)) ãàðàíòè-

ðóþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) íà [ , )t0 � äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî t0 0� [4].

Ââåäåì ïîíÿòèå óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ x t( ) � 0 óðàâíå-

íèÿ (1), êàê ýòî ñäåëàíî â [4–10], ïðè÷åì åñòåñòâåííî ïîëàãàòü 	 � 0 â óñëî-

âèè (6), ò.å.

a t y b t y( , , ) , ( , , )0 0 0 0� � , (7)

à òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) íà

ïðîèçâîëüíîì ïîëóèíòåðâàëå [ , )t0 � , t0 0� .
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Îïðåäåëåíèå 2. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 çàäà÷è (1), (2) íàçîâåì:

— ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè � 

 
1 2 0, ñóùåñòâóåò òàêîå �
 0, ÷òî

èç íåðàâåíñòâà | | | |� �� ñëåäóåò � �t0 0, y Y� íåðàâåíñòâî

P x t t y
t t

{ sup }� � 
 
: | ( , , , )|
�

� �
0

0 1 2 ; (8)

— àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè âûïîëíÿåòñÿ (8) è ñóùåñ-

òâóåò òàêîå �1 0
 , ÷òî äëÿ � �t0 0, y Y� è � ��U
1

0( )

P x t t y
t

{ }� �: lim | ( , , , )|
��

� �0 0 1; (9)

— ëîêàëüíî àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâûì, åñëè îíî ñòîõàñòè-

÷åñêè óñòîé÷èâî è ñóùåñòâóþò òàêèå �1 0
 è �2 0
 , ÷òî

lim | ( , , , )| , , ( )
t

x t t y t y Y U
��

� � � � �0 00 0 0
1

� � � ,

ïðè sup
t t

x t t y
�

�
0

0 2| ( , , , )|� � .

Îïðåäåëåíèå 3. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 çàäà÷è (1), (2) íàçîâåì:

— p-óñòîé÷èâûì, åñëè

lim | ( , , , )|
|| ||�

�
� � �

�
0 0

0

0

0sup { }
t t

pE x t t y ;

— àñèìïòîòè÷åñêè p-óñòîé÷èâûì, åñëè îíî p-óñòîé÷èâî è ñóùåñòâóåò òàêîå

�
 0, ÷òî

lim | ( , , , )|
t

pE x t t y
��

�{ }0 0�

� �t0 0, y Y� è � ��U ( )0 .

Îïðåäåëåíèå 4.Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå x t( ) � 0 çàäà÷è (1), (2) íàçîâåì:

— ýêñïîíåíöèàëüíî p-óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå �
 0, M 
 0 è

� 
 0, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t t� �0 0, y Y� è � ��U ( )0

E x t t y Mep t t p{ }| ( , , , )| | | | |
( )

0
0� ��� 	 	

; (10)

— ãëîáàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî p-óñòîé÷èâûì, åñëè (10) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ

âñåõ t t� �0 0, y Y� è � �� 	Cn ([ , ])0 ;

— ñèëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî p-óñòîé÷èâûì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå �
 0,

M 
 0 è � 
 0, ÷òî äëÿ âñåõ t t� �0 0, y Y� è � ��U ( )0

E x t y Met
p t t p{ }| | ( , , )| | | | | |

( )
0

0� ��� 	 	
; (11)

— ñèëüíî ãëîáàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî p-óñòîé÷èâûì, åñëè íåðàâåíñòâî (11)

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ t t� �0 0, y Y� è � �� 	Cn ([ , ])0 .

ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß ËßÏÓÍÎÂÀ Â ÑÈËÓ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ (1), (2)

Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûé íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë [4, 9] ïî âñåì ïåðåìåííûì

V C Yn: ([ , ])R R� 
 	 
 �� 0 1, (12)

äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ãëîáàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà

| ( , , ) ( , , )| | | | |V t y V t y L� � � �	 � 	 (13)

äëÿ âñåõ � � �, ([ , ])� 	Cn 0 è óñëîâèå ãëîáàëüíîé îãðàíè÷åííîñòè � �y Y
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sup
t

V t y y
�

� � �
0

0| ( , , )| ( )	 . (14)

C ïîìîùüþ ðåøåíèÿ (1), (2) è ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè P t y dz( , , ) ìàðêîâ-

ñêîãî ïðîöåññà y t n( )�R îïðåäåëèì ëèíåéíûé îïåðàòîð [3]

( ( ) )( , , ) ( , ( , , ), ) ( , , )T t V s y E V s t x s y z P t y dz

Y

s t� �� �� �{ } . (15)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ôóíêöèîíàëV íåïðåðûâåí ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ è

âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ Ëèïøèöà äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (1). Òîãäà:

1) ðåçóëüòàò äåéñòâèÿ îïåðàòîðà T t( ) íà V t( , , )� 
 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé

ôóíêöèåé ïî àðãóìåíòàì, ò.å . T C Y C Y: (
~

) (
~

)� , ãäå
~

[ , )Y � � 
0


 	 
C Yn ([ , ])� 0 ;

2) îïåðàòîð T t t( ), � 0, îáðàçóåò ïîëóãðóïïó

T t t T t T t t t( ) ( ) ( ) ,1 2 1 2 1 2 0� � � � ; (16)

3) ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå
~
Y îïðåäåëÿåò

ñòîõàñòè÷åñêèé íåïðåðûâíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà

ðåàëèçàöèÿìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïðè óñëîâèè L1 ìîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

| | ( , , ) ( , , )| | | | | |x s y x s y et s t s
Lt

� �	 � 	� � � �

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ � � �, ([ , ])� 	Cn 0 è t � 0, à â ñèëó ñòîõàñòè÷åñêîé íåïðå-

ðûâíîñòè ôåëëåðîâñêîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà y t( ) ôóíêöèÿ T t V s y( ) ( , , )�

íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ T C Y C Y: (
~

) (
~

)� .

2. Âñëåäñòâèå åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) è ñâîéñòâ ïåðåõîäíîé

âåðîÿòíîñòè P t y dz( , , ) [3] ïîëó÷èì

( ( )) ( , , )T t t V s y1 2� ��

� � � � �� � �
Y

s t tE V s t t x s y z P t t y dz{ }( , ( , , ), ) ( , , )1 2 1 21 2
�

� � � �� � � �
Y Y

s t t tE V s t t x s t x s y u z P{ }( , ( , ( , , ), ), ) (1 2 11 2 2
� t y du P t u dz1 2, , ) ( , , ),

íî ïî îïðåäåëåíèþ

E V s t x s y z P t u dzs t

Y

s s t
xs

{ }( , ( , , ), ) ( , , )1 2 21 2 1 1
� � � �

�
� �

� �

�
t s y
1

( , , )�

� � �( ( ) )( , ( , , ), )T t V s t x s y us t2 1 1
� ,

ïîýòîìó ìîæíî çàïèñàòü

( ( ) ( , , ) ( ( ) )( , ( , , ),T t t V s y E T t V s t x s y u

Y

s t1 2 2 1 1
� � �� �� �{ ) ( , , )}P t y du1 �

� ( ( ) ( ) )( , , )T t T t V s y1 2 �

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t t s1 2 0, , � , y Y� è � � 	� �Cn ([ , ])0 , ÷òî è äîêàçûâàåò (16).

3. Ïîñêîëüêó íåïðåðûâíàÿ íà îòðåçêå [ , ]	 � �� s s � ôóíêöèÿ àðãóìåíòà t,
çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì [4, 9]
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x t s

t s t s s

a x s y

s

t

( , , )

( ) [ , ],

( ) ( , ( , , )�

� �

� � ���

	 � � 	 � �

� �

�

0 , ( ))

( , ( , , ), ( )) ( ) [ , ],

y d

b x s y y dw t s

s

t

� �

� � � ��

�

� � �

�

�

�
�

� �

�
�

�

�
�
�
�

ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíîé, lim | | ( , , ) | |
t

tx s y
�

	 �
0

0� � . Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ

ñòîõàñòè÷åñêóþ íåïðåðûâíîñòü ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà y t( ) è íåïðåðûâíîñòü

ôóíêöèîíàëà V s y( , , )� ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ, ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

lim ( , ( , , ), ( )) ( , , )
t

s tE V s t x s y y t V s y
�

�� �
0

{ }� �

äëÿ âñåõ s � 0, y Y� è � �� 	Cn ([ , ])0 .

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 2.1 èç [3, c. 79] è ëåììîé 2.2 èç [3, ñ. 83],

÷òîáû ïîëó÷èòü óòâåðæäåíèå 3 òåîðåìû 1.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ôóíêöèîíàëà

V C Yn: ([ , ])R R� 
 	 
 �� 0 1 îïðåäåëÿåòñÿ [3, 11] íà ðåøåíèÿõ çàäà÷è (1), (2), åñëè

äëÿ âñåõ s � 0, y Y� è � �� 	Cn ([ , ])0 íàéäåòñÿ òàêîå � 
 0, ÷òî ñóùåñòâóåò

� �sup { }
0

1

� �
�� 	 � � �

t
s t

t
E V s t x s y y t V s y K

�
( , ( , , ), ( )) ( , , )� �

ðàâíîìåðíî ïî àðãóìåíòàì � è z íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè ( , )� y , à òàêæå

ñóùåñòâóåò ïðåäåë

� �lim ( , ( , , ), ( )) ( , , ) ( )(
t

s t
t

E V s t x s y y t V s y V s
��

�� 	 �
1

{ } L� � , , ) .� y
( )17

Ïóñòü � �� � 	U Cr n( ) ([ , ])0 0 è � �r t x t s s y r� � � 
�inf { }R | ( , , , )| — ïåð-

âûé ìîìåíò âûõîäà ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà { }x t s s y( , , , )� � èç U r ( )0 . Åñëè ýòî íåðà-

âåíñòâî íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ, òî áóäåì ñ÷èòàòü �r � �. ßñíî, ÷òî ñîáûòèå

{ }� �: r t
 , îïðåäåëÿåìîå òîëüêî çíà÷åíèÿìè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) ìîìåíòà âðåìå-

íè t, ÿâëÿåòñÿ ìàðêîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé [3].

Åñëè îáîçíà÷èòü � �r rt t( ) min ,� { }, òî ôîðìóëó Äûíêèíà [3, ô. (5.8), c. 191])

ìîæíî çàïèñàòü äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ â âèäå

E V s t x s y y tr s t rr
{ }( ( ), ( , , ), ( ( )))( )� ��� � ��

� � �
�
�
�

�
� �V s y E V s x s y y d

r t

s( , , ) ( )( , ( , , ), ( ))

( )

� � � � �

�

�

0

L

�

�
�
�

��

(18)

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî V D� ( )L è äëÿ âñåõ t s� � 0, y Y� è ��U r ( )0 .

Ëåììà 1. Åñëè íåïðåðûâíûé ôóíêöèîíàë V C: ([ , ])R � 
 	 
� 0 
 �Y R

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (13), (14), òî ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð L ïî

îïðåäåëåíèþ 5 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òðåõ îïåðàòîðîâ, äåéñòâóþùèõ ñîîòâå-

òñòâåííî ïî ïåðâîìó, âòîðîìó è òðåòüåìó àðãóìåíòàì,

L L L LV V V V� � �1 2 3
~ ~

, (19)

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2008, ¹ 1 78



åñëè ôóíêöèîíàë V íàõîäèòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ

îïåðàòîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïåðàòîðà L ïî ôîðìóëå (17) èñïîëüçóþò-

ñÿ òîëüêî ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà, êîòîðûé çàäàåò ïîëóãðóïïó T t( ),

ò.å. x s ys t� ( , , )� è y t( ) ïî äîñòàòî÷íî ìàëûì t 
 0. Ïîýòîìó îïåðàòîð L ïîëíîñ-

òüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ ÄÑÔÄÓ è ñëàáûì èíôèíèòåçèìàëüíûì îïåðà-

òîðîì
~
L 3 ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà y t( ).

Óñëîâèÿ (13), (14) äëÿ âñåõ s � 0, y Y� è � �� 	Cn ([ , ])0 ãàðàíòèðóþò ñóùåñ-

òâîâàíèå

sup { }
0

1

� �
	 � � �

t t
E V s y t V s y K

�
| ( , , ( )) ( , , )|� � ,

sup
0

1

� �
� 	 � � �

t
t s

t
V s x s y y V s y K

�
| ( , ( , , ), ) ( , , )|� � ,

à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ

lim [ ( , , ( )) ( , , )]
~

( , , )
t t

E V s y t V s y V s y
�

	 �
0

1
1

{ }� � � ,
( )20

lim [ ( , ( , , ), ) ( , , )]
~

( , , )
t

t s
t

V s x s y y V s y V s y
�

� 	 �
0

2
1

� � � ,
(20a)

lim [ ( , , ) ( , , )] ( , , )
t t

V s t y V s y
t

V s y
�

� 	 �
�
�0

1
� � � .

(20á)

Òîãäà ñëåäóåò òîæäåñòâåííî ïðèðàâíÿòü ýòè ïðåäåëû:

~
( , , ) (

~
)( , , )V s y V s y1 3� �� L ,

~
( , , ) (

~
)( , , )V s y V s y2 2� �� L ,

�
�

�
s

V s y V s y( , , ) ( )( , , )� �L1 ,

ãäå ïðåäåë (20) — îïåðàòîð
~
L 3 , äåéñòâóþùèé íà V s y t( , , ( ))� ïî òðåòüåìó

àðãóìåíòó êàê ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà

y t( ) [3]; ïðåäåë (20a) — èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð íà ðåøåíèÿõ

ÄÑÔÄÓ [4];

( � )( , , ) (( )( , , ), ( , , ))L 2V s y V s y a s y� � ��  �

�  
1

2

2sp (( ( , , )), ( , , ) ( , , ))V s y b s y b s yT� � � ,

ãäå  V — âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî — ïåðâûå ïðîèçâîäíûå Ôðåøå V
i� ;

 2V — ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè n n
 , ñîñòàâëåííàÿ èç âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ Ôðå-

øå V i j n
i j� � , , ,�1 [10]; sp A — ñëåä ìàòðèöû A; bT — òðàíñïîíèðîâàííàÿ

ìàòðèöà b.

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 6. Îïåðàòîð ( )( , , )LV s y� íàçîâåì ïðîèçâîäíîé Ëÿïóíîâà íà

ðåøåíèè ÄÑÔÄÓ, åñëè ôóíêöèîíàëV C Y: ([ , ])R � 
 	 
� 0 íåïðåðûâåí ïî s y, ,� ,

îãðàíè÷åí íà êàæäîì ìíîæåñòâå [ , ] ( )t t U Yr1 2 0
 
 è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

îïðåäåëåíèÿ 5. Îáîçíà÷èì V D� ( )L .

Ïóñòü P t t
r

r{ }� �: lim ( )
��

� �1 è ñóùåñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ
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E V s t x s y y ts t{ }( , ( , , ), ( ))� � �� � ,

sup { }
0 � �

�� � �
u t

s uE V s u x s y y u( )( , ( , , ), ( ))L � .

Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåéòè ê ïðåäåëó â ôîðìóëå Äûíêèíà (18), êîòîðàÿ

áóäåò èìåòü âèä

E V s t x s y y t V s ys t{ }( , ( , , ), ( )) ( , , )� � �� � �

� � �� E V s u x s y y u dus u

t

{ }( )( , ( , , ), ( ))L �

0

,
(21)

ãäå äëÿ âû÷èñëåíèÿ LV èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ìàð-

êîâñêîãî ïðîöåññà y t( ), à èìåííî èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð
~
L

3
, è ðåøå-

íèÿ ÄÑÔÄÓ, à èìåííî îïåðàòîð
~
L 2 èç (20a).

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ëîêàëüíîå óñëîâèå Ëèïøèöà L3 è óñëîâèå

(6), òî ôîðìóëó Äûíêèíà (18) ìîæíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî äî ìàðêîâñêîãî ìî-

ìåíòà âðåìåíè � ��
��
lim

r
r , ïîñêîëüêó íåò ãàðàíòèè ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ çà-

äà÷è (1), (2) íà ïîëóèíòåðâàëå [ , )s � . Íî åñëè ïî íåêîòîðûì s y, ,� ñ âåðîÿòíîñ-

òüþ åäèíèöà âðåìÿ � � � è ñóùåñòâóþò ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå îæè-

äàíèÿ, òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó Äûíêèíà (21) äëÿ âñåõ t 
 0.

Îïðåäåëåíèå 7. Â óñëîâèÿõ îïðåäåëåíèÿ 6 âåðõíåé ïðîèçâîäíîé Ëÿïóíîâà

íàçîâåì ñîîòíîøåíèå

lim ( , ( , , ), ( )) ( , ,
� �� � �

�� 	
0 0

1
sup { }

t
s t

t
E V s t x s y y t V s y� �� �) ( )( , , )� LV s y� ,

åñëè äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ � 
 0 â êàæäîé îêðåñòíîñòè U Yr ( )0 
 âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

� �1

�
� ��E V s x s y y V s y g s ys r{ }( , ( , , ), ( )) ( , , ) ( , , )� 	 �� � � � ,

( )22

ãäå g s yr ( , , )� ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé ñâîèõ àðãóìåíòîâ è îãðàíè÷åíà

ïî âòîðîìó àðãóìåíòó � â êàæäîé ñôåðå U r ( )0 .

Ëåììà 2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 1, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Äûíêèíà

E V s t x s y t y tr s t r rr
{ }( ( ), ( , , ( ( )), ( ( )))( )� ��� � � ��

� � �
�
�
�

�
� �V s y E V s u x s y y u du

r t

s u( , , ) ( )( , ( , , ), ( ))

( )

� �

�

0

L
�

�
�
�

��
. (23)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì

V s y E V s u x s y y u dus u�

�

�
( , , ) ( , ( , , ), ( ))� �� �� �

1

0

{ } .

Ïîñêîëüêó Y — êîìïàêò [3, 11], à ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) çà ïðîìåæóòîê

âðåìåíè u � � ïðè óñëîâèÿõ L1 è (6) íå âûõîäèò èç ñôåðû U r ( )0 äëÿ íåêîòîðîãî

r 
 0, òî ôóíêöèîíàë V� ñóùåñòâóåò äëÿ V s y( , , )� , îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâå

âèäà [ , ] ( )s s U Yr� 
 
� 0 . Íî V D� � ( )L è
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� �( )( , , ) ( , ( , , ), ( )) ( , , )L { }V s y E V s x s y y V s ys� ��
� �� � �� � 	�

1

äëÿ âñåõ s � 0, y Y� è � �� 	Cn ([ , ])0 .

Òàêèì îáðàçîì,

E V s t x s y y t V s yr s t rr
{ }( ( ), ( , , ), ( ( ))) ( , , )( )� � ��� � � �� �

� � � � �� � � �E E V s u x s u x s y y u
r t

s u s u
1

0
�

� ��

�

�

( )

[ ( , ( , ( , , ), ({ )))} 	
�
�
�

��

	 �
�
�
�

��
�V s u x s y y u dus u( , ( , , ), ( )) ]� , (24)

ãäå �r t( ) — ïåðâûé ìîìåíò âûõîäà ðåøåíèÿ (1), (2) èç U r ( )0 . Ïîñëå ïå-

ðåõîäà ê ïðåäåëó â (24) ñëåâà è ñïðàâà ïî òåîðåìå Ôóáèíè ïîëó÷èì íåðà-

âåíñòâî (23).

Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Îïðåäåëåíèå 8. Åñëè ôóíêöèîíàë V C Yn: ([ , ])R R� 
 	 
 �� 0 1 íåïðåðûâ-

íûé ïî âñåì àðãóìåíòàì è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

c V s y c
p p

1 20 1 2| ( )| ( , , ) | | | |� � �� � (25)

äëÿ íåêîòîðûõ c c1 2 0, 
 , p p2 1 0� 
 è âñåõ s� �R , y Y� è � �� 	Cn ([ , ])0 , à

òàêæå V D� ( )L (èëè V D� (
~

)L ), òî òàêîé ôóíêöèîíàë íàçîâåì ôóíêöèîíàëîì

Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî.

Çàìå÷àíèå 2. Íåðàâåíñòâî (22) îïðåäåëåíèÿ 7 ìîæåò áûòü ñëèøêîì æåñ-

òêèì. Â ÷àñòíîñòè, äàííîìó íåðàâåíñòâó íå óäîâëåòâîðÿåò ïðîñòåéøèé ôóíêöèî-

íàë
~

( , , ) | | | |V s y� �� . Òîãäà óñëîâèå (22) ìîæíî îñëàáèòü. Èñïîëüçóÿ ïîëóãðóï-

ïîâîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà T t( ), âìåñòî ôîðìóëû (24) ñëåäóåò çàïèñàòü

ñîîòíîøåíèå

E V s t x s y y tr s t rr
{ }� ( ( ), ( , , ), ( ( )))( )� ��� � ��

� � ��E V s s x s y y ss s{ }� ( , ( , , ), ( ))1 11
�

� � � �� � � �E E V s s x s u x s y y u
r t

s u s u
1

0

1�
��

�

�

( )

[ ( , ( , ( , , ), ( ){ )
�
�
�

��

�
�
�

��
	

	 � �V s u x s y y u dus u( , ( , , ), ( ))]� }, (26)

ãäå s t1 1� 	[ , ]� , à ìîìåíò âðåìåíè t1 âûáðàí òàê, ÷òîáû çà ýòî âðåìÿ ðåøåíèå

íå âûøëî èç U r ( )0 . ßñíî, ÷òî äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå

ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî t1. Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ, ãàðàíòèðóþùèå

âûïîëíåíèå îöåíêè

sup sup| ( , , )| , | ( , , )|a u y c b u y cr r� �� � � � � �1 2 ,

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü îïðåäåëÿåòñÿ äëÿ âñåõ u s� , y Y� è ��U r ( )0 . Òîãäà äëÿ âñåõ

u1 2�[ , )� � , u2 2�[ , )� � ðåøåíèå (1), (2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà

| ( , , , ) ( , , , )| | |x s u s y x s u s y c u ur� 	 � � 	1 2 1 2� � .

×òîáû ïåðåéòè ê ïðåäåëó ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (26), äîñòàòî÷íî âûïîëíå-
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íèÿ íåðàâåíñòâà (22) òîëüêî äëÿ òåõ ��U r ( )0 , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

Ëèïøèöà.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äàííîìó óñëîâèþ ôóíêöèîíàë
~

( , , )V s y� � | | | |� óäîâëåòâî-

ðÿåò, ïðè÷åì

(
~ ~

)( , , )

, | ( )| | | | | ;

max ,
| ( )|

( ) ( ,LV s y a sT�

� �

�
��

�0 0

0
1

0
0 �

�
� � �

, )

| ( )|
| ( , , ) ( )| , ,

y

b s y S

�
�
�
�

�
�
�
�

��
�

�

�

�
�
��

�

�
� 1

0
0 0�

�

(27)

ãäå S C0 0 0� � 	 �{ }� � � �([ , ])| | | | | | ( )| .

Åñëè P t t
r

r{ }� �: lim ( )
�

� �
0

1, òî èç (23) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

E x s yt s{ }| | ( , , )| |� ��

� � �� ��E x s y E V s u x s y y us

t

s u{ } { L| | ( , , )| | (
~

)( , ( , , ), (�

�

� � ))}du,

êîòîðîå âìåñòå ñ (27) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà ðåøåíèé (1), (2).

Íåîáõîäèìî òàêæå çàìåòèòü, ÷òî â ìîìåíò �r ïåðâîãî âûõîäà ðåøåíèÿ

èç ñôåðû U r ( )0 âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî | ( , , )|x s yr� �� �

� �| | ( , , )| |x s ys r� � , ò.å. x Ss r� �� 0 , à çíà÷èò, äëÿ âñåõ s � 0, y Y� è ��U r ( )0

(
~ ~

)( , ( , , ), ( ))( )LV s x s y yr s t rr
� ��� � ��

� � � ��
1

r
x s s y a s x s y yT

r r s rr
( , , , ) ( , ( , , ), ( ))� � � � ��

� � ��
1

r
b s x s y y x s s yr s r rr

| ( , ( , , ), ( )) ( , , , )|� � � � �� .

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé çà-

äà÷è (1), (2) ïî îïðåäåëåíèÿì 2–4.

ÎÁÙÈÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ËßÏÓÍÎÂÀ ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Âíà÷àëå óñòàíîâèì âñïîìîãàòåëüíûå íåðàâåíñòâà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

(1), (2).

Ëåììà 3.Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ L3 è (4), òî ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) äî-

ïóñêàåò îöåíêó äëÿ âñåõ T � 0, s � 0, y Y� è � �� 	Cn ([ , ])0

sup
	 � �

� � �
r t T

KTx t s s y K T e| ( , , , )| (| | | | )� � 	 ; (28)

sup
t t s s T

x t s y x t s y

1 2

2 1
, [ , ]

| ( , , , ) ( , , , )|
� �

	 �� �

� � � 	K KT e t tKT[(| | | | ) ] | |� 	 	 1 2 . (29)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèÿ L3 è (4) ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåí-

íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) íà ïîëóèíòåðâàëå [ , )s � [4]. Èç óñëîâèÿ (4) ëåãêî
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ïîëó÷èòü îöåíêó

sup sup
	 � � 	 � �

� � � ��
r t u

u

s t

x t s s y K x s| ( , , , )| | | | | ( | (� �
�0 1

s s y ds T1, , , )| )� 	�
!

"

#
#

$

%

&
&
,

îòêóäà ïî ëåììå Ãðîíóîëëà ñëåäóåò îöåíêà (28).

Èñïîëüçóÿ âòîðóþ ñòðîêó (3) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t t2 1
 èç îòðåçêà [ , ]s s t� ,

ïîëó÷àåì

| ( , , , ) ( , , , )| ( (| | ( , , )| | )x t s y x t s y K x s y

t

t

t2 1

1

2

� � � 		 � �� dt) �

� � � 	K KT e t tKT[(| | | | ) ]( )� 	 	 2 1 ,

÷òî è äîêàçûâàåò ëåììó 3.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå a s y( , , )0 0� , b s y( , , )0 0� ôîðìóëû óïðîùàþòñÿ çà

ñ÷åò 	 � 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü:

1) a s y( , , )0 0� , b s y( , , )0 0� ;

2) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ L3 è (5);

3) ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàëV s y( , , )� , äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà (25)

c V s y c
p p

1 20 1 2| ( )| ( , , ) | | | |� � �� �

äëÿ c c1 2 0, 
 , p p2 1 0� 
 , âñåõ s� �R , y Y� , � �� 	Cn ([ , ])0 è äëÿ íåêîòîðûõ

c3 0
 è p p�( , ]0 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

(
~

)( , , ) | ( )|LV s y c p� �� 	 3 0 (30)

äëÿ âñåõ s � 0, y Y� è � �� 	Cn ([ , ])0 .

Òîãäà òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) àñèìïòîòè÷åñêè p-óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî.Ïîñêîëüêó P t t
r

r{ }� �: lim ( )
�

� �
0

1 äëÿ âñåõ t 
 0, â (24)

âìåñòî �r t( ) ìîæíî èñïîëüçîâàòü t. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (24) è (28), äëÿ

t � � ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

c E x t s s y E V s t x s y y t
p

s t1
1{ } { }| ( , , , )| ( , ( , , ), ( ))� � � ��� �

� 	 � �� �c E x s y c E x s u s y dus
p

t
p

2 3
2{ } { }| | ( , , )| | | ( , , , )|�

�

� �

� 	 ��c e c E x s u s y du
p p KT

t
p

2 3
2 2| | | | | ( , , , )|� �

�

{ } .

Îòñþäà ñëåäóåò p-óñòîé÷èâîñòü äëÿ p p� 1 è ñõîäèìîñòü èíòåãðàëà

�

�
�

� � � �E x s u s y dup{ }| ( , , , )| .

Òàêèì îáðàçîì, èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà ñëåäóåò ñòðåìëåíèå ê íóëþ p-ãî

ìîìåíòà ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), ÷òî è äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 ñ p p p2 1 0� � 
 , òî òðèâè-
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àëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) ãëîáàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì u t T t V s y( ) ( ( ) )( , , )� � è ïåðåïèøåì ôîðìóëó

(23) äëÿ ñëó÷àÿ �r t t( ) � è t t2 1
 � � â âèäå

u t u t E V s t x s y y t dts t

t

t

( ) ( ) (
~

)( , ( , , ), ( ))2 1

1

2

� 	 � �� { L }� .

Åñëè V óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 2, òî èç ïðåäûäóùåé ôîðìóëû è

î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà

(
~

)( , , ) | ( )| ( , , )LV s y c
c

c
V s yp� � �� 	 � 	3

3

1

0

ïîëó÷èì

u t u t
c

c
u t dt

t

t

( ) ( ) ( )2 1
3

1
1

2

	 � 	 � .

Îòñþäà

E x s t s y
c

E V s t x s y y tp
s t{ } { }| ( , , , )| ( , ( , , ), ( ))� � � ��� �

1

1

� � �
	 	

�

	
1

1

2

1

3

1

3

c
e E V s x s y y t

c

c
e

c

c
t

s

c
( )

( , ( , , ), ( ))
�

�� �{ }
c

t
p Kh

e
p

1 2

( )
|| ||

	�
�

äëÿ âñåõ � �� 	Cn ([ , ])0 , s � 0, y Y� è t � �.

Òåîðåìà 4. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ëîêàëüíîå óñëîâèå L3 Ëèïøèöà, óñëîâèå (7) è

ñóùåñòâóåò ôóíêöèîíàë Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì òå-

îðåìû 2, òî òðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), (2) àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè

óñòîé÷èâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü �r — ìîìåíò ïåðâîãî âûõîäà ðåøåíèÿ èç ñôåðû

U r ( )0 . Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ t � 0 è r 
 0 èç ôîðìóëû (18) è îïðåäåëåíèÿ ôóíê-

öèîíàëà V î÷åâèäíî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

c E x s t s y E V s t x sr
p

r s tr1 { } {| ( ( ), , , )| ( ( ), ( , ,( )� � � �� � � �� y y tr), ( ( )))� } �

� �V s y c p( , , ) | | | |� �1 .

Ïîñêîëüêó lim ( )
t

r t t
�

�
0

� , ñóùåñòâóåò

E V s t x s y y ts t{ }( , ( , , ), ( ))� � �� �

äëÿ âñåõ t � 0, � �� 	Cn ([ , ])0 , s � 0, y Y� . Ïóñòü Ft — ìèíèìàëüíàÿ �-àëãåáðà,

îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðèìû âñå y s( ) äëÿ s t�[ , ]0 . Òîãäà

V s t x s y y ts t( , ( , , ), ( ))� � � ÿâëÿåòñÿ Ft -èçìåðèìûì, à ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî u t�[ , ]0 äàåò

E V s t x s y y ts t Fu
{ }( , ( , , ), ( )) |� �� �

� � 	 	
� 	 � �

�
E V s t u x s z y t u

s t u s s u
z y u

{ ( ( ), ( , , ), ( ))
( )

( )
1

1 1
�

� �� �x s ys u ( , , )

.

Ïîýòîìó èç íåðàâåíñòâà (30) ïîëó÷èì

E V s t x s y y t E V s u x s ys t F s uu
{ } {( , ( , , ), ( )) | ( , ( , , ),� � �� �� � y u( ))},

ò.å. { }V s t x s y y t Fs t t( , ( , , ), ( )),� � � — íåîòðèöàòåëüíûé ñóïåðìàðòèíãàë äëÿ
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t � 0 [1, 12]. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò ïðåäåë

lim ( , ( , , ), ( )) ( )
t

s tV s t x s y y t
��

�� � �� � � 0

ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Èç íåðàâåíñòâ (25) è (30) ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêè

E V s t x s y y ts t{ }( , ( , , ), ( ))� �� �

� 	 � ��c c E x s s s y dsp
t

p
2 3

0

1 1| | | | | ( , , , )|� �{ }

� 	 �� �c
c

c
E V s s x s y y s dsp

t

s s2
3

1 0

1 1 11
| | | | ( , ( , , ), ( ))� �{ } ,

ò.å.

E E V s t x s y y t c
t

s t
p{ } { }� � � �( ) lim ( , ( , , ), ( )) | | | | l� � �

��
� 2 im

t

c

c
t

e
��

	
�

3

1 0

è îòñþäà P { }� � �: ( ) � �0 1.

Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ îñíîâíîå íåðàâåíñòâî äëÿ ñóïåðìàðòèíãàëîâ [13],

ïîëó÷àåì

P x s t s y
t T

� � 
: | ( , , , )|sup
�

� �
�
�
�

��

�
�
�

��
�

� � �
�
�
�

��

�
�
�

��
�

�
�P

T
V s t x s y y t

t T
s t

p� � 
: ( , ( , , ), ( ))sup
1

� � ��

	
1

1

2

1

3

c
E V s T x s y y T

c

c
e

p s T

p

p

c

c



�

�



{ }( , ( , , ), ( ))

| | | |
1

T

äëÿ âñåõ T 
 0, 

 0, � �� 	Cn ([ , ])0 , s � 0, y Y� .

Îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü ïðåäåë ïðè T ��, è òåîðåìà 4 áóäåò äîêàçàíà.

ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ ÑÈÑÒÅÌ ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
Ñ ÄÈÑÊÐÅÒÍÛÌÈ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÌÈ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÌÈ

1. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíûé ïðîöåññ y t( )�Y, ÿâëÿþùèéñÿ îäíîðîäíîé ìàðêîâ-

ñêîé öåïüþ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé Y y y yk� { }1 2, , ,� , ïðè÷åì èçâåñ-

òíû ïàðàìåòðû qij ïðè óñëîâèè

q qi

j i

ij�
'
( , (31)

P{ }y t t y y t y q t tj i ij( ) | ( ) ( )� � � � �� � �� , (32)

P{ }y y t t t y t y q t ti i i( ) , | ( ) ( )� � �� � � � � � 	 �� � �1 . (33)

Ìàðêîâñêàÿ öåïü y t( )�Y ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòðîì çàäà÷è (1), (2).

Äîïóñòèì, ÷òî â ìîìåíò �
 0 ñêà÷êîïîäîáíîãî èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ôàçî-

âûé âåêòîð x n( )� �R îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì, â êîòîðîì íàõîäè-

ëàñü ñèñòåìà íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû, âûçâàííûì ïåðåõî-
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äîì y yi( )� 	 �0 â y y yj i( )� � ' .

Ýòî îçíà÷àåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà

x x i jij( ) ( ( )),� � �� 	 '0 , (34)

ãäå � ij nx C h( ) ([ , ])� 	 0 , ïðè÷åì � ij ( )0 0� .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (19) â ñëó÷àå öåïè Ìàðêîâà ñëàáûé èíôèíèòåçè-

ìàëüíûé îïåðàòîð íà ðåøåíèÿõ ÄÑÔÄÓ èìååò âèä [4, 13]

Lv s y s
v s y s

s
v s y s a s( , , ( ))

( , , ( ))
( ( , ( ), ( )), ( ,�

�
� ��

�

�
�  0 , ( )))y s �

�  �
1

2

2sp v s y s s y s s y sT( , , ( )) ( , , ( )) ( , , ( ))� � � � �

� 	
'
(
j i

k

ij j i ijv s y v s y q[ ( , ( ), ) ( , , )]� � � .
(35)

2. Åñëè y t( )�Y ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ðàçðûâíûì ñêàëÿðíûì ìàðêîâñêèì ïðîöåñ-

ñîì, ò.å. y t t t( ) [ , ]� 1 2 òàêîé, ÷òî äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå

P{ }y t t y t p t t t( ) ( , ) | ( ) ( , , ) ( )� � � � ' � �� � � �� � � 	 � 	 � � , (36)

P { }y t t t y t p t t t( ) , | ( ) ( , ) ( )� 	 � 	 	 �� � � � � � 	 �� � �1 , (37)

òî ïîëó÷àåì ñëàáûé èíôèíèòåçèìàëüíûé îïåðàòîð

Lv s y s
v s y s

s
v s y s a s( , , ( ))

( , , ( ))
( ( , ( ), ( )), ( ,�

�
� ��

�

�
�  0 , ( )))y s �

�  �
1

2

2sp v s y s s y s s y sT( , , ( )) ( , , ( )) ( , , ( ))� � � � �

� 	�
	

	

� � � 	 	 � �

1

2

[ ( , , ) ( , , )] ( , , )v s v s p t d . (38)

3. Ðàññìîòðèì ìîäåëüíûå çàäà÷è, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ èñïîëüçîâàëèñü äî-

êàçàííûå âûøå òåîðåìû îá óñòîé÷èâîñòè.

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 1. Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� F P

ñèëüíîå ðåøåíèå îïðåäåëåíî ñêàëÿðíûì äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûì

óðàâíåíèåì

dx t y t x t bx t h dt x t dw t( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )� � 	 � 	� � (39)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x t t t h( ) ( ), [ , ]� � 	� 0 , (40)

ãäå b � 0, h � 0 — èçâåñòíûå êîíñòàíòû; { }y t( ) — îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé

ïðîöåññ ñ äâóìÿ ñîñòîÿíèÿìè y1 0
 è y2 ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè

P{ }y t y y s y q t s t s i jj i ij( ) , ( ) ( ) ( ), , ,� � � 	 � 	 �� 1 2,

P{ }y y s y s y q t s t si i i( ) ; | ( ) ( ) ( )� � �� � � 	 � � 	 	 � 	1 1 ,

q qi

j i

ij�
'
( .
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Îïðåäåëèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì

êâàäðàòè÷íîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (39).

Âîñïîëüçóåìñÿ ñòîõàñòè÷åñêèì ôóíêöèîíàëîì Ëÿïóíîâà–Êðàñîâñêîãî

v y y t y b dk k

t h

t

( , ) | | ( ) ( )� � � � �� �
	
�2

1
2 ,

(41)

ãäå k �1 2, .

Ôóíêöèîíàë (41) óäîâëåòâîðÿåò, î÷åâèäíî, óñëîâèÿì òåîðåìû 2, ïðè÷åì

v D� ( )L , à íåðàâåíñòâî Lv� 0 áóäåò èìåòü âèä

Lv y t y y by q y yk k( , ) ( ) [ | | (| | )� �� � � 	 �2
1 12 2 12

(42)

� 	 � 	 � 	 �q y y y b y t hk21 1 2 1
2 2( | | )] ( | | ) ( )� � 2 0� �( ) ( ) | |t t h b yk	 � .

Îïåðàòîð L v îòíîñèòåëüíî ôàçîâûõ ïåðåìåííûõ � �( ), ( )t h t	 ÿâëÿåòñÿ êâàä-

ðàòè÷íîé ôîðìîé ñ ìàòðèöåé

A
y b y b y

b y y y by q q y

k k

k k k

� 	 �

� � 	 	
1

2

1 12 21 22

� | | | |

| | | | ( )(| | y1 )

)

*
+
+

,

-
.
.

.

Ïî ïðàâèëó Ñèëüâåñòðà ìàòðèöà A îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, à çíà÷èò, è

ñîîòâåòñòâóþùàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà áóäåò îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè

ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû A ìåíÿþò çíàê ñ «	» íà «�», ò.å.

	 �y b1 0,

( | | )[ | | ( )(| | )]	 � � � 	 	 	y b y y y by q q y yk k k1
2

1 12 21 2 12�

	 
 �b y k
k

2 2 0 1 2, , . (43)

Ïî òåîðåìå 2 óñëîâèÿ (43) îïðåäåëÿþò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëü-

íîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íóëåâîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (39), (40).

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à 2.Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöè-

àëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

dx t bx t y t x t h dt x t d t( ) [ ( ) ( ) ( )] ( ) ( )� 	 � 	 � � � (44)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

x t t t h( ) ( ), [ , ]� � 	� 0 , (45)

ãäå b � 0, h � 0 — êîíñòàíòû, { }y t( ) — îäíîðîäíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñ äâó-

ìÿ ñîñòîÿíèÿìè y1 0
 è y2 ñ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè (31)–(33).

Îïðåäåëèì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â ñðåäíåì

êâàäðàòè÷íîì çàäà÷è (44), (45). Âîñïîëüçóåìñÿ ñíîâà ôóíêöèîíàëîì (41), äëÿ

êîòîðîãî

Lv y t by by q q y y yk k k( , ) ( )[ ( )(| | ) | |� � �� 	 � � 	 	 �2
1 12 21 2 1

22 ] 	

	 	 	 	 �y b t h y y t t hk k1
2 2 0� � �( ) | | ( ) ( ) .

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ýêñïîíåíöèàëüíîé óñòîé÷èâîñòè â

ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì íóëåâîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (44), (45) áóäåò âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâ
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	 �y b1 0,

y b by by q q y y y y kk k k1 1 12 21 2 1
2 42 0 1[ ( )(| | )] | | , ,	 	 	 	 	 	 
 �� 2.

Äàííûå óñëîâèÿ äàþò âîçìîæíîñòü â ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ b, � ñòðîèòü

çîíû óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé (44), (45). Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå òåîðåìû îá

óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé ÄÑÔÄÓ ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè

äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èìåþùèõ òðàíñïîðòíîå, èíôîðìàöèîííîå, ýêîëîãè÷åñêîå

ïîñëåäåéñòâèå è ò.ä. [6].
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