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Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü äâóõôàçíûõ

ãðóíòîâûõ ñðåä, îáîáùåííîå ðåøåíèå, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, îöåíêà

ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìíûé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ ìîäåëåé âîäîíàñûùåí-

íîãî ãðóíòà áàçèðóåòñÿ íà ìîäåëè Ì. Áèî [1] äèíàìèêè ìíîãîôàçíûõ ãðóíòî-

âûõ ñðåä ñ ó÷åòîì íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ìåõàíè÷åñêèõ

ñâîéñòâ ñêåëåòà ãðóíòà. Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî îïðåäåëåíèþ íàïðÿæåí-

íî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìàññèâîâ äâóõôàçíûõ ãðóíòîâ ïîêà åùå íå

ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âñå ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà äåôîðìàöèþ ãðóíòà. Óïðó-

ãî-ïëàñòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ãðóíòà îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ôèçè÷åñêè íåëè-

íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè, â êîòîðûõ îáúåìíàÿ äåôîðìàöèÿ �v ñâÿçûâàåòñÿ ñ

âåëè÷èíîé ñðåäíåãî (ãèäðîñòàòè÷åñêîãî) äàâëåíèÿ ïîñðåäñòâîì ìîäóëÿ îáúåì-

íîãî ñæàòèÿ K, à èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé ñäâèãà ei îïðåäåëÿåòñÿ êàê èí-

òåíñèâíîñòüþ êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, òàê è âåëè÷èíîé ãèäðîñòàòè÷åñêîãî

äàâëåíèÿ, ÷åðåç ìîäóëü ñäâèãà G. Àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ óêàçûâà-

åò íà âïîëíå îïðåäåëåííóþ ñâÿçü ìåæäó ìîäóëÿìè K è G, çàâèñÿùóþ îò

àðãóìåíòà ei v/ � , ïðè÷åì ïî íåêîòîðûì äàííûì îíà ìîæåò áûòü ïðèíÿòà

ëèíåéíîé [2]: K G A Bei� �( / )�� .

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñ÷èòàåòñÿ öåëåñîîá-

ðàçíûì íå ðàçäåëÿòü îáúåìíóþ äåôîðìàöèþ íà äâå ÷àñòè, à èñïîëüçîâàòü ìîäóëü

îáùåé îáúåìíîé äåôîðìàöèè. Òàê, â èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèÿõ òåîðèè óïðóãîñòè

äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ëàìå âîçìîæíà çàâèñèìîñòü � è � ëèøü îò ìî-

äóëÿ îáúåìíîãî ñæàòèÿ K [3]: �
�
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Ïóàññîíà. Òàêîé ïîäõîä ðåàëèçîâàí â äàííîé ðàáîòå ïðè ôîðìóëèðîâàíèè

íåëèíåéíîñòè â ñèñòåìå äèíàìè÷åñêîé êîíñîëèäàöèè âîäîíàñûùåííûõ ãðóíòîâ

[2, 4, 5].
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( , , )x y t T�� , � �T T� � ( , ]0 , uñê , � ñê — ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ ñî-

ñòàâëÿþùèå âåêòîðà ñìåùåíèé äëÿ ñêåëåòà ãðóíòà; uâ, � â — ñîîòâåòñòâóþùèå

ñîñòàâëÿþùèå âåêòîðà ñìåùåíèé æèäêîñòè; � ch , � â — ïëîòíîñòè ìèíåðàëü-

íûõ ÷àñòèö è æèäêîñòè ñîîòâåòñòâåííî (ïëîòíîñòü âîäîíàñûùåííîãî ãðóíòà

� � �� � �ch â( )1 m m); m — ïîðèñòîñòü; M B — ìîäóëü óïðóãîñòè æèäêîñòè;

ìàòðèöà P w( ) èìååò âèä
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Çäåñü K Kx yô ô, ,, — êîýôôèöèåíòû ôèëüòðàöèè â íàïðàâëåíèè îñåé

x è y ñîîòâåòñòâåííî, çàâèñÿùèå îò âåêòîð-ôóíêöèè w x y t( , , ) �
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; A — îïåðàòîð òåîðèè óïðóãîñòè
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Êîýôôèöèåíòû Ëàìå � ( )wñê , � ( )wñê çàâèñÿò îò ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò âåê-

òîð-ôóíêöèè w x y tñê ( , , ) ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è èìåþò âèä
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1 11 12 2 21( , , ) ( ( , , ), ( , , )) , ( , , ) ( (� � x y t F x y t T, , ), ( , , ))22 ,

ãäå Fij , i j, ,�1 2, — çàäàííûå ôóíêöèè.

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

w x y W x y
w

t
x y W x y x yñê ñê

ñê
ñê( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , )0 00 1�

�
�

� ��,

w x y W x y
w

t
x y W x y x yâ â

â
â( , , ) ( , ), ( , , ) ( , ), ( , )0 00 1�

�
�

� ��.
( )5

Êðàåâûå óñëîâèÿ:

w x y t w x y t x y t Tn sñê ñê, ,( , , ) , ( , , ) , ( , , ) ( , ]� � � �0 0 01� , (6)

� 	n sS x y t T x y t x y t T� � �� �( , , ), ( , , ), ( , , ) ( , ]�2 0 , (7)

M
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[( ) ] ( , , ), ( , , ) ( , ]1 0� � � �� �div divñê â � � , ( )8
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ãäå � � �1 2� � � ; w nñê, , w sñê, — íîðìàëüíàÿ è êàñàòåëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå

âåêòîðà ñìåùåíèé ñêåëåòà ãðóíòà wñê ; � n , 	s — íîðìàëüíàÿ è êàñàòåëüíàÿ ñî-

ñòàâëÿþùèå âåêòîðà íàïðÿæåíèé.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ãðàíèöà �� îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòüþ è

K w K w F x y t C
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� � �C T1 0( ( , ])� .

Îáîçíà÷èì Q ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé w x y t w x y t( , , ) ( ( , , )� ñê ,

w x y t w x y t w x y t w x y t wT T
â ( , , )) ( ( , , ), ( , , )) ( ( , , ),� �1 2 11 12 ( , , ), ( , , )x y t w x y t21 ,

w x y t T
22 ( , , )) , êîìïîíåíòû êîòîðûõ âìåñòå ñî ñâîèìè ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè

ïåðâîãî ïîðÿäêà íåïðåðûâíû íà �T , èìåþò íåïðåðûâíûå îãðàíè÷åííûå â �T
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óñëîâèÿì (6).

Îïðåäåëåíèå 1.Êëàññè÷åñêèì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1), (2),

(5)–(8) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ w x y t Q( , , )� , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñîîòíîøåíè-

ÿì (1), (2), (5), (7), (8).
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Ïðèìåíèâ ê ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (12) ôîðìóëó Ãðèíà, ïîëó÷èì
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Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå � �Gw q, èç (13), ïðåäñòàâëÿþùåå ñîáîé èíòåãðàë ïî

ãðàíèöå îáëàñòè �, çàïèøåì ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé (6)–(8):
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Ñîîòíîøåíèå (9), ó÷èòûâàÿ (13)–(15), ïåðåïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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dt� | | | |� ,

ãäå ïðîñòðàíñòâî X — ýòî L2 ( )� èëè H
0
1 ( )� èëè W

2
1 ( )� .

Ðàññìîòðèì âîïðîñ ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà L0 . Èç ïîëî-

æèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè îïåðàòîðà òåîðèè óïðóãîñòè è ôîðìóë (17), (14)

ïîëó÷àåì

� � � � �L W W v0 1 1 1 1 2� � � � � �, ( ; , ) ( , )

�
�
�

�
�
�

	



��

�



�� �

�
��

�
�� �

� �
� �( )1

11 12
2

1 2
1

y x
M

m

m
mW div div

�

�
�

 
!
"

#"

2

d�

' ( � �c c Q
H

| | | | , ,
( )

� �1
2

0
1

0
�

const .

(19)

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð L0 íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåí íà ìíîæåñòâå Q è

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí íà ïîäìíîæåñòâå Q Q0 ) , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèåì

Q Q v x y t x y\ ( , , ) : , , ( , )0 1 20 0� * * �{ div }� � � .

Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óñëîâèå íåâûïîëíèìî äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè ðåøåíèÿ ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé çàäà÷è. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì, íå òåðÿÿ îáùíîñòè, â

òîì ñëó÷àå, ãäå ýòî íåîáõîäèìî, ïîä Q áóäåì ïîäðàçóìåâàòü ìíîæåñòâî Q0 .

Îáîçíà÷èì Z ìíîæåñòâî âåêòîð-ôóíêöèé w x y t w x y t( , , ) ( ( , , )� 1 ,

w x y t w x y t w x y t w x y t wT
2 11 12 21 22( , , )) ( ( , , ), ( , , ), ( , , ), (� x y t T, , )) , óäîâëåòâîðÿþ-

ùèõ ãëàâíîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (6), êîìïîíåíòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ïðîñòðà-

íñòâó W
2
1 ( )� � �t T( , ]0 , èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè

�

�

2

2

w

t
x y t

ij
( , , ) � �t T( , ]0 ,

�

�

w

t
x y

ij
( , , )0 , i j, ,�1 2, âìåñòå ñ w x yij ( , , )0 , i j, ,�1 2, ïðèíàäëåæàò L2 ( )� , ñìåøàí-

íûå ïðîèçâîäíûå
�

� �
�
�

� �

2 2w

x t

w

t x

ij ij
,
�

� �
�
�

� �

2 2w

y t

w

t y

ij ij
, i j, ,�1 2, ïî÷òè âñþäó è ïðèíàä-

ëåæàò L2 ( )� . Ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêæå, ÷òî âåêòîð-ôóíêöèè èç Z � �t T( , ]0 íå
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óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

w w x y1 20 0* * �, , ( , )div �. (20)

Ìíîæåñòâó Z0 ïðèíàäëåæàò âåêòîð-ôóíêöèè q x y q x y( , ) ( ( , )� 1 ,

q x y q x y q x y q x y q x yT T
2 11 12 21 22( , )) ( ( , ), ( , ), ( , ), ( , ))� , êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

îäíîðîäíîìó ãëàâíîìó êðàåâîìó óñëîâèþ (6), à èõ êîìïîíåíòû ïðèíàäëåæàò

ïðîñòðàíñòâó W
2
1 ( )� è íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (20).

Îïðåäåëåíèå 2. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1), (2),

(5)–(8) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ w x y t Z( , , )� , äëÿ ëþáîé âåêòîð-ôóíêöèè

q x y Z( , )� 0 óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì:

m
w

t
q m w

w

t
q a w w q F q

�

�

	



�
�

�



�
�
� �

�
	



�

�



� � � � � �

2

2 1, ; , ( ; , ) , q Z t T� � �0 0, ( , ],
( )21

� � � � � � �w x y q x y W x y q x y q Z( , , ), ( , ) ( , ), ( , )0 0
0 , (22)

��
�

� � � � � �w

t
x y q x y W x y q x y q Z( , , ), ( , ) ( , ), ( , )0 1

0 ,
(23)

ãäå

m
w

t
q M

w

t
q m w

w

t
q M

w�

�

	



�
�

�



�
�
� � �

�
� �

�
	



�

�



� � � �2

2

2

2
, , ; ; ,

�
� � � �

t
q a w w q L w q, ; ( ; , ) ,1 0 ,

W x y W x y W x y W x y W x y WT0 0 0 1 1( , ) ( ( , ), ( , )) , ( , ) ( ( , ),� �ñê â ñê â
1 ( , ))x y T .

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëîâ â (21)–(23) äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ôóíêöèè ïðè-

íàäëåæàëè ñëåäóþùèì ïðîñòðàíñòâàì:

K w K w F x y t L
x y ijô ô, ,

( ), ( ), ( , , ) ( )� �
&�1 1 � ;

b x y K x y
w

x

w

y
Wi ( , ), , , , ( )

�
�

�
�

	



��

�



���

ñê ñê
2
1 � ; i j, ,�1 2; S x y t T x y t( , , ), ( , , )�

� &L ( )�2 ; � �( , , ) ( )x y t L� �& � �t T( , ]0 ; W x y L1 ( , ) ( )� & � .

Ïîñòðîèì ïðèáëèæåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå. Ðàçîáüåì îáëàñòü � íà òðåó-

ãîëüíûå ýëåìåíòû ei :

� � � � �+ , �
�i

I

i i je e e i j i j I
1

1, , , , , .

Ïðèáëèæåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (21)–(23) áóäåì èñêàòü ìåòîäîì

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) â êîíå÷íî-èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå Z ZN ) .

Ëþáóþ âåêòîð-ôóíêöèþ w ZN N� ïðåäñòàâèì â âèäå

w x y t t x yN

i

N

i i( , , ) ( ) ( , )�
�

-

%
1

� . ,

ãäå N N N N- � � �4 2 40 1 2 — êîëè÷åñòâî áàçèñíûõ ôóíêöèé, îòâå÷àþùèõ
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âñåì N N N N� � �0 1 2 óçëîâûì òî÷êàì â ðàçáèåíèè îáëàñòè �; N 0 — êîëè-

÷åñòâî óçëîâûõ òî÷åê, íå ïðèíàäëåæàùèõ � �1 2� , N i — êîëè÷åñòâî óçëîâûõ

òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ �i , i �1 2, ; � i t( ), i N� -1, , — ôóíêöèè, èíòåãðèðóåìûå

âìåñòå ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé íà [ , ]0 T ; { }.i i
N
�
-
1

— áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Zt
N ,

ïîëó÷àåìûé èç Z N ôèêñèðîâàíèåì � �t T[ , ]0 . Êîìïîíåíòû ýòîãî áàçèñà

èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

. .4 3 4 20 0 0 0 0 0i i
T

i i
T

� �� �( , , , ) , ( , , , )� � ,

. .4 1 4 00 0 0 0 0 0 1i i
T

i i
T i N� � � �( , , , ) , ( , , , ) , ,� � ,

. .4 2 1 1 4 20 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0N i N j

T
N i Ni N� � � �� � �( , , , ) , , , ( , , ,� � � �i

T i N) , ,1 1,

.4 2 4 30 1 0 1
0 0 0N N i N N i

T
� � � � �� ( , , , )� ,

.4 2 4 2 20 1 0 1
0 0 0 1N N i N N i

T i N� � � � �� �( , , , ) , ,� ,

.4 2 4 10 1 0 1
0 0 0N N i N N i

T
� � � � �� ( , , , )� ,

.4 2 4 20 1 0 1
0 0 0 1N N i N N i

T i N� � � �� �( , , , ) , ,� .

Çäåñü { }� i i
Nx y( , ) � 1

— ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, ñîîòâå-

òñòâóþùèõ óçëîâûì òî÷êàì ÌÊÝ, ïîñòðîåííûõ íà ïîëíûõ ïîëèíîìàõ ñòåïåíè

k (k �1 2 3, , ) è èìåþùèõ â � îãðàíè÷åííûé íîñèòåëü, ïðè÷åì ïåðâûå N 0 èç

íèõ, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì, íå ïðèíàäëåæàùèì � �1 2� , óäîâëåòâîðÿþò íó-

ëåâûì êðàåâûì óñëîâèÿì íà � �1 2� .

Áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà Z ZN
0 0) ñîâïàäàåò ñ áàçèñîì { }.i i

N
�
-
1

ïðîñòðàíñòâà

Zt
N , ò.å. ëþáàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ q x y ZN N( , )�

0
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

q x y x yN

i

N

i i( , ) ( , )�
�

-

%
1


 . ,

ãäå 
 i — êîíñòàíòû.

Ïðèáëèæåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (21)–(23) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðà-

íñòâó Z N è óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì:

m
w

t
q m w

w

t
q a w w

N
N N

N
N N N�

�
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�

�



�
�
� �

�

	



�
�

�



�
�
�

2

2 1
, ; , ( ; , q F qN N) ,� � �, (24)

w x y t Z q x y Z t TN N N N( , , ) , ( , ) , ( , ]� � � � �
0

0 ,

� � � � � � �w x y q W x y q q x y ZN N N N N( , , ), ( , ), ( , )0 0
0

, (25)

�
�

�
� � � � � �

w x y

t
q W x y q q x y Z

N
N N N N( , , )

, ( , ), ( , )
0 1

0
. (26)
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Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ òàêèå óñëîâèÿ:
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��� &
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L T( )� ,

1 1K u K v u
x xô ô, ,

( ) ( ) | |� �� $ �1 1
1� � ,

1 1K u K u u Z v Z
y yô ô, ,

( ) ( ) | | ,� �� $ � � � � �1 1
2� � � . ( )27

Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü w x y t Z( , , )� — îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (21)–(23), à

w x y t ZN N( , , )� — ïðèáëèæåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (24)–(26).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî W x y W x y W
k0 1

2
1

( , ), ( , ) ( )� � � ; w
w

t

w

t
, ,
�
�

�

�
�

2

2

� &
�

L T W
k

( , ; ( ))0
2

1 � . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ

îöåíêà
�
�

�0
0
0 0

0
00

0
0 0

0
0 �

&
t

w x y t w x y tN

L T W

( , , ) ( , , )

( , ; ( ))0 2
1 �

� � $
&

| | ( , , ) ( , , )| |
( , ; ( ))

w x y t w x y t ChN
L T W

k
0 2

1 � , (28)

ãäå C çàâèñèò îò T , êîíñòàíò 
 
 �
0 1
i i

i jk, , , , i �1 2, , j � 0 4, , èç (27) è íîðì

| | | |
( , ; ( ))

w
L T W k

2 2
10 � � , | | | |

( , ; ( ))
wt L T W k- �

2 2
10 � , | | | |

( , ; ( ))
-- �wtt L T W k

2 2
10 � ; h — ìàêñèìàëü-

íàÿ äëèíà ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ, k �1 2 3, , — ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ ìåòîäà êî-

íå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì
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� �� � � � � �w w w w l w wN N~, ~, , (29)

ãäå ~ ~ ( , , )w w x y t Z N� � è � �t T( , ]0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

W w w w q W w w w q1 1 1 1 1 1 2 2 2( ; ~ , ) ( ; ~ , )� � � �

� �
�
�

�
�

� � � � �K x y
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w w q q Z N( , , , )( ~ ),1 1
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( )31

à W w w w q1 1 1 1( ; ~, )� èìååò âèä (14).

Òîãäà � �t T( , ]0 è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè q x y Z N( , )�
0

, èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâà

(29), (24), (21), ïîëó÷èì
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Äëÿ îöåíîê íîðì �,
�
�
�

t
,
�

�

2

2

�

t
èñïîëüçóåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû.

Äëÿ ïîëîæèòåëüíîãî öåëîãî k è ïàðàìåòðà h h, 0 1/ / , ââåäåì êîíå÷íîìåðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî [7, 8] S W
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h k
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, (47)

äëÿ ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ j è l, 2 1$ $ �j k , 0 1$ $ �l k .

Äëÿ áèëèíåéíîé ôîðìû âèäà
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à ñîïðÿæåííàÿ ôîðìà a w a v w* ( , ) ( , )� � , ââåäåì ñëåäóþùåå ïîíÿòèå k-ðåãó-

ëÿðíîñòè [7].
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ãäå c- — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò w è h.

Èç [7] ñëåäóåò, ÷òî áèëèíåéíàÿ ôîðìà
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Èç íåðàâåíñòâ (46), (49) ñëåäóåò îöåíêà (28).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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