
ÓÄÊ 517.95+518.517

Ê.Â. ÌÀÊÑÈÌÅÍÊÎ-ØÅÉÊÎ, Ò.È. ØÅÉÊÎ

R-ÔÓÍÊÖÈÈ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÈ
ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ, ÎÁËÀÄÀÞÙÈÕ ÑÈÌÌÅÒÐÈÅÉ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òèïû ñèììåòðèè, R-ôóíêöèè, íîðìàëèçîâàííûå óðàâíåíèÿ

ãðàíèö, ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè, òðàíñëÿöèÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ôåíîìåí ñèììåòðèè, íàáëþäàåìûé â ïðèðîäå, íà÷èíàÿ ñ ìîëåêóë, êðèñòàëëîâ,
ðàñòèòåëüíîãî è æèâîòíîãî ìèðà, áûë ïîçàèìñòâîâàí è ïåðåíåñåí ÷åëîâåêîì â
àðõèòåêòóðó, ñòðîèòåëüñòâî, ìàøèíîñòðîåíèå íå òîëüêî èñõîäÿ èç ýñòåòèêè, íî è
äëÿ äîñòèæåíèÿ ðàöèîíàëüíîñòè, ðàâíîâåñíîñòè, óñòîé÷èâîñòè, íàäåæíîñòè, îá-
ëåã÷åííîñòè è óäåøåâëåíèÿ çäàíèé, ñîîðóæåíèé, ìàøèí, ìåõàíèçìîâ è äðóãèõ
êîíñòðóêöèé è èçäåëèé. Âñå ýòî íàøëî îòðàæåíèå â ãåîìåòðèè, àëãåáðå, àíàëèçå,
äðóãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòèêè è ñòèìóëèðîâàëî èçó÷åíèå çàêîíîâ ñèììåòðèè, ìå-
òîäîâ èõ îïèñàíèÿ è ïðèìåíåíèÿ, ïîñòàíîâêó íîâûõ ïðîáëåì. Ñ äðåâíåéøèõ
âðåìåí ñóùåñòâîâàëî ïðåäñòàâëåíèå î ñèììåòðèè â øèðîêîì ñìûñëå — êàê ýê-
âèâàëåíòå óðàâíîâåøåííîñòè è ãàðìîíèè. Òåîðèè, îñíîâàííûå íà çàêîíàõ ñèì-
ìåòðèè â åñòåñòâåííûõ íàóêàõ, ìîãóò èìåòü ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå, à ñïîñîáû
ïðèìåíåíèÿ ñèììåòðèè — îòëè÷àòüñÿ òîíêîñòüþ çàìûñëà è òùàòåëüíîé ïðîäó-
ìàííîñòüþ â äåòàëÿõ [1]. «Íàñêîëüêî ÿ ìîãó ñóäèòü, — ïèñàë Âåéëü, — âñå àï-
ðèîðíûå óòâåðæäåíèÿ ôèçèêè èìåþò ñâîèì èñòî÷íèêîì ñèììåòðèþ» [2].

Îòðàæåíèå — íàèáîëåå èçâåñòíàÿ è ÷àñòî âñòðå÷àþùàÿñÿ â ïðèðîäå ðàçíîâèä-
íîñòü ñèììåòðèè (ðèñ. 1, à). Ïîíÿòèå çåðêàëüíîé ñèììåòðèè èìååò ôóíäàìåíòàëü-
íîå çíà÷åíèå äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ñèììåòðèè, íî ðîëü åå â íàóêå íåñðàâíåí-
íî øèðå. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè îòêðûòóþ Ïàñòåðîì ñâÿçü ìåæäó
âðàùåíèåì ïëîñêîñòè ïîëÿðèçîâàííîãî ñâåòà, ðàñòâîðàìè íåêîòîðûõ õèìè÷åñêèõ
âåùåñòâ è îòñóòñòâèåì çåðêàëüíîé ñèììåòðèè â ôîðìàõ êðèñòàëëîâ, âûïàäàþùèõ
èç ýòèõ ðàñòâîðîâ. Îáúÿñíåíèå íàáëþäàåìîãî Ïàñòåðîì ýôôåêòà ñîñòîèò â òîì, ÷òî
åñëè è êðèñòàëë, è ðàñòâîð âðàùàþò ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè ñâåòà, òî îòäåëüíûå
ìîëåêóëû èññëåäóåìîãî âåùåñòâà íå ìîãóò îáëàäàòü çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé.

Íåîãðàíè÷åííîå ïîâòîðåíèå ëþáîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà (ÃÎ) â ïðîñòðàí-
ñòâå ÷åðåç îïðåäåëåííîå ðàññòîÿíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñèììåòðèþ, èçâåñòíóþ
ïîä íàçâàíèåì òðàíñëÿöèè, èëè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà (ðèñ 1, á).

Â êàëåéäîñêîïå ñèììåòðèÿ îáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ äâóõ çåðêàë, ïåðåñåêàþùèõ-
ñÿ ïîä íàäëåæàùå âûáðàííûì óãëîì. Ïðè ýòîì ìîæíî ñîçäàòü êîíôèãóðàöèþ, îá-
ëàäàþùóþ ïîâîðîòíîé è çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé (ðèñ. 1, â). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âíåøíèé âèä óçîðà íå èçìåíèòñÿ, åñëè åãî ïîâåðíóòü íà îïðåäåëåííûé óãîë âîêðóã

îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð. Åñëè óãîë ïîâîðîòà ðàâåí 90� , òî äëÿ ñîâåðøåíèÿ ïî-

ëíîãî îáîðîòà íà 360� íåîáõîäèìî ñîâåðøèòü îäèí çà äðóãèì ÷åòûðå ïîâîðîòà.
Â ýòîì ñëó÷àå îñü íàçûâàåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà. Åñëè óãîë ïîâî-

ðîòà ðàâåí 60� , òî îñü íàçûâàåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè øåñòîãî ïîðÿäêà è ò.ä.
Ñóùåñòâóþò òàêæå ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé, íå îá-

ëàäàþùèå ïëîñêîñòÿìè çåðêàëüíîé ñèììåòðèè. Äåòñêàÿ âåðòóøêà (ðèñ. 1, ã) ìîæåò
ñëóæèòü ïðèìåðîì ôèãóðû ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé, íî íå îáëàäàþùåé ïëîñêîñòÿ-
ìè ñèììåòðèè, òàê êàê ôèãóðà îñíîâàíà íà âðàùàòåëüíûõ äâèæåíèÿõ ëèøü â îäíó
ñòîðîíó (áåç îòðàæåíèÿ).

Ìåòîä R-ôóíêöèé [3] ïîçâîëÿåò ñòðîèòü äëÿ ñëîæíûõ ÃÎ íîðìàëèçîâàííûå

óðàâíåíèÿ èõ ãðàíèö âèäà � ( , , )x y z � 0, ãäå { ( , , )}� x y z — ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè,

ïðåäñòàâëåííûå åäèíûì àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèåì. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî âàæ-

íî, íàñêîëüêî ïðîñòûìè ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ôîðìóëû
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�( , , )x y z . Èíòåðåñíûìè â ýòîì àñïåêòå ÿâëÿþòñÿ ÃÎ, îáëàäàþùèå ñèììåòðèåé.

Òàê, â îáðàòíîé çàäà÷å àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè âîçíèêëà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ

óðàâíåíèé ñëîæíûõ ÃÎ, ñîñòîÿùèõ èç ýëåìåíòîâ, ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿþùèõñÿ ïî

òåì èëè èíûì çàêîíàì ñèììåòðèè.

Ñóòü ýòîé ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåê-

òà, â ôîðìèðîâàíèè êîòîðîãî ìíîãîêðàòíî òèðàæèðóåòñÿ îäèí è òîò æå ÃÎ, äîñòà-

òî÷íî ðàñïîëàãàòü ëèøü óðàâíåíèåì ýòîãî ÃÎ è èíôîðìàöèåé î òèïå ñèììåòðèè. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ ÃÎ, îáëàäàþùåãî ñèììåòðèåé, âîâñå íå îáÿ-

çàòåëüíî ñòðîèòü óðàâíåíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà, à çàòåì ñ ïî-

ìîùüþ R-ôóíêöèé îñóùåñòâëÿòü èõ êîìïîíîâêó. Âîçìîæåí äðóãîé ïóòü: ðàñïîëàãàÿ

óðàâíåíèåì òðàíñëÿöèîííîãî ýëåìåíòà, âûïîëíèòü â íåì òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîð-

äèíàò, êîòîðîå ïîçâîëèëî áû ïîëó÷èòü åäèíîå óðàâíåíèå áåç ïðèìåíåíèÿ R-îïåðà-

öèé, òðåáóþùèõ çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Ïåðâàÿ ïîïûòêà â ýòîì íà-

ïðàâëåíèè áûëà ïðåäïðèíÿòà â ðàáîòå [3] äëÿ ÃÎ ñ ñèììåòðèåé òðàíñëÿöèîííîãî

òèïà, ïðè ýòîì ìíîãèå äðóãèå òèïû ñèììåòðèè íå áûëè çàòðîíóòû.

Â ðàáîòàõ [4–6] ïðåäëîæåíû íîâûå ïîäõîäû, ðàñêðûâàþùèå âîçìîæíîñòè

ïðèìåíåíèÿ R-ôóíêöèé ê ïîñòðîåíèþ íîðìàëèçîâàííûõ óðàâíåíèé ñëîæíûõ ÃÎ,

îáëàäàþùèõ ñèììåòðèåé, ñ îðèåíòàöèåé êàê íà èõ èñïîëüçîâàíèå ïðè ðåøåíèè

êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè, ìîäåëèðóþùèìè ïîëÿ

ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû (åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè âêëþ÷åíèè ãåîìåòðè÷åñêîé

èíôîðìàöèè â ñòðóêòóðû ðåøåíèé íåîáõîäèìî ñòðîèòü ôóíêöèè � ( , , )x y z òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû îíè îáëàäàëè íåîáõîäèìîé ñèììåòðèåé), òàê è äëÿ äðóãèõ ïðèëî-

æåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ãåîìåòðè÷åñêèì äèçàéíîì.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — ñîâåðøåíñòâîâàíèå êîíñòðóêòèâíûõ ñðåäñòâ òåîðèè

R-ôóíêöèé, îñíîâàííûõ íà ïðåîáðàçîâàíèÿõ êîîðäèíàò, äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîðìàëè-

çîâàííûõ óðàâíåíèé ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñ ïîñëåäóþùåé èõ òðàíñëÿöèåé,

â òîì ÷èñëå íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ.

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé � èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà
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� � � 	( )1 2 2 1x y . Ïðè íåîáõîäèìîñòè äîïîëíèòåëüíî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî

óñëîâèå íîðìàëèçîâàííîñòè [3]
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1, ãäå
�
� — âíóòðåííÿÿ íîðìàëü.

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

Ïðè ðàññìîòðåíèè ÃÎ, îáëàäàþùèõ ñèììåòðèåé, ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïó-

òåì èñïîëüçîâàíèÿ íåêîòîðîãî ÃÎ �0 0 0� �[ ( , ) ]� x y , ïðèíèìàåìîãî çà îáðàçåö.

Óðàâíåíèå � 0 0( , )x y � íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèì è (åñëè ýòî íåîáõîäèìî) ñòðîÿò

åãî â íîðìàëèçîâàííîì âèäå.
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Ðèñ. 1. Ðàçëè÷íûå òèïû ñèììåòðèè

à á â ã



Ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ÃÎ ñ ñèììåòðèåé òðàíñëÿöèè (áåñêîíå÷íîãî òèðàæèðîâàíèÿ) âäîëü ïðÿìîé. Âïåðâûå

ýòîò âîïðîñ áûë ðàññìîòðåí â [3] äëÿ ñëó÷àÿ òðàíñëÿöèîííîé ñèììåòðèè âäîëü îñè â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òðàíñëèðóåìûå îáëàñòè ìîãóò áûòü îòäåëåíû îäíà îò äðóãîé íå-

êîòîðîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìîé ïîëîñ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ îñè òðàíñëÿöèè.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü �0 0 0� �[ ( , ) ]� x y , � 0
2�C Rm ( ), åñòü ÃÎ, ñèììåò-

ðè÷íûé îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò, êîòîðûé ìîæåò áûòü çàêëþ÷åí â âåðòèêàëü-

íóþ ïîëîñó 	 � �a x a, à � i x hi y� 	 �[ ( , ) ]� 0 0 , i � � �0 1 2, , ,� , — ÃÎ, ïîëó÷åí-

íûå ñìåùåíèåì �0 âäîëü îñè àáñöèññ íà âåëè÷èíû, êðàòíûå h a� 2 (ðèñ. 2, à),

ãäå h — øàã òðàíñëÿöèè è ôóíêöèÿ � 0 ( , )x y íîðìàëèçîâàíà. Òîãäà ãðàíèöà ��
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, ïðè ýòîì ôóíêöèÿ �( , )x y òàêæå áó-

äåò íîðìàëèçîâàíà. Îäíàêî îò-

ìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ýòèõ

÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôóðüå ìîæåò

ïðèâåñòè ê çíà÷èòåëüíûì ïî-

ãðåøíîñòÿì ïðè ìàëîì ÷èñëå

ñëàãàåìûõ. Õîòÿ ôîðìóëû (1)

äîñòàòî÷íî ñëîæíû äëÿ âû÷èñ-

ëåíèé, îíè ïðè ïîñòðîåíèè

óðàâíåíèÿ �( , )x y � 0 èñïîëüçó-

þòñÿ ëèøü îäèí ðàç, â òî âðå-

ìÿ êàê ïðè ïðèìåíåíèè îáû÷-

íîé ìåòîäèêè R-îïåðàöèþ � �
ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü òåì

áîëüøåå êîëè÷åñòâî ðàç, ÷åì

áîëüøå ÷èñëî òðàíñëèðóåìûõ

ýëåìåíòîâ m.

Ðàññìîòðåííîå âûøå

óòâåðæäåíèå 1 áûëî âûâåäåíî

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÃÎ �0

ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè

îðäèíàò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

çàäà÷à íåñêîëüêî óñëîæíÿåòñÿ,

òàê êàê ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (1) ê íåñèììåòðè÷íîìó îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò

ÃÎ äàñò êàðòèíó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 2, á, ãäå âèäíà çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü �0 0 0� �[ ( , ) ]� x y , � 0
2�C Rm ( ) — ãåîìåòðè÷åñêèé

îáúåêò, íåñèììåòðè÷íûé îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò (ðèñ. 3), êîòîðûé ìîæåò áûòü çà-

êëþ÷åí â âåðòèêàëüíóþ ïîëîñó 	 � �a x a , à � i x hi y� 	 �[ ( , ) ]� 0 0 , i � � �0 1 2, , ,�

— ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû, ïîëó÷åííûå ñìåùåíèåì �0 âäîëü îñè àáñöèññ íà âå-

ëè÷èíû, êðàòíûå h a� 2 , ãäå h — øàã òðàíñëÿöèè è ôóíêöèÿ � 0 ( , )x y íîðìàëèçî-

âàíà. Òîãäà ãðàíèöà �� îáëàñòè � ��
�	�

�

�
i

i ìîæåò áûòü çàäàíà óðàâíåíèåì

� � �
�

� �� �( , ) ( ( , ), ) cos ( ( , ), )x y x h y
x

h
x h h y� �

�
�
�

�
�
�
� 	 �0 0 �

�
cos

( )
,

x h

h

	�
�
�

�
�
�

� 0 (2)
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Ðèñ. 2. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè �( , )x y , ïîñòðîåííîé ïî
ôîðìóëå (1), êîãäà òðàíñëÿöèîííûé ýëåìåíò ñèììåòðè÷åí (à)
è íåñèììåòðè÷åí (á) îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò

à

á

Pèñ. 3. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè �( , )x y , ïîñòðîåííîé ïî
ôîðìóëå (2)



ïðè ýòîì ôóíêöèÿ �( , )x y òàêæå áóäåò íîðìàëèçîâàíà.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé, ñîîòâåòñò-

âóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêîìó îáúåêòó ñ òî÷å÷íîé ñèììåòðèåé öèêëè÷åñêîãî òèïà

(ïîâîðîòíàÿ ñèììåòðèÿ). Ïóñòü �0 0 0� �[ ( , ) ]� x y — íåêîòîðûé ÃÎ. Òîãäà

�1 1 0 0 0� � 	 �[ ( , ) ( , ) ]� �x y x r y — ðåçóëüòàò ñìåùåíèÿ �0 íà ðàññòîÿíèå r0 âäîëü

îñè àáñöèññ. Ïîñòðîèì óðàâíåíèå �( , )x y � 0 ãðàíèöû îáëàñòè � ��
�

�

k

k n

k

1

� , ïîëó-

÷åííîé â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà îáëàñòè �1 âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãëû
2�k

n

( , , , )k n� 	0 1 1� .

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü óêàçàííàÿ âûøå ôóíêöèÿ � 0
2�C Rm ( ) íîðìàëèçîâà-

íà, à ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò �1 0 0 0� 	 �[ ( , ) ]� x r y ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè

àáñöèññ (ðèñ. 4, à) è ìîæåò áûòü ðàçìåùåí âíóòðè ñåêòîðà 	 � �	 
 	, 0 � �	
�

n
.

Òîãäà íîðìàëèçîâàííîå óðàâíåíèå � � �� [ ( , ) ]� x y 0 , ��C Rm ( )2 , èìååò âèä

� � � 
 � 
( , ) ( cos ( ) , sin ( ))x y r n r r n� 	 �0 0 0, (3)

ãäå � 

�




( ) ( )

sin ( )

( )
n

n

k
n

kk

k� 	

	
 

!"
#

$%

	
� �8

1

2 1
2

2 1

1

2
, r x y� �2 2 , 
 �arctg

y

x
.

Åñëè ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò �0 íåñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ, òî

ïðèìåíåíèå ôîðìóëû (3) äàñò êàðòèíó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 4, á, ãäå ïðîñìàòðè-

âàåòñÿ çåðêàëüíàÿ ñèììåòðèÿ.

Óòâåðæäåíèå 4. Ïóñòü ôóíêöèÿ � 0
2�C Rm ( ) íîðìàëèçîâàíà, à ãåîìåòðè÷åñ-

êèé îáúåêò �1 0 0 0� 	 �[ ( , ) ]� x r y íåñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ

(ðèñ. 5) è ìîæåò áûòü ðàçìåùåí âíóòðè ñåêòîðà 	 � �	 
 	, 0 � �	
�

n
. Òîãäà íîðìà-

ëèçîâàííîå óðàâíåíèå � � �� [ ( , ) ]� x y 0 , ��C Rm ( )2 èìååò âèä

� � � 
 � 




�( , ) ( cos ( ) , sin ( )) cosx y r n r r n
n

� 	 �



�
�




�
�

 

!
" 0 0

2

#

$
%� �

� 	


�
�




�
�




�
�




�
� 	 	


�
�




�
�




�
� � � 


�
� 


�
0 0

2 2
r n

n
r r n

n
cos , sin �




�
�




�
��




�
��� 	


�
�




�
�




�
�




�
�

 

!
"

#

$
% �� 


�
cos .

n

n2

2
0 (4)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ïðàâèëüíûå no -óãîëüíèêè òðàíñëèðóþòñÿ ñ ïîâî-

ðîòíîé ñèììåòðèåé â ïðàâèëüíîì nb -óãîëüíèêå nd ðàç (ðèñ. 6). Ïðè ýòîì âñå ïî-

ñòðîåíèÿ âûïîëíèì ñ ïîìîùüþ äâóõ ôóíêöèé: �1 1� 	x R è � �2 � 	R x (ðèñ. 7, à).
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Ðèñ. 4. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè � ( , )x y , ïîñòðîåííîé ïî ôîðìó-
ëå (3), êîãäà äâèæóùèéñÿ ýëåìåíò ñèììåòðè÷åí (à) è íåñèì-
ìåòðè÷åí (á) îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ

à á

Pèñ. 5. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèè
�( , )x y , ïîñòðîåííîé ïî ôîð-
ìóëå (4)



Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðàâèëüíîãî no -óãîëüíèêà èñïîëüçóåì ôóíêöèþ
� � 	x R1 è ôîðìóëó (3), à çàòåì, ïåðåíîñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó ( , )Rd 0 , òðàíñ-

ëèðóåì ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé no -óãîëüíèê nd ðàç ñíîâà ïî ôîðìóëå (3). Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷èì � �t r R� 	 �1 1 1 0cos , ãäå r x ys s1
2 2� � ,

x r R

y r

s d d

s d

� 	

�

�
�
�

cos ,

sin ;

�

�

�
�




d
d k

k

d

n

k
n

k
� 	

	
 

!
"

#

$
%

	
� �8

1

2 1
2

2 1

1

2
( )

sin ( )

( )
— ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäè-

íàò â òî÷êó ( , )Rd 0 è òðàíñëÿöèè c ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé nd ðàç ïî îêðóæíîñòè ðà-

äèóñà Rd , �
�




1
1

1

2

8
1

2 1
2

2 1
� 	

	
 

!
"

#

$
%

	
� �

n

k
n

ko k

k

o

( )

sin ( )

( )
; 
 �1

1
�

	
�

sign

2
arctg

( )x y

x

s s

s

—

ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ ïðàâèëüíîãî no -óãîëüíèêà.
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ âíåøíåãî ïðàâèëüíîãî nb -óãîëüíèêà âîñïîëüçóåìñÿ

ôóíêöèåé � �� 	R x è ôîðìóëîé (3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì �� � R r� ��	 �cos 0 ,
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Ðèñ. 6. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé � ( , )x y , ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ äâóõ ïðÿìûõ

n n nb o d� � �6 3 4, , n n nb o d� � �3 3 3, , n n nb o d� � �3 6 6, ,

n n nb o d� � �7 6 10, , n n nb o d� � �5 3 6, , n n nb o d� � �6 5 8, ,

Ðèñ. 7. Ñõåìà ïîñòðîåíèÿ ÃÎ, òðàíñëèðóåìîãî â ïðàâèëüíîì nb-óãîëüíèêå nd ðàç äëÿ ïðàâèëüíîãî
no-óãîëüíèêà (à) è äëÿ no-óãîëüíîé çâåçäû (á)

R1 Rd R
�

R1 Rd R
�

áà



ãäå �
�




� � 	

	
 

!
"

#

$
%

	
� �8

1

2 1
2

2 1

1

2n

k
n

kb k

k

b

( )

sin ( )

( )
, r x y� �2 2 .

Òàêèì îáðàçîì, íîðìàëèçîâàííîå óðàâíåíèå ãðàíèöû ïðàâèëüíîãî no -óãîëü-

íèêà, òðàíñëèðîâàííîãî ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé â ïðàâèëüíîì nb -óãîëüíèêå

nd ðàç, èìååò âèä � � ��� � �0 0t è ÿâëÿåòñÿ øåñòèïàðàìåòðè÷åñêèì

( , , , , , )n n n R R Ro b d d1 � ñåìåéñòâîì êðèâûõ. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî

R-îïåðàöèÿ èñïîëüçîâàëàñü ëèøü îäèí ðàç. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé

ñëó÷àé, êîãäà nb � 3, no � 3, nd � 3. Ïðèìåíÿÿ êëàññè÷åñêèé ïîäõîä äëÿ ïîñòðîå-

íèÿ ôóíêöèè �, íåîáõîäèìî çàäàòü øåñòü ôóíêöèé (øåñòü ïðÿìûõ) è ïðèìåíèòü

ñåìü R-îïåðàöèé.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, êîãäà ïðàâèëüíûå no -óãîëüíûå çâåçäû òðàíñëèðóþòñÿ

ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé â ïðàâèëüíîì nb -óãîëüíèêå nd ðàç (ðèñ. 8). Ïðè ýòîì

âñå ïîñòðîåíèÿ âûïîëíèì ñ ïîìîùüþ òðåõ ôóíêöèé: �1
1

21

�
	 � 	

�

( ( ))y k x R

k

,

� 2
1

21

�
	 	 �

�

( ( ))y k x R

k

, ãäå k
n

n

o

o

�
	

10

10 4

sin ( )

cos ( )

� �

� �
, è � �3 � 	R x (ðèñ. 7, á).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ no -óãîëüíîé çâåçäû êîíúþíêòèðóåì ôóíêöèè

� � �t � � �1 0 2 0 è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé (3). Çàòåì, ïåðåíîñÿ íà÷àëî êîîðäè-

íàò â òî÷êó ( , )Rd 0 , òðàíñëèðóåì ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé çâåçäó nd ðàç ñíîâà ïî

ôîðìóëå (3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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r k r R
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—

ïðåîáðàçîâàíèÿ ïåðåíîñà íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó ( , )Rd 0 è òðàíñëÿöèè ñ ïîâî-

ðîòíîé ñèììåòðèåé çâåçäû nd ðàç ïî îêðóæíîñòè ðàäèóñà Rd , �
�

1
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k
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n
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sin ( )
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1
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�

	
�

sign
arctg

( )x y

x

s s

s

— ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ

ïîñòðîåíèÿ no -óãîëüíîé çâåçäû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèÿ ïðàâèëüíîãî nb -óãîëüíèêà âîñïîëüçóåìñÿ, êàê è â

ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ôóíêöèåé � �� 	 �R x 0 è ôîðìóëîé (3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
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Ðèñ. 8. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé �( , )x y , ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ òðåõ ïðÿìûõ

n n nb o d� � �3 5 6, , n n nb o d� � �7 6 10, , n n nb o d� � �6 7 6, ,



� �� � �� 	 �R rcos 0, ãäå �
�




� � 	

	
 

!
"

#

$
%

	
� �8

1

2 1
2

2 1

1

2n

k
n

kb k

k

b

( )

sin ( )

( )
, r x y� �2 2 .

Îêîí÷àòåëüíî íîðìàëèçîâàííîå óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè, ïîëó÷åííîé â ðå-

çóëüòàòå òðàíñëÿöèè ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé no -óãîëüíîé çâåçäû â ïðàâèëüíîì

nb -óãîëüíèêå nd ðàç, èìååò âèä � � �� � �v t0 0 è òàêæå ÿâëÿåòñÿ øåñòèïàðàìåò-

ð è ÷ å ñ ê è ì

( , , , , , )n n n R R Ro b d d1 � ñåìå-

éñòâîì êðèâûõ. Îòìåòèì, ÷òî â

äàííîì ñëó÷àå R-îïåðàöèÿ èñ-

ïîëüçîâàëàñü äâàæäû.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå

êîîðäèíàò äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâ-

íåíèé ãðàíèö îáëàñòåé, ñîîòâå-

òñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèì îáú-

åêòàì, òðàíñëèðîâàííûì êîíå÷-

íîå ÷èñëî ðàç âäîëü ïðÿìîé.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (1) è

(2) ïîçâîëÿþò ïî çàäàííûì óðàâíåíèþ ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà �0 0 0� �[ ( , ) ]� x y

è øàãó h ïîëó÷èòü óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé áåñêîíå÷-

íóþ òðàíñëÿöèþ �0 âäîëü îñè àáñöèññ. Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà îñåé

êîîðäèíàò, ëåãêî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðÿìîé.

Îäíàêî ÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ïîñòðîèòü óðàâíåíèå ãðàíèöû îáëàñòè,

ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå òðàíñëÿöèè �0 íà íåêîòîðîì îòðåçêå ïðÿìîé êîíå÷íîå

÷èñëî ðàç.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò (ðèñ. 9) ñ çàðàíåå îïðåäåëåííûì ÷èñ-

ëîì n
l

a
� �1 òðàíñëèðóåìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæåò

áûòü çàêëþ÷åí â âåðòèêàëüíóþ ïîëîñó øèðèíîé a, íà îòðåçêå äëèíîé l

� �* ( , ) ( ( , )) (( )( ) )x h x x h x ln n� � 	 	� 	
1 1

11 , (5)

ãäå � � � � 	 		
1

11

2
1n nu u( ( ) | | )� � .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì � � �( , ) ( ( , ), )*x y x h y� 	 �0 0. Íà ðèñ. 10 ïðèâåäåíû ïðè-

ìåðû ïåðôîðàöèè â âèäå êðóãîâ è ïðÿìîóãîëüíèêîâ ñ ôóíêöèåé �( , )x y , ïîñòðîåí-

íîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (5).

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò äëÿ ïîñòðîåíèÿ óðàâíåíèé ãðàíèö îáëàñòåé,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ãåîìåòðè÷åñêèì îáúåêòàì, òðàíñëèðîâàííûì ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé

âäîëü äóãè êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò (3), (4) ïîçâîëÿþò ïî çàäàííîìó óðàâíåíèþ ãåîìåòðè-

÷åñêîãî îáúåêòà �1 0 0 0� 	 �[ ( , ) ]� x r y íàéòè óðàâíåíèå �( , )x y � 0 ãðàíèöû îáëàñòè

� ��
�

�

k

k n

k

1

� , ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ïîâîðîòà ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà �1 âîê-

ðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãëû
2�k

n
( , , , )k n� 	0 1 1� . Îäíàêî ÷àñòî âîçíèêàåò íåîá-

õîäèìîñòü ïîñòðîèòü óðàâíåíèå, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå òðàíñëÿöèè �1 ñ ïîâîðîò-
íîé ñèììåòðèåé íà íåêîòîðîé äóãå êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.
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— êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ íà äóãå.

Íà ðèñ. 11 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïåðôîðàöèè â âèäå òðåóãîëüíèêîâ è ïðÿìî-

óãîëüíèêîâ ñ ôóíêöèåé � ( , )x y , ïîñòðîåííîé ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðåîáðàçîâà-

íèÿ êîîðäèíàò (6).

Îòìåòèì, ÷òî íîðìàëèçîâàííîå óðàâíåíèå �( , )x y � 0 ãðàíèöû ïðàâèëüíîãî

no -óãîëüíèêà, òðàíñëèðîâàííîãî ñ ïîâîðîòíîé ñèììåòðèåé â ïðàâèëüíîì

nb -óãîëüíèêå nd ðàç íà èíòåðâàëå òðàíñëÿöèè � (nd
h

�
�



— êîëè÷åñòâî ýëå-

ìåíòîâ íà èíòåðâàëå, 
h — øàã òðàíñëÿöèè), ÿâëÿåòñÿ ñåìèïàðàìåòðè÷åñêèì

( , , , , , , )n n R R Ro b h d� 
 �1 ñåìåéñòâîì êðèâûõ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè ïðå-

îáðàçîâàíèÿ (6) R-îïåðàöèÿ � 0 èñïîëüçîâàëàñü îäèí ðàç, à �1 — äâàæäû.

ÂÛÂÎÄÛ È ÏÅÐÑÏÅÊÒÈÂÛ

Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé ñõåìû ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà R-ôóíêöèé ïðåäëàãàåìûé

ìåòîä ïîçâîëÿåò âêëþ÷àòü â âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû ãåîìåòðè÷åñêóþ èíôîð-

ìàöèþ î ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòàõ, ñî÷åòàþùèõ â ñåáå ðàçëè÷íûå òèïû ñèììåò-

ðèé. Ïðè ýòîì ïîñòðîåíèå íîðìàëèçîâàííûõ óðàâíåíèé ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

íå òðåáóåò ìíîãîêðàòíîãî èñïîëüçîâàíèÿ R-îïåðàöèé, à îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì

ââåäåíèÿ ñïåöèàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò, ÷òî ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî

ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû âî âñåõ ïðèëîæåíèÿõ, òðåáóþùèõ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè â àíàëèòè÷åñêóþ. Ñëåäóåò îòìåòèòü íîâûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò, ïîçâîëÿþùèå îñóùåñòâëÿòü òðàíñëÿöèþ ãåîìåòðè÷åñ-

êèõ îáúåêòîâ íà êîíå÷íûõ èíòåðâàëàõ. Òàêèå ïîäõîäû îñîáåííî âàæíû ïðè ðå-

øåíèè ïðîáëåìû àâòîìàòèçàöèè â çàäà÷àõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ,

òâåðäîòåëüíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ïðè ðåøåíèè êðàåâûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé

ôèçèêè. Áîëüøîå êîëè÷åñòâî íàó÷íî-òåõíè÷åñêèõ ðåøåíèé, îïèðàþùèõñÿ íà èñ-

ñëåäîâàíèÿ ïîëåé ðàçëè÷íîé ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû, ñâÿçàíî ñ ïîâûøåíèåì ïðî÷-
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Ðèñ. 11. Ëèíèè óðîâíÿ ôóíêöèé � ( , )x y , ïîñòðîåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ (6)

n n nb o d� � �4 3 11, , n n nb o d� � �7 4 11, , n n nb o d� � �6 3 3, ,



íîñòè, íàäåæíîñòè, óñòîé÷èâîñòè, äîëãîâå÷íîñòè, äîáðîòíîñòè èçäåëèé è êîíñò-

ðóêöèé ïðè íàëè÷èè ñèììåòðèè. Çäåñü ìîæíî íàçâàòü ïåðôîðèðîâàííûå ïëàñòè-

íû è îáîëî÷êè (ôþçåëÿæè ñàìîëåòîâ, êîðïóñà ñóäîâ è êîñìè÷åñêèõ êîðàáëåé

ñ èëëþìèíàòîðàìè); ïèëû, ôðåçû, çóá÷àòûå ïåðåäà÷è; ðåøåòêè â òåõíèêå ñâåðõ-

âûñîêèõ ÷àñòîò è ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ êîíñòðóêöèÿõ; ðîòîðû òóðáèí è áëàíêåòû

òåïëîâûäåëÿþùèõ ýëåìåíòîâ ÿäåðíûõ ðåàêòîðîâ.

Íîâûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ íîðìàëèçîâàííûõ óðàâíåíèé ñèììåòðè÷íûõ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ, òðàíñëèðóåìûõ íà êîíå÷íûõ

èíòåðâàëàõ, ëåãêî àäàïòèðóþòñÿ ê ëþáîìó ïðîãðàììíîìó îáåñïå÷åíèþ è óäîáíû

ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ñòàíäàðòíûõ ïðèìèòèâîâ [7]. Èõ ÷èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ

â ñèñòåìå ÏÎËÅ ïîäòâåðäèëà ìíîãîêðàòíîå ñîêðàùåíèå âðåìåííûõ çàòðàò.
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