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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ðåãóëèðîâàíèÿ ñèñòåìîé ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè óïðàâëåíèÿ

òèïà îáðàòíîé ñâÿçè, êîòîðîå ïåðåâîäèò ñèñòåìó èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â

äðóãîå è ñòàáèëèçèðóåò åå îòíîñèòåëüíî íîâîãî ñîñòîÿíèÿ [1]. Â ðàáîòàõ [2–8] èñ-

ñëåäîâàëàñü ïåðâàÿ ÷àñòü ýòîé çàäà÷è (ïåðåâîä ñèñòåìû èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðó-

ãîå) è âòîðàÿ åå ÷àñòü (ñòàáèëèçàöèÿ ñèñòåìû â íîâîì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ).

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — îïèñàòü ìåòîä ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è â

êëàññå îãðàíè÷åííûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû ñ îáåñïå-

÷åíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ñâîéñòâ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îñíî-

âàí íà êóñî÷íî-ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé çàäà÷è è ïîñòðîåíèè ñòàáèëèçè-

ðóþùèõ îáðàòíûõ ñâÿçåé äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ñèñòåì [9]. Ñòðóêòóðà ñòàáèëèçè-

ðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè íå çàäàåòñÿ çàðàíåå, åå çíà÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïóòåì

ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ïîâåäåíèå êîòîðîé ïðè t � 0 â îáëàñòè

X R n� îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

� ( )x Àx b x u� � , x X� , (1)

ãäå x x t� ( ) — n-âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè t; A R n n� � — ïî-

ñòîÿííàÿ ìàòðèöà; b x( ) , x R n� , — äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ n-âåêòîð-ôóíêöèÿ;

u u t R� �( ) — çíà÷åíèå ñêàëÿðíîãî óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ îãðàíè÷åíû: L u t L*
*( ) ,� � t � 0

( )*
*	
 � � � 
L L . Ââåäåì ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (1):

X x R Ax b x un
x0 0� � � �{ : ( ) , L u Lx*

*� � }.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü z X� int 0 , z G R n� � . Ôóíêöèþ

u u xz� ( ) , x G� , (2)

íàçîâåì äèñêðåòíîé (ñ ïåðèîäîì êâàíòîâàíèÿ h � 0 ) îãðàíè÷åííîé ñòàáèëèçèðó-

þùåé îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ z ñèñòåìû (1) â îáëàñòè G,

åñëè:

1) u z uz z( ) � ;

2) L u x L x Gz*
*( ) ,� � � ;

3) çàìêíóòàÿ ñèñòåìà

� ( ) ( ), ( )x Ax b x u x x x Gz� � � �0 0 , (3)

èìååò ðåøåíèå x t G( )� , t � 0;

4) òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíîå ðåøåíèå óðàâíå-

íèÿ � ( ) ( ), ( )x Ax b x u t x x� � �0 0 , ñ óïðàâëÿþùèì âîçäåéñòâèåì u t u x khz( ) ( ( )),�
t kh k h k� � �[ , ( ) [, , , ,1 0 1 2 � ;

5) äâèæåíèå x t z( ) 
 , t � 0, ñèñòåìû (3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî â G.

108 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 1

© Ð. Ãàáàñîâ, Ô.Ì. Êèðèëëîâà, Å.À. Ðóæèöêàÿ, 2009



Ïðè ïðàêòè÷åñêîì ïîñòðîåíèè îáðàòíîé ñâÿçè öåëåñîoáðàçíî îáåñïå÷èòü äî-

ïîëíèòåëüíûå ñâîéñòâà: îáëàñòü G — äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ è â çàìêíóòîé ñèñòåìå

âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà ïåðåõîäíûé ïðîöåññ: d x t d*
*( )� � , t � 0 .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îãðàíè÷åííîé ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé, îïèñàí-

íûé â [6, 7]. Ïðè ýòîì ïîäõîäå ñòðóêòóðà îá-

ðàòíîé ñâÿçè íå çàäàåòñÿ, íåîáõîäèìûå åå çíà-

÷åíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ â ðåàëüíîì âðåìåíè

â ïðîöåññå êàæäîãî êîíêðåòíîãî óïðàâëåíèÿ è

åñòåñòâåííûì îáðàçîì ó÷èòûâàþòñÿ îãðàíè÷å-

íèÿ íà óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ. Ïðåäëàãàå-

ìûé íèæå ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïî-

çèöèîííûõ ðåøåíèé âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êîòîðûå ââîäÿòñÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé

çàäà÷è óïðàâëåíèÿ.

Ïóñòü äâèæåíèåì ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m óïðàâëÿþò ñ ïîìîùüþ ìàãíè-

òà [8] (ðèñ. 1):

�x x1 2� ,
(4)
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Çäåñü x x t1 1� ( ) — ïîëîæåíèå òî÷êè â ìîìåíò âðåìåíè t, x x t2 2� ( ) — åå ñêî-

ðîñòü, u u t� ( ) — çíà÷åíèå óïðàâëÿþùåãî âîçäåéñòâèÿ.

Ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû (4) èìååò âèä

X x x L
k

x d x L x0 1 2 1 0 1 2 0� � 	 � ��
�
�

�
�
�

( ): ( ) ,, *
*

�

� .

Ïðè ýòîì u z — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
k

m
x

m

u

d x
1

0 1

�
	

�

�( )
. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû x z x z u z1 1 2 20 0 0( ) , ( ) ( )� � � .

Çàäà÷à. Ïåðåâåñòè ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â

îêðåñòíîñòü ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ g g g X� �( , )1 2 0 òàê, ÷òîáû íå íàðóøàëîñü ôà-

çîâîå îãðàíè÷åíèå d x t d*
*( )� �1 (òî÷êà íå äîëæíà êîñíóòüñÿ ìàãíèòà), è ñòàáèëè-

çèðîâàòü ñèñòåìó (4) â îêðåñòíîñòè ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðè÷åì óïðàâëÿþùåå âîçäåé-

ñòâèå äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü îãðàíè÷åíèÿì L u t L t*
*( ) ,� � � 0 .

Ñèñòåìà (4) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñèñòåìû (1)
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ââåäåì êóñî÷íî-ïîñòîÿííóþ àïïðîêñèìàöèþ

ñèñòåìû (4), çàìåíèâ íåëèíåéíóþ õàðàêòåðèñòèêó b x2 1( ) , x R1 � , íà êóñî÷íî-ïîñòî-

ÿííóþ ôóíêöèþ f x( )1 , x R1 � . Ìîæíî äîáèòüñÿ ñêîëü óãîäíî âûñîêîé òî÷íîñòè àï-

ïðîêñèìàöèè, íî äëÿ íà÷àëà îãðàíè÷èìñÿ ñàìîé ãðóáîé. Ðàññìîòðèì îáëàñòü

G x x d x d� � �{ }( , ): *
*

1 2 1 , (5)

êîòîðóþ ðàçîáüåì íà ïîäîáëàñòè G x x1 1 2� {( , ): d x d1 1 1*
*� � }, G x x2 1 2� {( , ):

d x d2 1 2*
*� � }, G G G� 1 2� , ãäå d d d d d d1 1 2 2* *

*
*

* *� � � � � . Ïîëîæèì

f x
f x

( )
( )

1
2 1

0
�

�

�
��

�

�
�� , f x

m
p x2 1 1( ) ( )�

�
, p x p( )1 1� , x G1 1� , p x p( )1 2� , x G1 2� .
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Ðèñ. 1. Ñõåìà óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ïîìîùüþ ìàãíèòà



Çäåñü p p1 2, — ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ âûáðàííîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè
1

0 1( )d x	 �
â ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòÿõ.

Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó � ( )x Ax f x u� � 1 íàçîâåì ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèåé

ñèñòåìû (4).

ÏÅÐÂÛÉ ÒÈÏ ÑÎÏÐÎÂÎÆÄÀÞÙÅÉ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Âûáåðåì ÷èñëî �, 0 � � � 
� Nh (ïàðàìåòð ìåòîäà), è â êëàññå äèñêðåòíûõ

óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé u t u kh( ) ( ),� t kh k h� �[ , ( ) [1 , k N� 	0 1, , ðàññìîòðèì

âñïîìîãàòåëüíóþ (ñîïðîâîæäàþùóþ) çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

� � min, (6)

� , � , ( , ) ,x x x
k

m
x
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m
x

m
p u x x G1 2 2 1 2 1 1 2 1� � 	 	 � �

�

� , � , ( , ) ,x x x
k

m
x

c

m
x

m
p u x x G1 2 2 1 2 2 1 2 2� � 	 	 � �

�

x z x z x g x g1 1 2 2 1 1 2 20 0( ) , ( ) , ( ) , ( )� � � �� � ,

L u t L t T u t u t Tz*
*( ) , ; | ( ) | , [ , ]� � � 	 � � �� 0 � .

Ïóñòü z z z� ( , )1 2 — íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû â çàäà÷å (6), u t z
�
0 ( | ) , t T� ,

— îïòèìàëüíîå ïðîãðàììíîå óïðàâëåíèå çàäà÷è (6), X � — ìíîæåñòâî òî÷åê z G� ,

äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå çàäà÷è (6).

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ

u z u z z X
� � �
0 0 0( ) ( | ),� � , (7)

íàçîâåì îïòèìàëüíûì (ñòàðòîâûì) óïðàâëåíèåì òèïà îáðàòíîé ñâÿçè. Ìîæíî

ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (7) ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíîé îãðàíè÷åííîé ñòàáèëèçèðóþùåé

îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ ñîñòîÿíèÿ z.

Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè (7).

Ñïîñîá 1. Ïóñòü îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (4) íà ïëîñêîñòè â òå÷åíèå

âðåìåíè � �1 � íàõîäèòñÿ â îáëàñòè G1, à â îñòàâøååñÿ âðåìÿ � �	 1 íàõîäèòñÿ â

îáëàñòè G2 . Òîãäà êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (6) â êëàññå

äèñêðåòíûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ñâåäåòñÿ ê ñëåäóþùåé çàäà÷å:

� � min, (8)

� , � , [ , ]x x x
k
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m
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m
p u t1 2 2 1 2 1 10� � 	 	 � �

�
� ,

x z x z x d1 1 2 2 1 1 10 0( ) , ( ) , ( ) *� � �� ;

� , � , [ , ],x x x
k

m
x

c

m
x

m
p u t1 2 2 1 2 2 1� � 	 	 � �

�
� �

x g x g1 1 2 2( ) , ( )� �� � ;

L u t L t T u t u t Tz*
*( ) , [ , ]; | ( ) | ,� � � � 	 � �0 � � .

Çäåñü �1 — îïòèìàëüíûé ìîìåíò ïåðåõîäà òðàåêòîðèè x t0 ( ) , t T� , èç îáëàñòè

G1 â îáëàñòü G2 .

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êîøè äëÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû � , ( )x Ax bu x x� � �0 0

x t F t x F t bu d

t

( ) ( ) ( ) ( ) ,� � 	�0

0

� � �

ãäå F t( ) — ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèÿ ñèñòåìû �F AF� , F E( )0 � , E —

åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, èñêëþ÷èì èç çàäà÷è (8) ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ
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Çäåñü �1 1� N � ( )N N1 � , N1 — öåëîå ÷èñëî, F t( ) , t � 0 , — ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ìàòðèöà ðåøåíèÿ îäíîðîäíîé ñèñòåìû

� , �x x x
k

m
x

c

m
x1 2 2 1 2� � 	 	 .

Çàïèøåì çàäà÷ó (8) ñ ó÷åòîì èñïîëüçóåìîãî êëàññà äîñòóïíûõ óïðàâëÿþùèõ

âîçäåéñòâèé â ýêâèâàëåíòíîé ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå

� � min , (9)

F d F F x F F x11 1 12 21 1 1 12 22 1 20 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*� � � � �� � �

u
m

p F F t dtj

j

N

j h

jh

� 	

� � 	 �
1

1 12 22 1

1

1 �
( ) ( )

( )

� �

u
m

p F t dt gj

j N

N

j h

jh

� � 	

� � 	 �

1 1

2 12

1

1
�

( )

( )� ,

F d F F x F F x21 1 22 21 1 1 22 22 1 20 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )*� � � � �� � �

u
m

p F F t dtj

j

N

j h

jh

� 	

� � 	 �
1

1 22

1

22 1

1 �

( )

( ) ( )� � u
m

p F t dt gj

j N

N

j h

jh

� � 	

� � 	 �

1 1

2 12

1

2
�

( )

( )� ,

L u L j N u u j Nj j z*
* , , ; | | , ,� � � 	 � �1 1� .

Â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ (9) âñå ýëåìåíòû èçâåñòíû,
è ïîýòîìó äëÿ íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ z z z� ( ( ), ( ))1 20 0 îíà ìîæåò áûòü çàðàíåå ðå-
øåíà ëþáûì ìåòîäîì áåç ó÷åòà çàòðàò ìàøèííîãî âðåìåíè. Îäíàêî, èìåÿ â âèäó
ïîñëåäóþùèé ñèíòåç, çàäà÷ó (9) öåëåñîîáðàçíî ðåøèòü àäàïòèâíûì (ïðÿìûì èëè
äâîéñòâåííûì) ìåòîäîì [10], êîòîðûé êðîìå îïòèìàëüíîãî ïðîãðàììíîãî óïðàâëå-
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íèÿ u t z
h
0 ( | ) , t T� , äîñòàâëÿåò îïòèìàëüíóþ îïîðó K on

0 0( ) — âàæíûé ýëåìåíò äëÿ

ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ òèïà îáðàòíîé ñâÿçè.
Îïèøåì àëãîðèòì ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè. Â ñîîòâåòñòâèè

ñ (7) çíà÷åíèå u z
h
0 0( | ) èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ñèãíàëà u t* ( ) ,

u u zh h
* ( ) ( )0 � ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ , ]0 h .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàáèëèçàòîð ïðîðàáîòàë íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè [ , [0 � � lh è çà-

ìêíóòàÿ ñèñòåìà â òåêóùèé ìîìåíò âðåìåíè � îêàçàëàñü â ñîñòîÿíèè x G* ( )� � 1.

Çàìå÷àíèå. Åñëè x G* ( )� � 2 , òî òåêóùåå çíà÷åíèå îáðàòíîé ñâÿçè âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ëèíåéíîé ìîäåëè, ò.å. çàäà÷à (9) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

� � min, (10)

F x F x u
m

p Fj

j

N

j h

jh

11 1 12 2

1

2 12

1

0 0( ) ( ) ( ) ( ) (

( )

� � �� � 	
� 	

� �
�

t dt g) � 1,

F x F x u
m

p Fj

j

N

j h

jh

21 1 22 2

1

2 22

1

0 0( ) ( ) ( ) ( ) (

( )

� � �� � 	
� 	

� �
�

t dt g) � 2 ,

L u L j N u u j Nj j z*
* , , ; | | , ,� � � 	 � �1 1� .

×òîáû âû÷èñëèòü òåêóùåå çíà÷åíèå u xh ( ( ))*
� ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé

ñâÿçè, ñòàáèëèçàòîðó íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó (9) ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x* ( )�

è ó÷åñòü, ÷òî â ïðåäûäóùèé ìîìåíò � 	 h, êîãäà ñèñòåìà (4) íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè

x h* ( )� 	 , ñòàáèëèçàòîð óæå ðåøèë çàäà÷ó (9) ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x h* ( )� 	 ,

ïîñòðîèâ îïòèìàëüíóþ îïîðó K hîï
0 ( )� 	 è âû÷èñëèâ îïòèìàëüíûé ìîìåíò ïåðåõî-

äà �
�
� ( )� 	 h . Çàäà÷à (9) äëÿ ñîñåäíèõ ìîìåíòîâ � è � 	 h îòëè÷àåòñÿ òîëüêî íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè x*( )� , x h* ( )� 	 è ýòî îòëè÷èå òåì ìåíüøå, ÷åì ìåíüøå h. Ïîýòî-

ìó íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ çàäà÷è (9) ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì

x* ( )� ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûé ìåòîä êîððåêöèè îïîðû K hîï
0 ( )� 	 , åñëè äîïîëíèòü

åãî îïòèìèçàöèåé ïî ïàðàìåòðó �1, êîòîðóþ ìîæíî îñóùåñòâèòü íàïðàâëåííûì

ïåðåáîðîì, íà÷èíàÿ ñî çíà÷åíèÿ �
�
� ( )� 	 h . Ïîñòðîèâ ðåøåíèå u t x

h
0 ( | ( ))*

� ,

t �[ , ]0 � , K îï
0 ( )� çàäà÷è (9) ñ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x* ( )� , ïîëó÷èì ðåàëèçàöèþ

u u x u x
h h

* * *( ) ( ( )) ( | ( ))� � �� �0 0 0 îáðàòíîé ñâÿçè íà ïðîìåæóòêå [ , [� � � h . Åñëè âðå-

ìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ êîððåêöèè îïîðû K hîï
0 ( )� 	 , à çíà÷èò è äëÿ âû÷èñëåíèÿ

u* ( )� , íå ïðåâîñõîäèò h, òî ìîæíî ãîâîðèòü î ðåøåíèè çàäà÷è ðåãóëèðîâàíèÿ ñèñ-

òåìû (4) â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè.
Ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå áûëà ðåøåíà çàäà÷à ðåãóëèðîâàíèÿ äëÿ ñèñòåìû (4).

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âûáðàíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû [8]:

� �  	4 5 10 5. , � � 199. , c � 06590. , k � 3894. , d0 00102� . , m � 154. . Ôóíäàìåíòàëüíàÿ

ìàòðèöà F t( ) ïðè âûáðàííûõ ïàðàìåòðàõ ñèñòåìû èìååò âèä

F t
F F

F F
( ) �

�

�
��

�

�
�� �11 12

21 22

�
�

	

	 	 	
e s t s e s t

s
e s t

s e

s t s t s t1 1 1
2 3 2

2
2

4

1
cos ( ) sin ( ) sin ( )

	 	 		

�

�

�
�
�

�

�

�
�

s t s t s t
s t e s t s e s t1 1 1
2 2 3 2sin ( ) cos ( ) sin ( )�

,

ãäå s1
659

3080
� , s2

239436119

3080
� , s3

659

239436119
� , s4

77880

239436119
� .
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Â êà÷åñòâå çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ âçÿòî g � ( . , )00078 0 . Åìó ñîîòâåò-

ñòâóåò óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå u
k

dz � 	
�

�00078 000780. ( . ) , íà êîòîðîå íàëîæåíî

îãðàíè÷åíèå 0 03� �u t( ) . , t � 0 . Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è áûëà âûáðàíà ñëåäóþùàÿ àï-

ïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèè p x( )1 :

p x
x G x x x

x G
( )

, { ( ): . },

,

,
1

1 1 1 2 1

1

22017 0 0006

163000
�

� � � �

� 2 1 2 10006 0008� � �

�
�
� {( ): . . }.,x x x

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïðîöåññå ðåãóëèðî-

âàíèÿ, à íà ðèñ. 3 — çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè. (Ãðàíè÷íûå çíà÷å-

íèÿ îáîçíà÷åíû øòðèõîâîé ëèíèåé.) Êðèâûå 1 ñîîòâåòñòâóþò îïòèìàëüíîé òðàåê-

òîðèè è îïòèìàëüíûì çíà÷åíèÿì îáðàòíîé ñâÿçè, âû÷èñëåííûì ñïîñîáîì 1. Äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷è (9) âûáðàíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ìåòîäà: � � �06 20. ,N , à äëÿ çà-

äà÷è (10) — ïàðàìåòðû � � 015. , N � 20. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî

õîòÿ ïðè ðåøåíèè âîñïîìîãàòåëüíûé ëèíåéíîé çàäà÷è ôàçîâûå îãðàíè÷åíèÿ

0 00081� �x t( ) . , t � 0, íå ó÷èòûâàëèñü, ïðåäëîæåííûé ìåòîä îáåñïå÷èâàåò èõ âû-

ïîëíåíèå äëÿ èñõîäíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìû (4) çà ñ÷åò âûáîðà àïïðîêñèìàöèè íå-

ëèíåéíîé ñèñòåìû è ïàðàìåòðîâ ñîïðîâîæäàþùåé çàäà÷è.

Ñïîñîá 2. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ðåãóëèðîâàíèÿ áóäåì îòäåëüíî

ñòàáèëèçèðîâàòü ñèñòåìó (4 ) íà ãðàíèöå êàæäîé îáëàñòè G G1 2, , èñïîëüçóÿ ãðàíèöó

ïåðâîé îáëàñòè G1 â êà÷åñòâå ïðîìåæóòî÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñòàáèëè-

çàöèè ñèñòåìû íà âñåé îáëàñòè G.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ x t0 ( ), t � 0, ñèñòåìû (4) ïðîõîäèò

òîëüêî ïî ïåðâîé îáëàñòè, x t G t0
1 0( ) ,� � . Ñîñòîÿíèå z d� ( , )*

1 0 ÿâëÿåòñÿ ñîñòîÿ-

íèåì ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû, åìó ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå u
k d

p
z �

�

1

1

*

. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè â ýòîé îáëàñòè èñïîëüçóåì ðåøåíèå ñëåäóþùåé
ñîïðîâîæäàþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

� � min, (11)

F x F x u
m

p Fj

j

N

j h

jh

11 1 12 2

1

1 12

1

0 0( ) ( ) ( ) ( ) (

( )

� � �� � 	
� 	

� �
�

t dt d) ,*� 1

F x F x u
m

p Fj

j

N

j h

jh

21 1 22 2

1

1 22

1

0 0( ) ( ) ( ) ( ) (

( )

� � �� � 	
� 	

� �
�

t dt) � 0 ,

L u L j N u u j Nj j z*
* , , ; | | , ,� � � 	 � �1 1� .
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Ðèñ. 2. Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè x1 ñèñòåìû â
ïðîöåññå ðåãóëèðîâàíèÿ

Ðèñ. 3. Ðåàëèçóåìûå çíà÷åíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè
äëÿ çàäà÷è ïåðâîãî òèïà



Ïîñëå òîãî êàê îïòèìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ x t0 ( ), t � 0 , ñèñòåìû (4) îêàæåòñÿ â

îáëàñòè G x x d x g2 1 2 1 1 1 0� � �� 	 � � �{ }( , ): ),* , ïåðåéäåì ê ñòàáèëèçàöèè ñîñòîÿíèÿ

z g g� ( , )1 2 . Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàáèëèçèðóþùåé îáðàòíîé ñâÿçè

èñïîëüçóåì ðåøåíèå âòîðîé ñîïðîâîæäàþùåé çàäà÷è:

� � min, (12)

F x F x u
m

p Fj

j

N

j h

jh

11 1 12 2

1

2 12

1

0 0( ) ( ) ( ) ( ) (

( )

� � �� � 	
� 	

� �
�

t dt g) � 1,

F x F x u
m

p Fj

j

N

j h

jh

21 1 22 2

1

2 22

1

0 0( ) ( ) ( ) ( ) (

( )

� � �� � 	
� 	

� �
�

t dt g) � 2 ,

L u L j N u u j N u
k g

p
j j z z*

* , , ; | | , , ;� � � 	 � � �
�

�
��

�

�
��1 1 1

2

�
�

.

Àëãîðèòì ðàáîòû ðåãóëÿòîðà â îáëàñòÿõ G1 è G2 àíàëîãè÷åí îïèñàííîìó

âûøå.

Íà ðèñ. 2, 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ñèñòåìû (4). Êðèâûå 2

ñîîòâåòñòâóþò îïòèìàëüíîìó ïîëîæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è çíà÷åíèÿì îá-

ðàòíîé ñâÿçè, ïîëó÷åííûì ñïîñîáîì 2. Ïðè ýòîì áûëè âûáðàíû ñëåäóþùèå ïà-

ðàìåòðû ñîïðîâîæäàþùèõ çàäà÷: â îáëàñòè G1: � � 06. , N � 20 ; â îáëàñòè G2 :

� � 015. , N � 20 .

Êàê ïîêàçûâàþò ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû, îáà ñïîñîáà ðåãóëèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ

äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûìè. Âñå äàëüíåéøèå ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû íà îñíîâå

ñïîñîáà 2.

Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðåãóëèðîâàíèÿ áûëà ðåøåíà ïðè ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìà-

öèÿõ íåëèíåéíîé ôóíêöèè â îáëàñòè G2 . Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò

p x( )1 �
22017

163000

1 1

1 2

, ,

, ,

x G

x G

�

�

�
�
�

êðèâàÿ 2 ñîîòâåòñòâóåò p x( )1 �
22017

160000

1 1

1 2

, ,

, .

x G

x G

�

�

�
�
�

Â ïåðâîì ñëó÷àå íåëèíåéíàÿ ñèñòåìû (4) ñòàáèëèçèðóåòñÿ â ñîñòîÿíèè

( . , )00078 0 , âî âòîðîì — â ñîñòîÿíèè ( . , )000792 0 .

Â ðàáîòå [8] äëÿ ñèñòåìû (4) áûëà ïîñòðîåíà îãðàíè÷åííàÿ ñòàáèëèçèðóþùàÿ

ñâÿçü äëÿ ñîñòîÿíèÿ ( . , )00074 0 . Ñ öåëüþ ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [8] ñòà-

áèëèçèðóþùàÿ îáðàòíàÿ ñâÿçü áûëà ðåàëèçîâàíà èçëîæåííûì âûøå ìåòîäîì äëÿ

r � 00074. . Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå G áûëà ðàññìîòðåíà îáëàñòü

G x x x G G G� � � �{ }( , ): . ,1 2 1 1 20 00074 � ,

G x x x G x x x1 1 2 1 2 1 2 10 0006 0006 0007� � � � � �{ } {( , ): . , ( , ): . . 4}.

Â êàæäîé îáëàñòè âûáðàíà ñëåäóþùàÿ àïïðîêñèìàöèÿ íåëèíåéíîé ñèñòå-

ìû (1): f x
m

p x( ) ( ),1 1�
�

p x( ) ,1 22017� x G1 1� ; p x( ) ,1 120269� x G1 2� .

Ñðàâíèì ðåçóëüòàòû ðàáîòû [8] ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â íàñòîÿùåé

ñòàòüå.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè çàìêíóòîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëåí-

íûå â ðàáîòå [8] (êðèâàÿ 1) è ïîñòðîåííûå èçëîæåííûì âûøå ìåòîäîì (êðèâàÿ 2).

Îíè ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

( . , )00074 0 . Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû äëÿ ñîñòîÿíèÿ

( . , )00078 0 (êðèâàÿ 3).
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Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

( . , )00074 0 , ïîëó÷åííûå â ðàáîòå [8] â ïðîöåññå óïðàâëåíèÿ (êðèâàÿ 1), è çíà÷åíèÿ

îáðàòíîé ñâÿçè, ïîëó÷åííûå èçëîæåííûìè âûøå ìåòîäàìè (êðèâàÿ 2). Äëÿ ñðàâíå-

íèÿ ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû äëÿ ñîñòîÿíèÿ ( . , )00078 0 (êðèâàÿ 3).

Â ðàáîòå [8] äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ( . , )00074 0 ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî íà÷àëü-

íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû (4), äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó.

Èñïîëüçîâàííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîçâîëèëè

ñóùåñòâåííî óâåëè÷èòü ýòî ìíîæåñòâî.

ÂÒÎÐÎÉ ÒÈÉ ÑÎÏÐÎÂÎÆÄÀÞÙÅÉ ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

Èçìåíèì òèï ñîïðîâîæäàþùåé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ è ïîñòðîèì

ñòàáèëèçèðóþùóþ îáðàòíóþ ñâÿçü, èñïîëüçóÿ ñïîñîá 1. Âìåñòî çàäà÷è (6) èñ-

ïîëüçóåì ñîïðîâîæäàþùóþ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ïîëíîãî èìïóëüñà óïðàâëÿþùå-

ãî âîçäåéñòâèÿ, êîòîðàÿ èìååò âèä

| ( ) | minu t u dtz	 ��
0

�

,
(13)

� , � , ( , )x x x
k

m
x

c

m
x

m
p u x x G1 2 2 1 2 1 1 2 1� � 	 	 � �

�
,

� , � , ( , )x x x
k

m
x

c

m
x

m
p u x x G1 2 2 1 2 2 1 2 2� � 	 	 � �

�
,

x z x z x g x g1 1 2 2 1 1 2 20 0( ) , ( ) , ( ) , ( )� � � �� � ,

L u t L t T*
*( ) , [ , ]� � � � 0 � .

Àëãîðèòì ðåàëèçàöèè îïòèìàëüíîé îáðàòíîé ñâÿçè àíàëîãè÷åí îïèñàííîìó

âûøå.

Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ðàáîòîé [8]. Íà ðèñ. 6, 7 ïîêàçàíû îïòè-

ìàëüíûå òðàåêòîðèè çàìêíóòîé ñèñòåìû è ðåàëèçîâàâøèåñÿ çíà÷åíèÿ îáðàòíîé ñâÿ-

çè, ïîñòðîåííûå èçëîæåííûì âûøå ìåòîäîì è ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå [8]. Êðè-

âûå 2 ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèþ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è çíà÷åíèÿì îáðàòíîé ñâÿçè

â [8] äëÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (0.0074; 0), êðèâûå 1 — ïîëîæåíèþ ìàòåðèàëüíîé

òî÷êè è çíà÷åíèÿì îáðàòíîé ñâÿçè, ïîëó÷åííûì â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ âñïîìîãà-

òåëüíîé çàäà÷è (13) äëÿ (0.0078; 0).
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Ðèñ. 4. Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè x1 ñèñòåìû äëÿ
çàäà÷è âòîðîãî òèïà, ïîëó÷åííûå â [8] (1) è
èçëîæåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå (2)

Ðèñ. 5. Çíà÷åíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè, ïîëó÷åííûå â
ðàáîòå [8] (1) è èçëîæåííûå â íàñòîÿùåé
ñòàòüå (2)



Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ïîëó÷åííûõ â äàííîé ñòàòüå ðåçóëüòà-

òîâ ñ ðåçóëüòàòàìè [8] äëÿ ñèñòåìû (4) ïîêàçûâàåò ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî

ìåòîäà ðåàëèçàöèè äèñêðåòíîé îáðàòíîé ñâÿçè äëÿ çàäà÷è ðåãóëèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ

ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óëó÷øèòü ïåðåõîäíûå ïðîöåññû â ñèñòåìå è äîñòè÷ü ãîðàç-

äî áîëüøåé îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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