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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Íîâûì òåîðåòè÷åñêèì ïîäõîäîì äëÿ ðåøåíèÿ âàæíûõ çàäà÷ ýêîíîìèêè, ïðîåêòè-

ðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì, ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ÿâëÿ-

åòñÿ ïðèìåíåíèå ìîäåëåé è ìåòîäîâ, ñî÷åòàþùèõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòü àëüòåð-

íàòèâ è êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Â îáëàñòè èññëåäîâà-

íèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äèñêðåòíûõ è âåêòîðíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷,

ïîñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû ñóùåñòâåííûå ðåçóëüòà-

òû [1–22]. Âûñîêàÿ ñòåïåíü àáñòðàêöèè ïîñòàíîâîê è ðåøåíèé îïòèìèçàöèîííûõ

êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü èõ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè òåõíè÷å-

ñêèõ è ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, ðåøåíèè çàäà÷ ýêîíîìèêè, ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ,

óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì îáðàáîòêè äàííûõ, ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå âû-

÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû. Íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûå èç íèõ ñîñòàâëÿþò îòäåëüíóþ îá-

ëàñòü ïîëèýäðàëüíîé êîìáèíàòîðèêè [8–12, 14–16, 18, 19]. Îáùàÿ èäåÿ ýòèõ ìåòî-

äîâ ñîñòîèò â óñòàíîâëåíèè ñâÿçè ýêñòðåìàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ñ ìåòîäàìè

ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: ýëåìåíòû äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà èíòåðïðåòèðóþò-

ñÿ êàê òî÷êè åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ôóíêöèè êðèòåðèåâ è îãðàíè÷åíèé ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ êàê íåïðåðûâíûå. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ

ýêñòðåìóìà ôóíêöèè íà âûïóêëîé îáîëî÷êå çàäàííûõ òî÷åê (ò.å. íà âûïóêëîì ìíî-

ãîãðàííèêå). Êàê èçâåñòíî, ýêñòðåìóì ëèíåéíîé ôîðìû íà ìíîãîãðàííèêå äîñòèãà-

åòñÿ â îäíîé èç âåðøèí, è çàäà÷à åãî íàõîæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðî-

ãðàììèðîâàíèÿ. Îñîáåííîñòü ðåøåíèÿ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ïðè òàêîì ñâåäåíèè

ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè íàõîæäåíèè ðåøåíèÿ ñëåäóåò îãðàíè÷èâàòüñÿ ëèøü

âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ êëàññîâ êîìáèíàòîðíûõ ìîäå-

ëåé, ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ èõ ðåøåíèÿ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ìåòîäàì,

îñíîâàííûì íà ïðèìåíåíèè ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ [2, 8–16].

Èñïîëüçîâàíèå èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå âûïóêëîé îáîëî÷êè äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,

ÿâëÿþùåéñÿ îñíîâàíèåì äëÿ ìíîãèõ ìíîãîãðàííûõ ìåòîäîâ, — îäèí èç ñàìûõ ýô-

ôåêòèâíûõ, ïî ìíåíèþ àâòîðîâ, ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòè-

ìèçàöèè. Íî ïðè ðåøåíèè òàêèõ çàäà÷ âîçíèêàþò ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñî ñëîæ-

íîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, áîëüøèì îáúåìîì èíôîðìàöèè è äð.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ôîðìóëèðóåòñÿ è ðàññìàòðèâàåòñÿ êà÷åñòâåííî íîâàÿ è àêòó-

àëüíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ îáúåäèíÿåò ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòü àëüòåðíàòèâ è äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé, èìåþùåå êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà ïîëèðàçìåùåíèé. Ñâîéñòâà

åâêëèäîâûõ êîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâ îïèñàíû âî ìíîãèõ ðàáîòàõ. Íàðÿäó ñ õîðîøî

èçâåñòíûìè åâêëèäîâûìè êîìáèíàòîðíûìè ìíîæåñòâàìè ïåðåñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé,

ñî÷åòàíèé, ðàçáèåíèé ïîÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûå ñòðóêòóðû — ïîëèêîìáèíàòîðíûå

ìíîæåñòâà [11, 12, 15]. Ïîâûøåííûé èíòåðåñ ê òàêèì ìíîæåñòâàì îáóñëîâëåí ðàçðà-

© Í.Â. Ñåìåíîâà, Ë.Í. Êîëå÷êèíà, 2009



ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 3 119

áîòêàìè ïîñëåäíèõ ëåò â îáëàñòè êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé ïðè ñîçäàíèè ñîâðå-

ìåííûõ àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.

Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ íà êîìáè-

íàòîðíûõ è ïîëèêîìáèíàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ, ïðåäñòàâëåííûå â [8–12]. Íà îñíîâà-

íèè óñòàíîâëåííîé âçàèìîñâÿçè ìåæäó ìíîãîêðèòåðèàëüíûìè çàäà÷àìè íà êîìáè-

íàòîðíûõ ìíîæåñòâàõ è îïòèìèçàöèîííûìè çàäà÷àìè íà íåïðåðûâíîì äîïóñòèìîì

ìíîæåñòâå èçó÷åíû íåêîòîðûå ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà äîïóñòèìîé îáëàñòè, ñôîðìó-

ëèðîâàíî è äîêàçàíî ðÿä òåîðåì îá óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè ðàçëè÷íûõ âèäîâ ýô-

ôåêòèâíûõ ðåøåíèé ðàññìîòðåííûõ çàäà÷. Äëÿ âåêòîðíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîãî

òèïà íà ìíîæåñòâå ïîëèðàçìåùåíèé ïðåäëîæåí ïîëèýäðàëüíûé ïîäõîä ê èõ ðåøå-

íèþ, îñíîâàííûé íà èäåÿõ ìåòîäîâ ãëàâíîãî êðèòåðèÿ, îòñåêàþùèõ ïëîñêîñòåé,

ðåëàêñàöèè.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß È ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Êàê èçâåñòíî, ðàçìåùåíèåì èç q ýëåìåíòîâ ïî n íàçûâàåòñÿ óïîðÿäî÷åííûé íà-
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Îïðåäåëåíèå 1. Ìíîæåñòâî

A q k n s a a a A i N h Hh h n h i n( , , , ) {( ,... , ) | , }( ) ( ) ( )� � � � � �1

íàçûâàþò îáùèì ìíîæåñòâîì ïîëèðàçìåùåíèé.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìóëüòèìíîæåñòâà A ïî íåóáûâà-

íèþ: a a an1 2
 
 
� . Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî óïîðÿäî÷åíèå ñîõðàíÿåòñÿ è äëÿ êàæäîãî
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÂÛÏÓÊËÎÉ ÎÁÎËÎ×ÊÈ ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÃÎ
ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ — ÌÍÎÃÎÃÐÀÍÍÈÊÀ ÏÎËÈÐÀÇÌÅÙÅÍÈÉ

Âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà ïîëèðàçìåùåíèé A q k n s( , , , ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî-
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Òåîðåìà 1. Ìíîãîãðàííèê ïîëèðàçìåùåíèé M A
qk
ns ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñîâîêóï-

íîñòüþ âñåõ ðåøåíèé ñëåäóþùåé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

x a i N

x a m N

j

j

n

j
i

j

n

s

j

m

j
i

j

m

i q

i i

j

i i

i

� �

� �

� �

� �


 �

� �

1 1

1 1

, ,

,� � � � �

�

�

�
�

�

�
� 1 , , ,� j i sJ i N

(1)

� �j t ij t j t J	 � 	 � �, , , .

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ìíîãîãðàííèêà M A
qk
ns ( ) è åãî ñâÿçü ñ îáùèì

ìíîæåñòâîì ïîëèðàçìåùåíèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (1), (2) ìîæíî âûäåëèòü s ïîäñèñ-

òåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îïèñûâàþùèõ ìíîãîãðàííèêè ðàçìåùåíèé M A
q k

n i

i i

i ( ), ÿâ-

ëÿþùèåñÿ âûïóêëûìè êîìáèíàöèÿìè ìíîæåñòâ ðàçìåùåíèé a i N
h si , � . Ñëåäîâà-

òåëüíî,

M A x R x a x a
q k

n i n
j

j

n

q j
i

j

n

j

m

i i

i i

i

i

i

j

i

( ) ,� � 
 �
�

�
� �

� � �
1 1 1

� j
i

j

mi

�
�

�
�
�

��

�
�
�

��1

,

m N J j t j t J i Ni q j i j t i si
� � 	 � 	 � � � ��1 , , , , , ,� � � .

Êàê èçâåñòíî, ïîä ïðîèçâåäåíèåì ìíîãîãðàííèêîâ M M s1 , ... , ïîíèìàþò ìíî-

æåñòâî � � � � � � �
�

� �

i

s

i
d d

s i i sM x R x x x x M i Ns

1
1

1{ | ( ,... , ), }
�

, ãäå M i — di -ìåð-

íûé ìíîãîãðàííèê.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 3.2 [17, ñ. 26] ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
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Òåîðåìà 2. Ìíîãîãðàííèê ïîëèðàçìåùåíèé M A
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�

�
� �

� �

�
1

1 2 1

,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ïî âñåì ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ t t t ni i
n i
i

i
i1 2 1

� � �
� �

�

â öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ.
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Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî ïîëèðàçìåùåíèé — ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ðàçìåùå-

íèé A q k n s A q k n( , , , ) ( , , )� � �i N s, êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ ïîëèðàçìåùåíèé íå

ïðåâîñõîäèò îáùåãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà ðàçìåùåíèé.

Óòâåðæäåíèå 1. Ìîùíîñòü A
qk
ns ìíîæåñòâà ïîëèðàçìåùåíèé A q k n s( , , , ) îïðå-

äåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé

A A q k n s
q

q nqk
ns

i

s
i

i i

� �
��

�| ( , , , ) |
!

( )!1

.

Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû [15].

Òåîðåìà 3. Ìíîãîãðàííèê M
qk
ns ïîëèðàçìåùåíèé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ìíîãî-

ãðàííèêîâ M A
q k

n i

i i

i ( ) , i N s� , ðàçìåùåíèé: M A M A
qk
ns

i

s

q k

n i

i i

i( ) ( )� �
�1

.

Òåîðåìà 4. Ìíîæåñòâî ïîëèðàçìåùåíèé A q k n s( , , , ) ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

âåðøèí ìíîãîãðàííèêà M A
qk
ns ( ) .

Òåîðåìà 5. Âåðøèíà a h M A
qk
ns( ) ( )�vert ÿâëÿåòñÿ ñìåæíîé ñ âåðøèíîé

a z M A
qk
ns( ) ( )�vert òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a z( ) îáðàçóåòñÿ èç a h( ) ïåðåñòàíîâ-

êîé äâóõ íåðàâíûõ îäèí äðóãîìó êîìïîíåíòîâ — ai
i è a j J i Nj

i
q si

, ,� ��1 .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî p ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ â ñèñòå-

ìó (1), (2), îïèñûâàþùèõ ìíîãîãðàííèê ïîëèðàçìåùåíèé M A
qk
ns ( ) , î÷åíü âåëèêî.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ åãî ìîæíî óìåíüøèòü.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè èç n êîîðäèíàò x i Ni n, � , òî÷êè x R n� òîëüêî k ðàçëè÷-

íûõ, òî ÷èñëî íåðàâåíñòâ ñèñòåìû, îïèñûâàþùèõ âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê M
qk
ns ,

ìîæíî óìåíüøèòü, èñêëþ÷èâ èç íåå N N i

i

s

�
�
�

1

, ãäå N n Ci i n
j

j i

n

i

i

� � �
� �
�1

1

, íåðàâåíñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ ïîäñèñòåìû äëÿ íåêîòîðîãî ïîä-

ìíîæåñòâà J i Ni s, � , ñèñòåìû (1), (2), èìåþùèõ îäèíàêîâîå çíà÷åíèå mi âåðõíåãî

ïðåäåëà ñóììèðîâàíèÿ, íàçîâåì mi -é ãðóïïîé íåðàâåíñòâ ýòîé ïîäñèñòåìû. Â êàæ-

äóþ mi -þ ãðóïïó âõîäèò Cq
m

i

i íåðàâåíñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ÷èñëî íåðàâåíñòâ,

îïèñûâàþùèõ ìíîãîãðàííèê M A
q k

n i

i i

i ( ), ðàâíî p Ci q

m q

i

q

i

i i

i

� �
�
� 2

0

, i N s� . Ïîñêîëüêó

èç qi êîîðäèíàò a j
i , j J i� , ki ðàçëè÷íûõ, òî èç i -é ïîäñèñòåìû íåðàâåíñòâ (1), (2)

ìîæíî èñêëþ÷èòü íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà. Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ a a aq1 2
 
 
� äëÿ

ëþáîãî j N mi
� �1, m qi i
 , i N s
 , ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî a aj

i
j
i�
�1

. Ïîýòîìó ïðè

âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ ïåðâîé ãðóïïû â ïîäñèñòåìå (1), (2) áóäóò òàêæå ñïðàâåä-

ëèâû íåðàâåíñòâà âòîðîé, òðåòüåé, …, mi -é, i N s� , ãðóïï. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëü-

êó x aj
i�
1
, j J i� , i N s� , äëÿ ëþáîãî m Ni n� âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå x m a

j

i

j

m

i
i

�

�
� �

1
1

.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç êàæäîé ïîäñèñòåìû ñèñòåìû (1), (2), îïèñûâàþùåé ìíîãîãðàííèê

ïîëèðàçìåùåíèé M A
qk
ns ( ) , ìîæíî èñêëþ÷èòü íåðàâåíñòâà âòîðîé, òðåòüåé, …, mi -é,

i N s� , ãðóïï è îáùåå ÷èñëî íåðàâåíñòâ â mi ïîäñèñòåìå áóäåò ñîñòàâëÿòü

N q Ci i q
j

j i

q

i

i

� � �
� �
�1

1

. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè, åñëè íàáîð ÷è-

ñåë ( , ,... , )a a ai i
n
i

1 2
îáëàäàåò ñâîéñòâîì a aj

i
j
i�
�1
� � � �j N Nn n mi i i1 \ , i N s� . Òîãäà
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â ïîäñèñòåìå ñèñòåìû (1), (2) äîñòàòî÷íî îñòàâèòü òîëüêî íåðàâåíñòâà ïåðâîé, âòî-

ðîé, …, ( )m ji � -é ãðóïï. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî íåðàâåíñòâ, êîòîðîå ìîæíî èñêëþ-

÷èòü èç ñèñòåìû (1), (2), îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èîé N N i

i

s

�
�
�

1

.

Ïðè îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâà ïîëèðàçìåùåíèé A q k n s( , , , ) â åâêëèäîâî ïðî-

ñòðàíñòâî R n ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó Z F X( , ) ìàêñèìèçàöèè íåêîòîðîãî âåêòîðíîãî

êðèòåðèÿ F x( ) íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå X :

Z F X F x x X( , ) : max{ ( ) | }� .

Êàæäîé òî÷êå a A q k n s� ( , , , ) ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà x X� , òàêàÿ, ÷òî F x a( ) ( )� � ,

ãäå F x f x f x f xl( ) ( ( ), ( ),... , ( ))� 1 2 , f R Ri
n: ,
 1 i N l� , X — íåïóñòîå ìíîæåñòâî,

êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: X M A
qk
ns� vert ( ), ãäå M A

qk
ns ( ) �

�conv A q k n s( , , , ) . Ïóñòü çàäà÷à Z F X( , ) ñîäåðæèò òàêæå âûïóêëûå îãðàíè÷åíèÿ, îáðà-

çóþùèå çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî D R n� âèäà D x R g x i Nn
i m� � 
 �{ | ( ) , }0 .

Òîãäà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X M A D
qk
ns� vert ( )� .

Òðàäèöèîííîå ïîíÿòèå îïòèìàëüíîñòè â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-

öèè çàìåíÿåòñÿ ïîíÿòèÿìè Ïàðåòî-îïòèìàëüíîñòè (ýôôåêòèâíîñòè), ñëàáîé ýôôåêòèâ-

íîñòè (îïòèìàëüíîñòè ïî Ñëåéòåðó) è ñòðîãîé ýôôåêòèâíîñòè (îïòèìàëüíîñòè ïî

Ñìåéëó). Òàêèì îáðàçîì, ïîä ðåøåíèÿìè çàäà÷è Z F X( , ) áóäåì ïîíèìàòü ýëåìåíòû

ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ: P F X( , ) — ýôôåêòèâíûõ (Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ) ðåøåíèé,

Sl ( , )F X — ñëàáî ýôôåêòèâíûõ (îïòèìàëüíûõ ïî Ñëåéòåðó), Sm( , )F X — ñòðîãî

ýôôåêòèâíûõ (îïòèìàëüíûõ ïî Ñìåéëó) ðåøåíèé. Ñîãëàñíî [4–7] äëÿ êàæäîãî äî-

ïóñòèìîãî x X� ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

x F X y X F y F x� � � � ��Sl ( , ) { | ( ) ( )} , (3)

x P F X y X F y F x F y F x� � � � 	 ��( , ) { | ( ) ( ), ( ) ( )} , (4)

x F X y X y x F y F x� � � 	 � ��Sm( , ) { | , ( ) ( )} , (5)

Sm Sl( , ) ( , ) ( , )F X P F X F X� � . (6)

Ïîñêîëüêó | |X � � , ìíîæåñòâî P F X( , ) 	� è âíåøíå óñòîé÷èâî [13].

ÑÒÐÓÊÒÓÐÍÛÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ È ÓÑËÎÂÈß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ
ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÌÍÎÆÅÑÒÂ ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

Óòâåðæäåíèå 3. Äëÿ ìíîæåñòâ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è Z F X( , ) ñïðàâåä-

ëèâû âêëþ÷åíèÿ: Sm Sl vert( , ) ( , ) ( , ) ( )F X P F X F X M A
qk
ns� � � .

Ìíîãîãðàííèê M A
qk
ns ( ) ïðåäñòàâèì â âèäå M A x R x

qk
ns n

i i( ) { | , ,� � � � 
� �

i N p� }.

Ââåäåì ìíîæåñòâî N y i N yq i i( ) { | }� � �� � , 0 0� � � 
Q y x R xn
i( ) { | ,�

i N y� ( )} — êîíóñ, êîòîðûé ìîæåò áûòü ïîñòðîåí äëÿ âñåõ òî÷åê y M A
qk
ns�vert ( ) .

Î÷åâèäíî, ÷òî N y( ) 	� , X y M y � �0 ( ).

Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà äîïóñòèìîé îáëàñòè X è ìíîæåñòâ ðàçëè÷íûõ âèäîâ

ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé, îòìå÷åííûå â óòâåðæäåíèè 3, à òàêæå ëèíåéíîñòü ôóíêöèé

âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ ïîçâîëÿþò ñâåñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Z F X( , ) ê ðåøåíèþ çàäà÷è

Z F G( , ) , îïðåäåëåííîé íà íåïðåðûâíîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå G M A D
qk
ns� ( )� .

Òåîðåìà 6. Ñïðàâåäëèâû âêëþ÷åíèÿ: P F G M A P F X
qk
ns( , ) ( ) ( , )�vert � ,

Sl vert Sl( , ) ( ) ( , )F G M A F X
qk
ns

� � , Sm vert Sm( , ) ( ) ( , )F G M A F X
qk
ns

� � .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó vert M A D G
qk
ns ( ) � � , èìååì

P F G M A D P F G M A D P F X
qk
ns

qk
ns( , ) ( ) ( , ) ( ) ) ( ,� � � �vert vert� � ) .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèÿ

Sm Sm vert Sm vert( , ) ( , ( )) ( , ) ( )F X F D M A F G M A
qk
ns

qk
ns� !� � ,

Sl Sl vert Sl vert( , ) ( , ( ) ) ( , ) ( )F X F M A D F G M A
qk
ns

qk
ns� !� � .

Ïóñòü ôóíêöèè f x i Ni l( ), � , âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ F x( ) ëèíåéíû, ò.å.

f x c xi i( ) ,� � � , i N l� , C R n l� " — ìàòðèöà è ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå C R Rn l: 
 ,

ci — åå âåêòîð-ñòðîêà, i N l� . Îáîçíà÷èì K x R Cxn� � �{ | }0 — êîíóñ ïåðñïåêòèâ-

íûõ íàïðàâëåíèé [4] çàäà÷è Z F X( , ) , K x R Cxn
0 0� � �{ | }— ÿäðî îòîáðàæåíèÿ C ,

int { | }K x R Cxn� � � 0 — âíóòðåííîñòü êîíóñà K .

Èç ôîðìóë (3)–(5) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèé � �x X :

x C X x K X� � � ��Sl ( , ) ( int )� , (7)

x P C X x K K X� � � ��( , ) ( \ )0 � , (8)

x C X x K X x� � � ��Sm( , ) ( ) \ { }� . (9)

Òåîðåìà 7. Åñëè äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X çàäà÷è Z F X( , ) íå ñîäåðæèò îãðà-

íè÷åíèé, îïèñûâàþùèõ âûïóêëîå ìíîãîãðàííîå ìíîæåñòâî D, èëè M A D
qk
ns ( ) ,

ò.å. X M A
qk
ns� vert ( ) , òî � �x R n ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

Sl vert Sl( , ( )) ( ) ( , )F M A M A F X
qk
ns

qk
ns

� � ,

P F M A M A P F X
qk
ns

qk
ns( , ( )) ( ) ( , )� vert � ,

Sm vert Sm( , ( )) ( ) ( , )F M A M A F X
qk
ns

qk
ns

� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 6 è óñëîâèé äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî

� �x R n ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

x F M A M A x F X
qk
ns

qk
ns� # �Sl vert Sl( , ( )) ( ) ( , )� ,

x P F M A M A x P F X
qk
ns

qk
ns� # �( , ( )) ( ) ( , )� vert ,

x F M A M A x F X
qk
ns

qk
ns� # �Sm vert Sm( , ( )) ( ) ( , )� .

Äîêàæåì îáðàòíûå èìïëèêàöèè. Ïóñòü x F X�Sl ( , ) , îòêóäà ñîãëàñíî óòâåðæäå-

íèþ 3 x M A
qk
ns�vert ( ) . Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî x F M A

qk
ns$Sl ( , ( )) . Ñ ó÷å-

òîì ëèíåéíîñòè ôóíêöèé f x i Ni l( ), � , âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ F x( ) ñîãëàñíî òåîðå-

ìå 5 [6] âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå int ( )K M x� 0� 	 � , ò.å. â êîíóñå ( int )x K� ëåæàò íå-

êîòîðûå òî÷êè ãðàíèöû ìíîãîãðàííèêà M A
qk
ns ( ) . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò

âåðøèíà M A
qk
ns ( ) , ïðèíàäëåæàùàÿ ýòîìó êîíóñó, ÷òî â ñèëó ôîðìóëû (7) îçíà÷àåò,

÷òî x F X$Sl ( , ) , è ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ óñëîâèåì òåîðåìû. Îñòàëüíûå

óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû äîêàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 7 � �x X ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

x F X x F M A M A
qk
ns

qk
ns� � �Sl Sl vert( , ) ( , ( )) ( )� ,

x P F X x P F M A M A
qk
ns

qk
ns� � �( , ) ( , ( )) ( )� vert ,

x F X x F M A M A
qk
ns

qk
ns� � �Sm Sm vert( , ) ( , ( )) ( )� .
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Åñëè â çàäà÷å äîïóñòèìàÿ îáëàñòü X M A
qk
ns� vert ( ) , òî äëÿ ëþáîé òî÷êè

x M A
qk
ns�vert ( ) çàäà÷è P F X( , ) ñïðàâåäëèâû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ

îïòèìàëüíîñòè âñåõ óêàçàííûõ âèäîâ ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííûå â [6].

Åñëè M A D M A
qk
ns

qk
ns( ) ( )� 	 , òî ñïðàâåäëèâû ëèøü äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòè-

ìàëüíîñòè ðåøåíèé.

Òåîðåìà 8. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x M A
qk
ns�vert ( ):

x P F M A D x P F X
qk
ns� # �( , ( )) ( , )� , x F M A D x F X

qk
ns� # �Sl Sl( , ( )) ( , )� ,

x F M A D
qk
ns�Sm( , ( ))� # �x F XSm( , ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó G M D� � , òî ñïðàâåäëèâû èìïëèêàöèè:

� � � #x M A x P F M A D
qk
ns

qk
nsvert ( ): ( , ( ))�

# � � # �x P F M A D P F G x P F X
qk
ns( , ( ) ) ( , ) ( , )� ,

x F M A D x F X
qk
ns� # �Sl Sl( , ( )) ( , )� ,

x F M A D x F X
qk
ns� # �Sm Sm( , ( )) ( , )� .

ÏÎËÈÝÄÐÀËÜÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÂÅÊÒÎÐÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÍÀ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÌ ÌÍÎÆÅÑÒÂÅ ÏÎËÈÐÀÇÌÅÙÅÍÈÉ

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ è ðàçâèâàåò ðåçóëüòàòû ðàáîò

[1, 5, 6, 8–13, 20–22]. Ïðåäëîæåí è îáîñíîâàí ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è Z F X( , ) ,

îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè âåêòîðíîé çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè ê çàäà÷å,

îïðåäåëåííîé íà âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà ïîëèðàçìåùåíèé, à òàêæå ðàçâè-

òèè ìåòîäà ãëàâíîãî êðèòåðèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà âåêòîðíûõ çàäà÷,

ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ÷èñëî îãðàíè÷åíèé äîâîëüíî áîëüøîå.

Óòâåðæäåíèå 4. Åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà A è êîýôôèöèåíòîâ c j ,

j N n� , öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è extr vertf x c x x M Aj j

j

n

qk
ns( ) | ( )� �

�
�
�

��

�
�
�

���
�

1

âûïîëíÿþò-

ñÿ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿ a a an1 2
 
 
� è c c ci i in1 2

 
 
� , i j Nj n, � , òî ìàê-

ñèìóì ôóíêöèè f x( ) íà äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå x �
� % % �( ) ( )x x M Ai i qk

ns
n1

� vert , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê x ai jj
� � �j N n , à ìèíè-

ìóì — â òî÷êå x x x xi i in
� % %( , )

1 2
� , ãäå x ai n jj�

� �1
� � �j N n 1 0�{ }.

Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà, òàê êàê íàèáîëüøåå çíà÷åíèå

ñóììû ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé äîñòèãàåòñÿ ïðè ñîïîñòàâëåíèè âîçðàñòàþùåé ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòè ci ñ âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ xi , à íàèìåíüøåå çíà÷å-

íèå — ïðè ñîïîñòàâëåíèè ci ñ óáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ xi .

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà âåêòîðíûõ çàäà÷

ñîñòîèò â òîì, ÷òî èñõîäíàÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìè-

çàöèè ïî îäíîìó êðèòåðèþ f xr ( ) , r N l� , êîòîðûé îáúÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì èëè îñíîâ-

íûì, ïðè óñëîâèè, ÷òî çíà÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ êðèòåðèåâ äîëæíû áûòü íå ìåíüøå

íåêîòîðûõ óñòàíîâëåííûõ âåëè÷èí (ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé) t i , i N rl� \ { }. Òàêèì

îáðàçîì, èìååì çàäà÷ó

Z f X t f x f x t i N r x Xr i r i i l( , ( )): max{ ( ) | ( ) , \ { }, }� � � .

Îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x0 ýòîé çàäà÷è âñåãäà ñëàáî ýôôåêòèâíî, à åñëè îíî

åäèíñòâåííî (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ~ f ), òî è ýôôåêòèâíî. Åñëè ðåøåíèå

x0 ýôôåêòèâíî, òî îíî åäèíñòâåííîå (ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè ~ f ) ðåøåíèå

çàäà÷è Z f X tr i( , ( )) ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì r N l� è t f xi i� ( )0 , i N rl� \ { }. Âû-
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áîð îäíîãî èç êðèòåðèåâ â êà÷åñòâå ãëàâíîãî íå îãðàíè÷èâàåò ñâîáîäû âûáîðà

îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé t i , i N rl� \ { }, ìîæ-

íî âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì 4, êîòîðîå äàåò âîçìîæíîñòü óñòàíîâëåíèÿ âåð-

õíèõ è íèæíèõ ãðàíèö çíà÷åíèé êðèòåðèåâ f x i Ni l( ), � , íà ìíîæåñòâå ïîëèðàçìå-

ùåíèé. Ïðåäëàãàåòñÿ äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è Z F X( , ) . Ïåðâûé

ñîñòîèò â íàçíà÷åíèè ïîðîãàì t i , i N rl� \ { }, ìèíèìàëüíûõ çíà÷åíèé êðèòåðèåâ

f x i Ni l( ), ,� íà ìíîæåñòâå ïîëèðàçìåùåíèé ñ ïîñëåäóþùèì ñóæåíèåì äîïóñòèìî-

ãî ìíîæåñòâà çàäà÷è Z f Xr( , ) ïîñðåäñòâîì âûáîðà ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé ïîðîãîâ

t i , i N rl� \ { }, óïîðÿäî÷åííûõ ïî âîçðàñòàíèþ, çà ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè êðè-

òåðèåâ. Âòîðîé ïîäõîä ïðåäïîëàãàåò ïîèñê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Z f Xr( , )
ïðè íàçíà÷åíèè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûõ çíà÷åíèé êðèòåðèåâ f xi ( ) , i N l� , ñ ïî-

ñëåäóþùèì ðàñøèðåíèåì åå äîïóñòèìîé îáëàñòè, åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à îêàæåòñÿ

íåäîïóñòèìîé, à â ñëó÷àå åå äîïóñòèìîñòè — íàõîæäåíèå ýôôåêòèâíîãî ëèáî ñëà-

áî ýôôåêòèâíîãî ðåøåíèÿ.

Ïðîöåäóðà íàçíà÷åíèÿ ñåðèè ïîðîãîâûõ âåëè÷èí t i îãðàíè÷åíèé è â ïåðâîì

è âî âòîðîì ïîäõîäå ïðîñòà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì óòâåðæäåíèÿ 4 îíà ñâîäèòñÿ ïîñëå

óïîðÿäî÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ êðèòåðèåâ ê âû÷èñëåíèþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

äâóõ âåêòîðîâ, ò.å. îïðåäåëåíèþ çíà÷åíèé ëèíåéíûõ êðèòåðèåâ. Ïðè ýòîì, ó÷èòû-

âàÿ ñòðóêòóðíûå îñîáåííîñòè ìíîæåñòâà ïîëèðàçìåùåíèé, âåëè÷èíû t i ìîæíî âû-

÷èñëÿòü áîëåå ýôôåêòèâíî, èñïîëüçóÿ ïåðåñòàíîâêè ýëåìåíòîâ êàæäîãî i -ãî, i N s� ,

ïîäìíîæåñòâà ìóëüòèìíîæåñòâà A .

Îáùàÿ èäåÿ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è Z F X( , ) ñîñòîèò â ïîñëå-

äîâàòåëüíîì âêëþ÷åíèè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è, îïèñûâàþùèõ îáëàñòü äîïóñòèìûõ

ðåøåíèé.

1. Ñâîäèì ìíîãîêðèòåðèàëüíóþ çàäà÷ó Z F G( , ) ê îäíîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷å
Z f Gr( , ) ìåòîäîì ãëàâíîãî êðèòåðèÿ. Ïîëàãàåì � � 0.

2. Âûáèðàåì îãðàíè÷åíèÿ íà÷àëüíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, îïèñûâà-

þùèõ äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî G G� � çàäà÷è Z f G( , )� , è ñ ïîìîùüþ ñèìïëåêñ-ìå-

òîäà íàõîäèì åå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x� .

3. Åñëè ïîëó÷åííîå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x� — ýëåìåíò ìíîæåñòâà ïîëèðàçìå-

ùåíèé, òî â òî÷êå x� ïðîâåðÿåì âûïîëíåíèå îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå íå áûëè ó÷òåíû.
Î÷åâèäíî, èìè ìîãóò áûòü ëèøü òå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò âûïóêëîå çà-

ìêíóòîå ìíîæåñòâî D . Åñëè ðåøåíèå x� íå óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì îãðàíè÷åíèÿì,

òî ñëåäóåò äîáàâèòü ê îãðàíè÷åíèÿì äîïóñòèìîé îáëàñòè çàäà÷è Z f Gr( , )� íàèáîëåå

íàðóøåííîå èç îãðàíè÷åíèé âûïóêëîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà D . Åñëè ðåøåíèå x�

óäîâëåòâîðÿåò óêàçàííûì îãðàíè÷åíèÿì, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì ðåøåíèåì
çàäà÷è Z F G( , ) è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷è Z F X( , ) .

4. Åñëè ïîëó÷åííîå ðåøåíèå x� íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìíîæåñòâà ïîëèðàçìåùå-

íèé, òî ñòðîèì îòñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç ñìåæíûå âåðøèíû è îòñåêàþùåå âåð-

øèíó, íå ÿâëÿþùóþñÿ äîïóñòèìîé (ò.å. ïîëèðàçìåùåíèåì). Ïðèáàâëÿåì ýòî îòñå-

÷åíèå ê îãðàíè÷åíèÿì çàäà÷è Z f G( , )� .

5. Ñðàâíèâàåì íàéäåííîå çíà÷åíèå f xr ( )� öåëåâîé ôóíêöèè ñ åå çíà÷åíèåì,

îïðåäåëåííûì íà ïðåäûäóùåì øàãå. Åñëè îíî óìåíüøàåòñÿ, òî îòáðàñûâàåì íåñó-

ùåñòâåííûå â òî÷êå x� îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè çíà÷åíèå f xr ( )� íå èçìåíÿåòñÿ, òî îãðà-

íè÷åíèÿ íå îòáðàñûâàåì. Ñ èçìåíèâøåéñÿ äîïóñòèìîé îáëàñòüþ çàäà÷è Z f Gr( , )�

ïåðåõîäèì ê ï. 2 äëÿ åå ðåøåíèÿ.
Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì ïðèâîäèò ê ýôôåêòèâíîìó ðåøåíèþ çàäà÷è Z F X( , )

èëè óñòàíîâëåíèþ åå íåðàçðåøèìîñòè â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîä-

çàäà÷ âèäà Z f Xr( , ) .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ âåêòîðíîé êîìáè-
íàòîðíîé çàäà÷è, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèè èíôîðìàöèè î âûïóêëîé îáî-
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ëî÷êå äîïóñòèìîé îáëàñòè, èçó÷åíèè ñâîéñòâ ìíîãîãðàííèêîâ, âåðøèíû êîòîðûõ
îïðåäåëÿþò çàäàííîå êîìáèíàòîðíîå ìíîæåñòâî ïîëèðàçìåùåíèé, ðàçðàáîòàí è
îáîñíîâàí ìåòîä ðåøåíèÿ ñëîæíûõ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ íà óêàçàííîì
êîìáèíàòîðíîì ìíîæåñòâå. Èñïîëüçîâàíèå ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ êîìáèíàòîðíûõ
ìíîãîãðàííèêîâ äàåò âîçìîæíîñòü ðàçðàáàòûâàòü ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû ðåøå-
íèÿ íîâûõ êëàññîâ âåêòîðíûõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè.
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