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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Èçâåñòíî, ÷òî îñîáûå ýêñòðåìàëè íåðåäêî ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷ îïòèìàëüíî-

ãî óïðàâëåíèÿ è äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð [1, 2]. Ýòî ïðîèñõîäèò, êîãäà âòîðàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ îò ãàìèëüòîíèàíà çàäà÷è ïî óïðàâëåíèþ îáðàùàåòñÿ â íóëü è, â ÷àñ-

òíîñòè, êîãäà çàäà÷à ëèíåéíà ïî óïðàâëåíèþ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îñîáûå ýêñòðåìàëè èñïîëüçîâàòü â êëàññè÷åñ-

êîì àíàëèçå ðàçìåðíîñòåé [3–5], íåñìîòðÿ íà ñòàòè÷åñêèé õàðàêòåð ýòîãî àíàëèçà,

ñâîäÿùåãîñÿ ê ëèíåéíîé àëãåáðå. Áëàãîäàðÿ îñîáûì ýêñòðåìàëÿì åãî âîçìîæíîñòè

ñóùåñòâåííî ðàñøèðÿþòñÿ è óäàåòñÿ, íå ïðèáåãàÿ ê ýêñïåðèìåíòàì, áåç êîòîðûõ íå

ìîæåò îáõîäèòüñÿ êëàññè÷åñêé àíàëèç ðàçìåðíîñòåé, íàõîäèòü òî÷íûå óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ è òî÷íûå çíà÷åíèÿ ëþáûõ íåèçâåñòíûõ ïîñòîÿííûõ. Íà ìíîãèõ ïðèìåðàõ

äåìîíñòðèðóåòñÿ, êàêèå îãðîìíûå ïðåèìóùåñòâà äàåò ïðåâðàùåíèå êëàññè÷åñêîãî

àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé â ýêñòðåìàëüíóþ òåîðèþ ðàçìåðíîñòåé çà ñ÷åò ââåäåíèÿ

ïîíÿòèÿ îñîáîé ýêñòðåìàëè â çàäà÷è ëèíåéíîé àëãåáðû.

Àíàëèç ðàçìåðíîñòåé ïðèìåíÿåòñÿ ÷åòûðå ïîñëåäíèõ ñòîëåòèÿ êàê ñðåäñòâî

ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè âîçìîæíûõ ðåøåíèé ñëîæíûõ çàäà÷, à òàêæå ñ öåëüþ ïî-

èñêà ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ èëè íåèçâåñòíûõ ðàçìåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ. Äî íàñòîÿ-

ùåãî âðåìåíè ýòîò àíàëèç äîøåë â âèäå [3–5], èçâåñòíîì åùå È. Íüþòîíó.

Ôîðìàëüíî îí áûë äîïîëíåí â 1914 ã. òàê íàçûâàåìîé Ï-òåîðåìîé [3], êîòîðàÿ,

îäíàêî, íå ñîäåðæèò íè÷åãî ïðèíöèïèàëüíî íîâîãî, à ëèøü ôîðìóëèðóåò åãî

îñíîâíîé ïðèíöèï â êîìïàêòíîé ôîðìå.

Ñåðüåçíûå çàòðóäíåíèÿ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé âîçíèêàþò â ñâÿ-

çè ñ òåì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ÷èñëî îñíîâíûõ (íåçàâèñèìûõ) ðàçìåðíîñòåé â áîëüøèí-

ñòâå çàäà÷ ìåíüøå ÷èñëà ïîäëåæàùèõ îïðåäåëåíèþ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ, è ïî-

ýòîìó îïðåäåëÿþùàÿ èõ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîäåðæèò íåèçâåñòíûõ áîëü-

øå, ÷åì ÷èñëî óðàâíåíèé. Ïðàêòèêóåìîå äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ýòîé òðóäíîñòè ââåäåíèå

äîïîëíèòåëüíûõ ðàçìåðíîñòåé ÿâëÿåòñÿ èñêóññòâåííûì ïðèåìîì è ïðèâîäèò ÷àñòî

ê íåñîâìåñòíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé èëè ê ëîæíîìó ðåøåíèþ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà-

÷è. Âî-âòîðûõ, â òàêîì àíàëèçå ðåøåíèå âñåãäà îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî íåèç-

âåñòíîé áåçðàçìåðíîé ïîñòîÿííîé. Ïðåäëàãàåìûå îñîáûå ýêñòðåìàëè ïîçâîëÿþò

íàõîäèòü è ýòó ïîñòîÿííóþ, à ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àòü ïîëíîå ðåøåíèå çàäà÷è, íå

íóæäàþùååñÿ â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå.

ÎÑÎÁÛÅ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÈ Â ÀÍÀËÈÇÅ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÅÉ

Â [6] ñôîðìóëèðîâàíà òåîðåìà, îïðåäåëÿþùàÿ ìåòîäèêó èñïîëüçîâààíèÿ îñîáûõ

ýêñòðåìàëåé â ñòàòè÷åñêèõ ëèíåéíûõ çàäà÷àõ, â îòíîøåíèè êîòîðûõ, êàçàëîñü áû,

ëèøåíî ñìûñëà äàæå ñòàâèòü çàäà÷è íà ýêñòðåìóì. Èìåííî ïîýòîìó, âåðîÿòíî, ïî-

íÿòèå ýêñòðåìàëüíîñòè â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå ðàçìåðíîñòåé íèêîãäà íå ïðèìåíÿ-

ëîñü. Îäíàêî âûÿñíèëîñü, ÷òî åñëè òàêîé àíàëèç [3–5] äîïîëíèòü ïðèíöèïîì ýêñ-

òðåìàëüíîñòè (à òî÷íåå — ïîíÿòèåì îñîáûõ ýêñòðåìàëåé), òî ýòî ñóùåñòâåííî

ðàñøèðÿåò åãî ðàìêè è ïîçâîëÿåò ïðåäñêàçûâàòü íîâûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè-
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÷åñêèå ïîñòîÿííûå, íàõîäèòü (êàê ýòî äåìîíñòðèðóåòñÿ äàëåå) íîâûå ôîðìû óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ, îòêðûâàþùèå ïîèñòèíå ôàíòàñòè÷åñêèå âîçìîæíîñòè.

Â ÷àñòíîñòè, â äîïîëíåíèå ê èçâåñòíîìó íà ñåãîäíÿ åäèíñòâåííîìó âèäó ñâî-

áîäíîãî äâèæåíèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå — ïðÿìîëèíåéíîìó äâèæåíèþ ñ ïî-

ñòîÿííîé ñêîðîñòüþ — ìàòåìàòè÷åñêè äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñïåöèôè÷åñêîé

ôîðìû ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ (â îòñóòñòâèå ëþáûõ ñèë, êðîìå èíåðöèàëüíûõ, ðîæäà-

åìûõ ñàìèì äâèæåíèåì), ðåàëèçóþùåãîñÿ òîëüêî ïî òðàåêòîðèÿì, îïðåäåëÿåìûì

òðåõïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì ýêñïîíåíò. Ïðè÷åì ïðè ñâîáîäíîì äâèæåíèè (ïðè

êîòîðîì ñêîðîñòü è èíåðöèàëüíîå óñêîðåíèå èçìåíÿþòñÿ) âûñøèå ïðîèçâîäíûå, ñ îä-

íîé ñòîðîíû, âûñòóïàþò â ðîëè ñèë, îáåñïå÷èâàþùèõ äâèæåíèå òåëà, à ñ äðóãîé — èã-

ðàþò ðîëü êîìïåíñàòîðîâ èíåðöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ, äåéñòâóþùåãî íà ýòî òåëî.

Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïîäîáíîãî ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò ëþáîìó èç

áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà íàéäåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Êàæäîå

èç íèõ îïðåäåëÿåò òó èëè èíóþ âûñøóþ ïðîèçâîäíóþ, ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå

êîòîðîé ïðè ëþáîé ñêîðîñòè è óñêîðåíèè òåëà ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü äâèæåíèå ïî

ñåìåéñòâó íàéäåííûõ ýêñïîíåíò ñ êîìïåíñàöèåé ïåðåãðóçîê íà äâèæóùåìñÿ îáúåêòå

ñ æåëàåìîé òî÷íîñòüþ. Ýòî îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü äâèæåíèÿ ñ ëþáûìè ñêîðîñòÿìè è

óñêîðåíèÿìè, ïðè ýòîì íå èñïûòûâàÿ äåéñòâèÿ èíåðöèàëüíûõ ñèë (ïåðåãðóçîê). Ïî-

äîáíûé «áåçûíåðöèîííûé» ïåðåõîä èç çàäàííîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ â çàäàííîå

êîíå÷íîå ïðîèñõîäèò ïðè êîíå÷íîêðàòíîì ïåðåõîäå ñ îäíèõ êðèâûõ ïàðàìåòðè÷åñ-

êîãî ñåìåéñòâà ýêñïîíåíò íà äðóãèå êðèâûå ýòîãî æå ñåìåéñòâà.

Â ïðåäåëüíî óïðîùåííîì âèäå îñîáîå ðåøåíèå ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íà

çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè èëè ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè y kx� , îïðåäåëåííîé íà

ìíîæåñòâå ( )� � � � ��x (çàìåòèì, ÷òî èìåííî ê ïîäîáíûì ñòàòè÷åñêèì ëèíåéíûì

çàäà÷àì è ñâîäèòñÿ âåñü êëàññè÷åñêîé àíàëèç ðàçìåðíîñòåé). Ôîðìàëüíî îñîáûé

ýêñòðåìóì ýòîé ëèíåéíîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òåõ òî÷êàõ x R� , â êîòîðûõ

dy dx/ � 0 . Åñëè k � 0 , òî ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ òî÷åê ïóñòî, à åñëè k � 0 , òî îíî

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì R âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáàÿ ôóíê-

öèÿ y x( ) � const ôîðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ îñîáîé ýêñòðåìàëüþ. Èñïîëüçîâàíèå ýòîãî, êà-

çàëîñü áû, òðèâèàëüíîãî ôàêòà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äàëåêî íå òðèâèàëüíûå

ðåçóëüòàòû â îòíîøåíèè òåîðèè ðàçìåðíîñòåé. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî ïðåäâàðè-

òåëüíî íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 1. Ïðåäïîëîæèì, òðåáóåòñÿ íàéòè óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ïîñòîÿííîì

ãðàâèòàöèîííîì ïîëå è âñå åãî ðåøåíèÿ. Ïóñòü x t( ) — ðåøåíèå, êîòîðîå èùåì, t —

âðåìÿ, g — ïîñòîÿííîå ãðàâèòàöèîííîå óñêîðåíèå, à �x è ��x — ñîîòâåòñòâåííî ïåðâàÿ

è âòîðàÿ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ïîëîæåíèÿ x t( ) äâèæóùåãîñÿ òåëà. Áóäåì èñ-

êàòü ðåøåíèå x t( ) â âèäå x t Cx x g tk l m n( ) �� �� , ãäå C — íåèçâåñòíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ. Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â îñíîâíûõ ðàçìåðíîñòÿõ ñèñòåìû [ÑÃÑ] (ñàíòè-

ìåòð, ãðàìì, ñåêóíäà), ïðèíèìàÿ îáîçíà÷åíèÿ: [ ]L — ðàçìåðíîñòü äëèíû, [ ]T — ðàç-

ìåðíîñòü âðåìåíè. Ïîëó÷àåì

[ ] [ ]L
L

T

L

T

L

T
T

k l m
n�

	



�

�



�

	


�
�


�
	



�

�



�2 2

.

Ïðèðàâíèâàÿ ðàçìåðíîñòè ñ îáåèõ ñòîðîí, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè ñòåïåíÿìè:

1 0 2 2� � � � � � �k l m k l m n, . Âûðàæàÿ èç ýòîé ñèñòåìû ëþáûå äâå ñòåïåíè ÷åðåç

îñòàëüíûå, ïîëó÷àåì, íàïðèìåð, k n m� � �1, l n� �2 . Â ðåçóëüòàòå èìååì
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1 2 .
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Îòñþäà íàõîäèì ñëåäóþùèå äâà ýêñòðåìàëüíûõ ðåøåíèÿ: ��x g� è � ��x xt gt� � . Ïîä-

ñòàâëÿÿ èõ â âûðàæåíèå äëÿ x, ïîëó÷àåì ðåøåíèå x Cgt� 2 , à îáðàòíàÿ ïîäñòà-

íîâêà ýòîãî ðåøåíèÿ â ýêñòðåìàëüíûå ðåøåíèÿ äàåò C � 1 2/ . Òàêèì îáðàçîì,

àíàëèç ðàçìåðíîñòåé ñ ó÷åòîì îñîáûõ ýêñòðåìàëåé ïîçâîëèë ïîëó÷èòü óðàâíåíèå

äâèæåíèÿ ��x g� è íàéòè åãî òî÷íûå ðåøåíèÿ x gt� 2 2/ , �x gt� . Íà îñíîâå êëàññè-

÷åñêîãî àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé ïîëó÷èòü ïðèâåäåííûå òî÷íûå ðåøåíèÿ áåç ïîìî-

ùè ýêñïåðèìåíòà (íåîáõîäèìîãî äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîé áåçðàçìåðíîé êîí-

ñòàíòû C) ïðèíöèïèàëüíî íåâîçìîæíî.

Â îáùåì ñëó÷àå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ñôîðìóëèðîâàííîé â [6] ïðèâåäåííîé

äàëåå òåîðåìîé.

Äîïóùåíèÿ. Ïóñòü âûáðàíà íåêîòîðàÿ ñèñòåìà åäèíèö ñ îñíîâíûìè åäèíèöà-

ìè B Bn1 , ,� (íàïðèìåð, B L1 � — åäèíèöà äëèíû, B M2 � — åäèíèöà ìàññû è

B T3 � — åäèíèöà âðåìåíè â ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö ÑÃÑ è çàäàíû k èçâåñòíûõ

ýêñòðåìàëüíûõ áàçîâûõ ïîñòîÿííûõ A Ak1 , ,� (íàïðèìåð, çàðÿä ýëåêòðîíà A e1 � ,

ñêîðîñòü ñâåòà A c2 � , ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ A G3 � ) è m k� ïðîèçâîëüíî âû-

áðàííûõ ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ A Ak m�1 , ,� , èìåþùèõ ðàçìåðíîñòè
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â âèäå, áîëåå óäîáíîì äëÿ äàëüíåéøèõ ññûëîê íà íåãî:
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ãäå C — ïðîèçâîëüíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Ýòî ðàâåíñòâî â àðãóìåíòàõ

ðàçìåðíîñòåé ïðèíèìàåò âèä

[ ] [ ] [ ] ([ ] [ ] ) ([ [ ]X B B B B B Bn n n
n n m� �

1 1 1
1 11 1 1 1� � � � � �
� � � �

� �mn m) .

Óðàâíèâàíèå ðàçìåðíîñòåé ñ îáåèõ ñòîðîí ðàâåíñòâà ïðèâîäèò ê ëèíåéíîé

ñèñòåìå n óðàâíåíèé ñ m íåèçâåñòíûìè � i :

� � �j ij

i

m

i j n� �
�
�

1

1, , , .�

Åñëè äàííàÿ ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòðû Ai âûáðàíû

íåóäà÷íî è èõ ñëåäóåò çàìåíèòü. Åñëè ñèñòåìà ñîâìåñòíà, òî, â çàâèñèìîñòè îò ðàí-

ãà n0 ìàòðèöû { }� ij , îíà ïîçâîëÿåò âûðàçèòü n0 ïàðàìåòðîâ � i (n n0 � ) ÷åðåç

îñòàëüíûå (m n� 0 ), ò.å. � � �1 10
( , , )n m� � , � �, ( , , )� � �n n m0 0 1� .

Òåîðåìà 1. Â ñëó÷àå óäîâëåòâîðåíèÿ ïðèâåäåííûõ äîïóùåíèé çàäà÷à ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïàðàìåòðà X ÷åðåç ïàðàìåòðû Ai , i m� 1, ,� , ïîçâîëÿåò íàéòè m n� 0 ýêñ-
òðåìàëüíûõ ôîðìóë, ñâÿçûâàþùèõ ìåæäó ñîáîé ïàðàìåòðû Ai , ñ ïîìîùüþ îñîáûõ
ýêñòðåìàëåé èç óñëîâèé � � �lg X j/ � 0, j n m� �0 1, ,� , à òàêæå n0 ýêñòðåìàëüíûõ
ôîðìóë, âûðàæàþùèõ n0 îñíîâíûõ åäèíèö ÷åðåç ïàðàìåòðû Ai , i m� 1, ,� , èç óñëî-

âèé � � �lg R j/ � 0 , â êîòîðûå âìåñòî X ïî î÷åðåäè ïîäñòàâëÿþòñÿ ïàðàìåòðû B
j
,

j n� 1 0, ,� .

Åñëè ðàâåíñòâî R � 0 ïðè íåêîòîðîì C � 0 ñîâìåñòèìî ñî âñåìè îñîáûìè ýêñ-
òðåìàëÿìè, òî ñóùåñòâóåò îãèáàþùàÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ýêñòðåìàëåé
(îïðåäåëÿþùàÿ íåêîòîðóþ ðåàëüíîñòü), à åñëè íåñîâìåñòèìî, òî èñêîìîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå X íåäîïóñòèìî.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè íåêîòîðûé ïàðàìåòð âûðàæàåòñÿ òîëüêî ÷åðåç ýêñòðåìàëü-
íûå áàçîâûå ïàðàìåòðû íåêîòîðîé ôîðìóëîé, òî îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì
áàçîâûì, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî è äðóãèõ, ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ ôîð-
ìóë åãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç ýêñòðåìàëüíûå áàçîâûå ïàðàìåòðû. Âñå ôîðìóëû
îïðåäåëÿþò îäíî è òî æå ÷èñëåííîå çíà÷åíèå äëÿ ýòîãî ïàðàìåòðà, ÷òî ïðèíöèïè-
àëüíî îòëè÷àåò åãî îò ëþáîãî íåýêñòðåìàëüíîãî ïàðàìåòðà.
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Ñëåäñòâèå 2. Åñëè êàêàÿ-ëèáî ôîðìóëà ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî íåýêñòðåìàëü-

íîãî ïàðàìåòðà (íàïðèìåð, â ôîðìóëå � � ( / ) �1 � h òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ïîñòîÿííàÿ

Ïëàíêà � è êîíñòàíòà �, êàê ýòî ñòàíåò ïîíÿòíî èç èçëîæåííîãî äàëåå), òî ïîäî-

áíóþ ôîðìóëó ñëåäóåò ñ÷èòàòü íåýêñòðåìàëüíîé èëè ëîæíîé ýêñòðåìàëüíîé, íåçà-

âèñèìî îò ñïîñîáà åå ïîëó÷åíèÿ. Íåýêñòðåìàëüíûå ïàðàìåòðû âûðàæàþòñÿ ÷åðåç

ëþáûå çàäàííûå ïàðàìåòðû, êàê ïðàâèëî, âñåãî åäèíñòâåííîé ôîðìóëîé; â ýòîì èõ

ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå îò ýêñòðåìàëüíûõ áàçîâûõ ïàðàìåòðîâ.

ÓÐÀÂÍÅÍÈß «ÁÅÇÛÍÅÐÖÈÎÍÍÎÃÎ» ÄÂÈÆÅÍÈß

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 1 è ñëåäñòâèé èç íåå

íà ðÿäå ïðèìåðîâ. Ïðåæäå âñåãî ïîêàæåì, êàê ñ åå ïîìîùüþ ìîæíî ïîëó÷èòü

íîâûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, óêàçûâàþùèå íà íåèçâåñòíûå äî

ñèõ ïîð îñîáåííîñòè ñóùåñòâóþùåãî ìèðà.

Ïðèìåð 2. Ðàäè óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ îãðàíè÷èìñÿ äâóìåðíûì åâêëèäîâûì

ïðîñòðàíñòâîì ( , )x t (â ñëó÷àå ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû

ìîæíî îòíåñòè ê åãî îòäåëüíûì êîìïîíåíòàì). Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ òåëà ïðè ó÷åòå ëþáûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè îò ñîñòîÿíèÿ x t( ) . Ïóñòü

x t( ) — ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé, t — âðåìÿ, g t( ) — âîçäåéñòâèå âíåøíåãî óñêîðå-

íèÿ íà òåëî, à �x, ��x, x ( )3 , x ( )4 , ... — ñîîòâåòñòâåííî ïåðâàÿ, âòîðàÿ, òðåòüÿ, ÷åòâåðòàÿ

è ò.ä. ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò ïîëîæåíèÿ x t( ) äâèæóùåãîñÿ òåëà. Ñîãëàñíî ïðè-

íöèïó îáÿçàòåëüíîãî âûäåëåíèÿ â çàäà÷å «áàçîâûõ» è «ïðîèçâîäíûõ» âåëè÷èí [6]

áóäåì èñêàòü ðåøåíèå x t( ) â âèäå

x t Cx x g x x x x x xk l m p q r s u( ) �� � ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 3 4 5 6 7 8 �

ãäå C — íåèçâåñòíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â îñíîâ-

íûõ ðàçìåðíîñòÿõ ñèñòåìû ÑÃÑ, ïðèíèìàÿ îáîçíà÷åíèÿ: [ ]L — ðàçìåðíîñòü äëè-

íû, à [ ]T — ðàçìåðíîñòü âðåìåíè. Ïîëó÷àåì

[ ]L
L

T

L

T

L

T

L

T

L

T

k l m p

�
	



�

�



�
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�
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�

q r s u
L

T

L

T

L

T

L

T5 6 7 8

�

.

Ïðèðàâíèâàÿ ðàçìåðíîñòè ñ îáåèõ ñòîðîí, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå

äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ äåâÿòüþ íåèçâåñòíûìè (ñòåïåíÿìè):

1� � � � � � � � �k l m p q r s u �,

0 2 2 3 4 5 6 7 8� � � � � � � � �k l m p q r s u �.

Âûðàæàÿ èç ýòîé ñèñòåìû ëþáûå äâå ñòåïåíè ÷åðåç îñòàëüíûå, ïîëó÷àåì, íà-
ïðèìåð,

k m p q r s u� � � � � � � � �2 3 4 5 6 7 1� , l p q r s u� � � � � � �2 2 3 4 5 6�,

÷òî ïðèâîäèò ê ðàçëîæåíèþ

x Cx xm p q r s u p q r s u� � � � � � � � � � � � � � �
�� �

( ) (2 3 4 5 6 7 1 2 2 3 4 5 6� �

�

)

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

�

� g x x x x x xm p q r s u3 4 5 6 7 8
(1a)

Ëîãàðèôìèðóÿ ýòî âûðàæåíèå è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò

lg x ïî m p q r s u, , , , , , � (ò.å. îïðåäåëÿÿ îñîáûå ýêñòðåìàëè), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó

ìíîæåñòâó íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàéòè êîòîðûå (êðîìå õî-

ðîøî èçâåñòíîãî ïåðâîãî èç íèõ) áåç ïîìîùè ýêñòðåìàëüíîé òåîðèè ðàçìåðíîñòåé

[6] íå ïðåäñòàâëÿëîñü âîçìîæíûì:

�� ,x g� (2)

�� � , �� � , �� � ,

�� �

( ) ( ) ( )

( )

x xx x x x x x x

x x x

2 3 3 2 4 4 3 5

5 4 6

� � �

� , �� � , �� � .( ) ( )x x x x x x6 5 7 7 6 8� �

(3)
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Î÷åâèäíî, ÷òî â (3) âñå ÷åòíûå ïðîèçâîäíûå x kk( ),2 1� , èìåþò òîò æå çíàê,

÷òî è ��x, à âñå íå÷åòíûå — çíàê �x. Ëåãêî çàìåòèòü òàêæå, ÷òî íåèçâåñòíàÿ äî ñèõ ïîð

ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), ïî ñóùåñòâó, áåñêîíå÷íà è

âñå âîçìîæíûå óðàâíåíèÿ òèïà (3) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

�� � , , , ,...( )x x x kk k k� �� �1 2 1 2 3 (4)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (4) èìååò îáùèå ðåøåíèÿ

x e C e ds C
C t

t

t
C s� �

�

�

�
��

�

�

�
��

��
�1

0

1
2 3 e

C

C
e C

C

C
K e K

C t C t C t1 1 0 12

1
3

2

1
1 2

� �
�

�
��

�

�
�� � � � , (5)

� ,x � const (6)

ïðè÷åì óðàâíåíèå (6) îïèñûâàåò õîðîøî èçâåñòíîå ñâîáîäíîå äâèæåíèå òåëà,

êîòîðîìó, êàê ïîëàãàëîñü, íå ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâ. Îäíàêî óðàâíåíèÿ (4) òàê-

æå îïèñûâàþò ñâîáîäíîå äâèæåíèå, ÷òî âûòåêàåò èç ñàìîãî èõ âèäà, âêëþ÷àþ-

ùåãî òîëüêî èíåðöèàëüíûå ïåðåìåííûå x k( ) (ïðè m � 0 â (1a)).

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ðåøåíèÿ (5), (6) óäîâëåòâîðÿþò è âñåì îñòàëüíûì

óðàâíåíèÿì áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (4), à íå òîëüêî ïåðâîìó èç íèõ.

Èç âèäà óðàâíåíèé (4) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ ñêîðîñòÿõ è óñêîðåíèÿõ óäîâëåòâî-

ðåíèå ýòèõ óðàâíåíèé â ëþáîé ìîìåíò t ìîæíî îáåñïå÷èòü ïîñðåäñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ

óïðàâëåíèÿ ëþáîé èç âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ïî çàêîíó x t x xk k k( ) ( ) �� / �
� ��2 1 , îáåñïå÷è-

âàþùåìó, ñ îäíîé ñòîðîíû, äâèæåíèå ïî òðàåêòîðèÿì ñåìåéñòâà (5), à ñ äðóãîé — êîì-

ïåíñàöèþ èíåðöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ (��)x , â ñâÿçè ñ ÷åì óðàâíåíèÿ (4) ìîæíî íàçâàòü

óðàâíåíèÿìè «êîìïåíñàòîðà» èíåðöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ñ âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè åùå íå ïðèõîäèëîñü ñòàë-

êèâàòüñÿ ïîòîìó, ÷òî âåñüìà ýêçîòè÷åñêèå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíè íà÷èíàþò âëè-

ÿòü íà äâèæåíèå îáúåêòà, ïî ñóùåñòâó, íèêîãäà íå äîñòèãàþòñÿ â èçâåñòíûõ ê íàñòîÿ-

ùåìó âðåìåíè êàê ðóêîòâîðíûõ, òàê è ïðèðîäíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ; âî-âòî-

ðûõ, èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè

ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [7, 8], ïîëó÷åííûìè ñîâåðøåííî èíûìè ïóòÿìè; â-òðåòüèõ, óðàâ-

íåíèÿ (4) óíèâåðñàëüíû è èìåþò ìåñòî â ëþáûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, â ÷àñòíîñ-

òè, îíè ïîçâîëÿþò óïðàâëÿòü äàæå âðåìåíåì (ïåðåõîäàìè â ïðîøëîå è áóäóùåå).

Â îáùåì ñëó÷àå êîìïåíñàöèÿ èíåðöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ âîçìîæíà òîëüêî ïðè

äâèæåíèè îáúåêòà, ò.å. ïðè | ( )|� t � 0 , ïðè÷åì åñëè, íàïðèìåð, íà i-ì ó÷àñòêå òðàåê-

òîðèè (5) âåëè÷èíà x x x( )
�� / �

3 2� âåëèêà (÷òî åñòåñòâåííî äëÿ ìàëûõ ñêîðîñòåé äâè-

æåíèÿ), òî íà ýòîì ó÷àñòêå öåëåñîîáðàçíî îòêàçàòüñÿ îò òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ (5).

Ïðîèçâîëüíîå èçìåíåíèå óñêîðåíèÿ ��( )x t i è ñêîðîñòè åãî èçìåíåíèÿ x t i
( ) ( )3 â ëþ-

áûå äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè t i è óïðàâëåíèå òðåòüåé ïðîèçâîäíîé ìåæäó

ýòèìè ìîìåíòàìè ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó x t x x( ) ( ) �� / �
3 2� ïîçâîëÿþò îáåñïå-

÷èòü áåçûíåðöèîííîå äâèæåíèå (íåñìîòðÿ íà ñòóïåí÷àòîå èçìåíåíèå ��x è x ( )3 â ìî-

ìåíòû t i ) èç ëþáîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ( ( ), �( ))x t x t0 0 â ëþáîå êîíå÷íîå

( ( ), �( ))x T x T . Ïðè÷åì ýòà áåçûíåðöèîííàÿ òðàåêòîðèÿ â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ðåà-

ëèçóåòñÿ çà ñ÷åò ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ â ìîìåíòû t i óñêîðåíèÿ ��( )x t i � 0 , äîñ-

òèãàåìîãî â êîíöå i-ãî ó÷àñòêà, íà òðåáóåìîå ðàñ÷åòíîå çíà÷åíèå ��( )x t i � 0

è ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ x t i
( ) ( )3 0� íà x t i

( ) ( )3 0� , ÷òî íå íàðóøàåò

óäîâëåòâîðåíèÿ óðàâíåíèé (4) ìåæäó òî÷êàìè t i è íåïðåðûâíîñòè êàê ñàìîé

òðàåêòîðèè (5), òàê è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íà âñåì èíòåðâàëå ( , )t T0 .

Ïîñêîëüêó ñîçäàíèå ëþáîãî æåëàåìîãî óñêîðåíèÿ (è ñêîðîñòè åãî èçìåíåíèÿ)

â ëþáîé ìîìåíò íå ïðåäñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé, ðåàëèçàöèÿ áåçû-

íåðöèîííîé òðàåêòîðèè, ñîñòàâëåííîé èç îòðåçêîâ ýêñïîíåíò, òàêæå íå ïðåäñòàâëÿ-

åò ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (2), (3) ïðè g � 0 èìåþò ðåøåíèå x t( )

â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè g t( ) — ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ, ñîâïàäàþùàÿ

ñî âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè t îò ôóíêöèè (5). Ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå

ñ êîìïåíñàöèåé èíåðöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ âîçìîæíî òîëüêî ïî ýêñïîíåíöèàëüíûì

êðèâûì ñåìåéñòâà (5). Ïðè÷åì åñëè â ëþáîé êîíêðåòíîé çàäà÷å íàéäåíà æåëàòåëü-

íàÿ (â ÷àñòíîñòè, îïòèìàëüíàÿ) òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà x g t( � ( )) , òî âñåãäà

èìååòñÿ âîçìîæíîñòü åå àïïðîêñèìèðîâàòü (ñ ëþáîé æåëàåìîé òî÷íîñòüþ) òðàåê-

òîðèåé x g t( ( )), ñîñòàâëåííîé èç ìíîæåñòâà ó÷àñòêîâ ýêñïîíåíò (5), ïðè äâèæåíèè

ïî êîòîðîé îáúåêò íå èñïûòûâàåò íèêàêèõ ïåðåãðóçîê.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïðè m � 0 â (1a) (ò.å. ïðè g � 0) ïîäñòàíîâêà ýêñòðåìàëåé (3)

â ðàçëîæåíèå (1a) ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ x Cx x� � / ��
2 , à îáðàòíàÿ ïîäñòàíîâêà ýòîãî ðå-

øåíèÿ â ëþáîå èç óðàâíåíèé (3) äàåò C � 1 è � ��x x x2 � , ïðè÷åì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå

îêàçûâàåòñÿ îäíèì èç ìíîæåñòâà óðàâíåíèé (ïðè k � 1) �
( )x x xk k k� ��1 1 , k � 1 2, ,...

(êàæäîå îòâå÷àåò ñîîòâåòñòâóþùåìó åìó óðàâíåíèþ (4)), ðåøåíèå ëþáîãî èç êîòî-

ðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ïîäñåìåéñòâî x K e
C t� 1

1

òðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà (5).

Îñîáî îòìåòèì, ÷òî ýêñòðåìàëè (5) óêàçûâàþò íå òîëüêî íà âîçìîæíîñòü êîìïåíñà-

öèè èíåðöèàëüíûõ ïåðåãðóçîê ñ ïîìîùüþ âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ, íî è äàþò íåçàâèñèìîå

îò [7] òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå òîãî, ÷òî âûñøèå ïðîèçâîäíûå ñïîñîáíû âûçûâàòü ñè-

ëîâîå âîçäåéñòâèå íà äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (â äàííîì ñëó÷àå âåñüìà ñèëüíîå, åñëè

ó÷åñòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ è âñå ïðîèçâîäíûå îò íåå èçìåíÿþòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî, ò.å. âåñü-

ìà áûñòðî), êîòîðîå ìîæåò ïðèâîäèòü ê óñêîðåíèþ åå öåíòðà ìàññ.

ÏÎÈÑÊ ÍÎÂÛÕ ÔÈÇÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÎÑÒÎßÍÍÛÕ
Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÎÑÎÁÛÕ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÅÉ

Ðàññìîòðèì õàðàêòåðíûé ïðèìåð ïîèñêà íîâûõ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ.

Ïðèìåð 3. Ïóñòü A e1 � , A c2 � , A G3 � — ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñòîÿííûå, êî-

òîðûå ìîæíî íàçâàòü ýêñòðåìàëüíûìè áàçîâûìè, ïîñêîëüêó îíè óäîâëåòâîðÿþò

ëþáûì ïîëó÷åííûì íà îñíîâå òåîðåìû 1 ýêñòðåìàëüíûì ôîðìóëàì, A h4 0� —

àíàëîã ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, A L5 0� — ïðîèçâîëüíî âûáðàííàÿ ïîñòîÿííàÿ äëèíû,

A T6 0� — íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ âðåìåíè, A M7 0� — ïîñòîÿííàÿ ìàññû. Ïóñòü

íàõîäèòñÿ ïðåäñòàâëåíèå íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà X , ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî

[ ] [ ] [ ] [ ]X T L Mk l m� , ÷åðåç ïàðàìåòðû A A1 7, ,� , ïðè÷åì áåç ïîòåðè îáùíîñòè

ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî âñå âåëè÷èíû çàäàþòñÿ â ñèñòåìå ÑÃÑ. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå íà-

õîäèì â âèäå

R X Ce c L G h T Mp q� � �
� � � � � �

0 0 0 0
0, (7)

ãäå C — íåêîòîðûé áåçðàçìåðíûé êîýôôèöèåíò.

Çàïèøåì ýòî ïðåäñòàâëåíèå äëÿ X â áàçîâûõ ðàçìåðíîñòÿõ ñèñòåìû ÑÃÑ:

[ ] [ ] [ ] [ ]X T L Mk l m� �
�

�
	



�
�

�



�
�

	


�
�


�
	



�
�

�



�
�

L M

T

L

T
L

L

MT

ML

T

p
3 2 1 2 3

2

2/ /

[ ]

� �
� 	



�
�

�



�
�

q

T M[ ] [ ] .� �
(8)

Ïðèðàâíèâàÿ ðàçìåðíîñòè ñ îáåèõ ñòîðîí, ïîëó÷àåì ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé ñ ñåìüþ íåèçâåñòíûìè (ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà k l m, , çäåñü ïðåäïîëàãà-

þòñÿ çàäàííûìè, òàê êàê îíè îïðåäåëÿþò êîíêðåòíûé ïàðàìåòð X ):

k p q� � � � �� �	 �2 , l p q� � � � �
3

2
3 2� � � , m p q� � � �

1

2
� �.
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Ðåøàÿ åå îòíîñèòåëüíî ( , , )� � � , íàõîäèì

� �� � � �2( ),m p q � � �	� � � � �q p k m2 4 2 , � � �� � � � � �2p k l m.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ �, � è � â (1), ïîëó÷àåì

äëÿ ïàðàìåòðà X ïðåäñòàâëåíèå

R X Ce c Lm p q q p k m p k l m� � � � � � � � � � � � � � �� 2 2 4 2
0

2( ) ( ) ( )� � � � � G h T Mp q
0 0 0

0� � � . (9)

Ëîãàðèôìèðóÿ (9) è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò lgX ïî p, q, �
è � (ò.å. îïðåäåëÿÿ îñîáûå ýêñòðåìàëè), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ýêñòðåìàëüíûå áàçî-

âûå ïðåäñòàâëåíèÿ (ïðè÷åì èìåííî ýêñòðåìàëüíûå áàçîâûå, ñîãëàñíî ñëåäñòâèÿì 1

è 2) äëÿ L0 , h0 , T0 è M 0 :

�

�
� � � � � �

lg
lg lg lg lg

X

p
e c L G L

e G

c
2 4 2 00 2

, � ,

�

�
� � � � � �

lg
lg lg lg

X

q
e c h h

e
ñ

2 00

2

, � ,

(10)

�

�
� � � � � �

lg
lg lg lg

X
c T L T L c

e G

c�
0 0 3

0, � � / ,

�

�
� � � � � � � �

lg
lg lg lg lg

X
e c L M M

e

c L

e

G�
2 2 00 0

2

2
, �

�
.

Ýòè ïàðàìåòðû èìåþò ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ:

� ,h
e
c

� � � �
2

307 6957018 10 ã � ñì 2 /ñ, � ,L
e G

c
� � � �

2

3413804513 10 ñì,

(11)
� ,T

e G

c
� � � �

3

454 6046906 10 ñ, � ,M
e

G
� � � �1859544 10 6 ã.

Åñëè â (3) çàäàòü X â âèäå X T L Mk l m�
0 0 0

è ïðèðàâíÿòü íóëþ ÷àñòíûå ïðîèç-

âîäíûå îò lgR ïî k, l è m (ò.å. íàéòè îñîáûå ýêñòðåìàëè), òî ñíîâà ïðèõîäèì ê óæå

íàéäåííûì ôîðìóëàì (10). Îäíàêî òåïåðü â ÿâíîì âèäå ïîëó÷àåì ýêñòðåìàëüíûå

ôîðìóëû èìåííî äëÿ îñíîâíûõ n0 åäèíèö èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ

(â äàííîì ñëó÷àå äëÿ L M T, , ïðè n0 3� ):

�

�
� � � � � �

lg
lg lg lg lg

R

k
T e c G T

e G

c
0 3

3
1

2
0, � ,

�

�
� � � � � �

lg
lg lg lg lg

R

l
L e c G L

e G

c
0 2

2
1

2
0, � ,

�

�
� � � � �

lg
lg lg lg

R

m
M e G M

e

G
0

1

2
0, � .

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëåííîå çíà÷åíèå ëþáîé ýêñòðåìàëüíîé áàçîâîé ïîñòîÿííîé ìî-

æåò áûòü íàéäåíî èç ìíîæåñòâà ýêâèâàëåíòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ ôîðìóë, íàïðèìåð:

�
� � �( / ) ( / )

( / )
h

e

c

ecL

G

c L

G

e L

G
� � � � �

2
0

3
0

2 3 2
0

1 2

1 4
� , �

� � �

L
e G

c

h G

ec

h G

e

h c G

e
� � � � �

2

2

3

5 3

9
� ,

(12)

�
� � �

T
e G

c

h G

e

Gh

c

h G

ec
� � � �

3

3

5 5 2
� , �

�

�

�

�
M

e

G

ch

G

e

c L

h

cL
� � � �

2

2
...
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Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå ýêñòðåìàëüíûå áàçîâûå ïîñòîÿííûå �h, �L, �T è �M â (9),

ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ôèçè÷åñêîãî ïàðàìåòðà X , èìåþùåãî ðàçìåð-

íîñòü [ ] [ ] [ ]T L Mk l m , ìîæíî íàéòè åãî ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç ãëàâíûå ôèçè÷åñêèå

ïîñòîÿííûå e c G, , :

X e c Gk l m k l
k l m

� � � � �
� �

( ) ( )
( )

.3 2

1

2 (13)

Äàííîå ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè â çàäà÷å èìååòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïà-

ðàìåòðîâ Ai , ñðåäè êîòîðûõ è ïàðàìåòðû ( , , )e c G , òî âî ìíîæåñòâå âñåõ ýòèõ ïàðàìåò-

ðîâ ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ èåðàðõèÿ, â êîòîðîé òðè ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿí-

íûå ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè è ÷åðåç íèõ âûðàæàþòñÿ îñòàëüíûå.

Ïðîâåäåì ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ïîñòîÿííûõ (11) ñ àíàëîãè÷íûìè ïîñòîÿííû-

ìè, ïðåäëîæåííûìè Ì. Ïëàíêîì. Ðàññìîòðèì òðè ïîñòîÿííûå Ïëàíêà:

L G cPl � � �� �
�

3 3316 10, ñì, M c GPl � � �� �
�

1 52 2 10, ã,
(14)

T G cPl � � �� �
�

5 445 4 10, ñ.

Ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà ðàçìåðíîñòåé ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî

ôîðìóë ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîé êîíêðåòíîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû ÷åðåç äðóãèå ôè-

çè÷åñêèå âåëè÷èíû. Îäíàêî åñëè ýòè ôîðìóëû âêëþ÷àþò â ñåáÿ íåýêñòðåìàëüíûå

(«ïðîèçâîäíûå») âåëè÷èíû, òî êàæäàÿ èç íèõ äàåò, â îáùåì ñëó÷àå, ðàçíûå ÷èñëåí-

íûå çíà÷åíèÿ äëÿ ýòîé âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, åñëè èùåì ôîðìóëû ïðåäñòàâëåíèÿ

âåëè÷èíû T ÷åðåç ìíîæåñòâî äðóãèõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí ( , , , , )e c G h � , òî â îáùåì

ñëó÷àå ïîëó÷àåì T e G c1
3� ( ) / , T h G e2

3 5� ( ) / , T Gh c3
5� ( ) / ,� .

Åñëè ýòè ôîðìóëû îñíîâûâàþòñÿ íà ýêñòðåìàëüíûõ áàçîâûõ ïîñòîÿííûõ (ò.å.
ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå îñîáûõ ýêñòðåìàëåé òåîðåìû 1), òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

T T T1 2 3
454 6 10� � � � � �

� , ñ (ñì. (12)). Eñëè îíè âêëþ÷àþò â ñåáÿ íåýêñòðåìàëüíûå

(«ïðîèçâîäíûå») áàçîâûå ïîñòîÿííûå (íàïðèìåð, ïîñòîÿííóþ Ïëàíêà

� � � �1055 10 27, [ÑÃÑ]), òî äàþò ðàçíûå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ T: T1
454 6 10� � �, c,

T2
3812 10� � �, c, T3

445 4 10� � �, c, ... Ñëåäîâàòåëüíî, Ì. Ïëàíê íå èìåë íèêàêèõ îñíî-

âàíèé âûáèðàòü äëÿ ðàñ÷åòà ïàðàìåòðà T ôîðìóëó T G cPl � �
�

5 , à íå ôîðìóëó

T G e� �
�

3 1 2 5/ èëè êàêóþ-ëèáî äðóãóþ.

Ïðèìåð 4. Ïîïðîáóåì ñïðîãíîçèðîâàòü àíàëîãè ïîñòîÿííîé Ïëàíêà äëÿ ìèðîâ
èíûõ ðàçìåðîâ. Èç èçëîæåííîãî âèäíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå îñîáûõ ýêñòðåìàëåé ðå-
øàåò ïðîáëåìó íåñîâïàäåíèÿ ÷èñëà îïðåäåëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ ñ ÷èñëîì îñíîâíûõ
åäèíèö ðàçìåðíîñòè, ïîçâîëÿåò íàõîäèòü, íå ïðèáåãàÿ ê ýêñïåðèìåíòó, äàæå áåçðàç-
ìåðíûå íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû è âûÿâëÿåò èåðàðõèþ íà ìíîæåñòâå èññëåäóå-

ìûõ âåëè÷èí. Èç ïðèìåðà 3 ñëåäóåò, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ �h âñåãäà âûñòó-

ïàåò â ïàðå ñ ýêñòðåìàëüíûì êîýôôèöèåíòîì äëèíû �L, ïðè÷åì ýòà ïàðà ïîñòîÿííûõ
îòâå÷àåò êëàññè÷åñêîé òðîéêå ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ( , , )e c G è,
ïî-âèäèìîìó, ôîðìèðóåò íåêîòîðûé ìèð (íàçîâåì åãî ñóáìèêðîêîñìîñîì), îñíîâó
îáðàçîâàíèÿ êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò, âåðîÿòíî, íåêîòîðàÿ ýëåìåíòàðíàÿ ñóáìèêðî÷àñ-

òèöà ðàçìåðîì �L. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü, ÷òî è âàæíåéøàÿ â ÿäåðíîé ôèçèêå ïîñòî-
ÿííàÿ Ïëàíêà � òîæå äîëæíà áûòü ñâÿçàíà ñ êàêîé-òî ïîñòîÿííîé äëèíû Lq (ñóùåñ-
òâîâàíèå êîòîðîé ïðåäïîëàãàë åùå Ì. Ïëàíê), îïðåäåëÿþùåé, ïî-âèäèìîìó, íè-
æíþþ ãðàíèöó ìèêðîêîñìîñà. Íî òîãäà ëîãè÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò è
äðóãèå ïàðû ( , )h Lk k «ïðîèçâîäíûõ» ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ,
ñâÿçàííûõ ñ òîé æå òðîéêîé ( , , )e c G .

«Ïîñòîÿííóþ òîíêîé ñòðóêòóðû» 1/ / �� � � h ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ðàçìåðíûå

ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïîñòîÿííûå, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì

� � e c L Gq
p� � � , äëÿ êîòîðîãî íàõîäèì � �� �2 , � �� �2 1, p � � � / 2 , à ñëåäîâàòåëü-

íî, èìååì

� � � � �e c L Gq
( ) ( ) ( / ) .2 2 1 2� � � � (15)
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Åñëè ïîäñòàâèòü â (15) � � 1 5/ è Lq � � �6 6710825 10 24, ñì, òî ïîëó÷àåì ñëåäóþ-

ùóþ çàâèñèìîñòü «ïîñòîÿííîé òîíêîé ñòðóêòóðû» ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè-

÷åñêèå ïîñòîÿííûå ( , , , )e c G Lq :
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L
h

q

1

5 1

�
.

(16)

Èòàê, ïîìèìî ýêñòðåìàëüíîé ïàðû ôóíäàìåíòàëüíûõ êîíñòàíò ( �, � )h L (îòâåòñòâåí-

íîé çà ïðîöåññû â ñóáìèêðîêîñìîñå ðàçìåðîì 10 1034 24� �� ñì), óäîâëåòâîðÿþùåé (15)

ïðè ëþáîì �, ýòîìó ðàâåíñòâó ïðè � � 1 5/ óäîâëåòâîðÿåò òàêæå ïàðà ( , )� Lq , ïðåäïîëî-

æèòåëüíî îòâåòñòâåííàÿ çà ïðîöåññû â ìèêðîêîñìîñå, êîòîðûìè çàíèìàåòñÿ ñîâðåìåí-

íàÿ ÿäåðíàÿ ôèçèêà [9, 10]. Ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ Lq îêàçàëàñü âûðàæåííîé âåñüìà ïðî-

ñòîé ôóíêöèåé îò îñíîâíûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ ( , , , , / )e c G � 1 � .

Ïîñêîëüêó òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè [9] ïîñòðîåíû âíå çàâè-

ñèìîñòè îò òîãî, êàêîâà êîíêðåòíàÿ âåëè÷èíà ïîñòîÿííîé Ïëàíêà � (è îòâå÷àþùåé

åé ïîñòîÿííîé Lq ), ýòà ìåõàíèêà äîëæíà áûòü ñïðàâåäëèâà íå òîëüêî äëÿ ìèêðîêîñ-

ìîñà, ôîðìèðóåìîãî ïàðîé ( , )� Lq , íî è äëÿ ëþáûõ äðóãèõ ìèðîâ, äëÿ êîòîðûõ

ëèøü äîëæíû áûòü èíûìè àíàëîãè÷íûå ïàðû ïîñòîÿííûõ ( , )h Lk k . Îòñþäà ñëåäó-

åò, ÷òî óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ (çàâèñÿùèå îò hk ) ëþáûõ íåâîçìóùåííûõ (èëè

ñëàáîâîçìóùåííûõ) îáúåêòîâ èç ìèðà ðàçìåðîì ( , )L Lk k�1 , ôîðìèðóåìîãî ïàðîé

êîíñòàíò ( , )h Lk k , äîëæíû ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ

h
r dVk

V
2

2� �� � 
 const , (17)

ãäå 
 — ðàñïðåäåëåííàÿ ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü îáúåêòà, à � — óãëîâàÿ ñêîðîñòü

åãî âðàùåíèÿ. Â (11) áåðåòñÿ hk / 2 â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (58.1) è (59.15)

êâàíòîâîé ìåõàíèêè [9]. Èç (17), â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî óãëîâûå ñêîðîñòè

âðàùåíèÿ ëþáûõ íåâîçìóùåííûõ (èëè ñëàáîâîçìóùåííûõ) îáúåêòîâ â ëþáîì

ìèðå âîâñå íå ñëó÷àéíû è íå ïðîèçâîëüíû. Îíè — êâàíòîâàíû.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, êàê ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñïðîãíîçèðîâàòü, íàïðèìåð, ïàðó

êîíñòàíò ( , )h Lp p , ïðåäïîëîæèòåëüíî îòâåòñòâåííóþ çà ïðîöåññû â ìàêðîêîñìîñå.

Êîððåêòíîñòü ïðîãíîçà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðàâèëüíîñòè âûáîðà «ýòàëîííîãî»

òåëà, â îòíîøåíèè êîòîðîãî äîëæíà áûòü óâåðåííîñòü, ÷òî åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÿâ-

ëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì äåéñòâèÿ êîíñòàíò ( , )h Lp p , à íå âîçìóùàþùåãî âîçäåéñòâèÿ

âíåøíåé ñðåäû. Â êà÷åñòâå ïîäîáíîãî òåëà âïîëíå ìîæíî ïðåäñòàâèòü Çåìëþ, îòíî-

ñèòåëüíî ñëàáî âîçìóùàåìóþ Ñîëíöåì è Ëóíîé, äëÿ êîòîðîé èçâåñòíû óãëîâàÿ ñêî-

ðîñòü âðàùåíèÿ � � � �7 292 10 5, ðàä/ñ è ìîìåíò èíåðöèè J � �81 1044, ã� ñì2 [11], à ñëå-

äîâàòåëüíî, è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò h Je � � �� 5 91 1040, ã� ñì2/ñ. Â êà÷åñòâå ôóíäà-

ìåíòàëüíîé êîíñòàíòû Lp äëÿ ìàêðîêîñìîñà ìîæíî ïðåäñòàâèòü äèàìåòð ïðîòîíà

Lp � � �1628 10 13, ñì (íàèìåíüøåé äîëãîæèâóùåé ÷àñòèöû, èç êîòîðîé ôîðìèðóþòñÿ

âñå íåáåñíûå òåëà). Íàéòè êîíñòàíòó hp ìîæåò ïîìî÷ü óðàâíåíèå (15), åñëè ïðè ýòîì

îêàæåòñÿ âîçìîæíûì âûðàçèòü ïîñòîÿííûå Lp è hp ÷åðåç ôóíäàìåíòàëüíûå ïîñòî-

ÿííûå ( , , )e c G , èñïîëüçóÿ ñòåïåíè, îïðåäåëÿåìûå ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ïîäñòàâèâ â óðàâíåíèå (15) he âìåñòî � è Lp âìåñòî Lq è ïåðåïèñàâ åãî â âèäå,

àíàëîãè÷íîì óðàâíåíèþ (16), ïîëó÷àåì � � �3 3165, 10/3. Åñëè â ïîëó÷åííîå óðàâ-

íåíèå ïîäñòàâèòü � � 10 3/ , òî îïðåäåëÿåòñÿ íîâàÿ áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ

1 17329162 10
0

10 3 70/ / � ( / � ) ,( / )� p p ph h L L� � � �
�

è íîâàÿ ãèïîòåòè÷åñêàÿ ðàçìåðíàÿ

ôèçè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ äëÿ ìàêðîêîñìîñà hp � �13336 1041, ã �ñì 2 /ñ.
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Ñîãëàñíî (17) è ôîðìóëàì (58.1) è (59.15) èç [9] êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò Çåìëè

(ñïèí) â îòñóòñòâèå âîçìóùåíèé äîëæåí ðàâíÿòüñÿ âåëè÷èíå � ,h
h

e
p

� � �
2

6 668 1040

[ÑÃÑ], à ðàññîãëàñîâàíèå �h h he e e� �� ñëåäóåò îòíåñòè íà ñ÷åò âîçìóùåíèÿ óãëî-

âîé ñêîðîñòè Çåìëè Ñîëíöåì è äðóãèìè ïëàíåòàìè è (èëè) íåòî÷íîãî çíàíèÿ ìî-
ìåíòà èíåðöèè Çåìëè J , óòî÷íèòü êîòîðûé äëÿ Çåìëè è òàêèõ ñëàáî âîçìóùåííûõ
ïëàíåò, êàê Þïèòåð, Ñàòóðí è Óðàí, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ (17).
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