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Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà, äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü äèíàìèêè

äâóõôàçíûõ ãðóíòîâûõ ñðåä, îáîáùåííîå ðåøåíèå, ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ,

îöåíêà äèñêðåòíîãî ïî âðåìåíè ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ .

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì òåìû, ïîëó÷èâøåé ðàçâèòèå â [1], ãäå

äëÿ íåëèíåéíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ìîäåëè äèíàìèêè äâóõôàçíûõ ãðóíòîâûõ

ñðåä íà îñíîâàíèè ìåòîäà Ãàëåðêèíà ñôîðìóëèðîâàíî îáîáùåííîå ðåøåíèå è

ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè íåïðåðûâíîãî ïî âðåìåíè ïðèáëèæåííîãî îáîá-

ùåííîãî ðåøåíèÿ. Äàëåå ïðåäëîæåíû ïîñòðîåíèå è èññëåäîâàíèå ïîëíîñòüþ

äèñêðåòíîãî ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé íà÷àëü-

íî-êðàåâîé çàäà÷è [1, 2]. Ñèñòåìà óðàâíåíèé çàïèñàíà â âèäå
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ãäå h — ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ ðàçáèåíèÿ �, k �1 2 3, , —

ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Äëÿ îöåíêè äèñêðåòíîãî ïî âðåìåíè ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ

èñïîëüçóåì ñõåìó Êðàíêà–Íèêîëñîíà [3].

Ïóñòü T J� � äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî J &1. Áóäåì èñêàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ ( , )}W x y Zj

j

J
t
N

�
�

0
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P P P j Jj j j� �� � � �1 2 11

2
0 1/ ( ), , .

(23)

Ñõåìà Êðàíêà–Íèêîëñîíà äëÿ çàäà÷è Êîøè (20)–(22) ìîæåò áûòü çàïèñàíà

â âèäå
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( ) ( ) | | , ( ) ( )� � � �� $ � � $1 1
1
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2� � � � � | |u �� � � � �u Z Z, .� (29)

Òîãäà ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü w x y t( , , ) — îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (10)–(12) è

{ ( , )}W x y Zj

j

J
t
N

�
�

0
— ðåøåíèå çàäà÷è (24)–(27). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

w W k� �
2

1 ( )� . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C C T� .( ) 0, íå çàâèñÿùàÿ îò h, � è òà-
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (10) ïðè t jj� � �1 2 1 2/ ( / )� â âèäå
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, , ,j J� �0 1 (30)
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� � � � � � � �j j j jO O O O� � � �( ), ( ), ( ), ( )2 2 2 2 . (31)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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W1 èìååò âèä (16), � � �0 0
1

0
2

0� min { , , }k .
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Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (32) è ñîîòíîøåíèÿ (26), (30), (15), (33), ìîæåì çàïè-

ñàòü:
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Â ñîîòíîøåíèè (36) ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:
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Òîãäà (36) ñ ó÷åòîì (37) ïåðåïèøåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ðàññìîòðèì ôóíêöèè �i x y( , ) , i J� 0, , êîòîðûå îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðà-
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Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (40), (38), (42) è ðàâåíñòâî

m p
t

q m
w

t t

N0
0

0
0

��

	



�

�



�

	






�

�





� ��

	



�

�

 � �

	

��

�
�

�

�

��

�
,

~



�

�



�

	






�

�





�

0

, q N

� ��

	



�

�



�

	






�

�





� � �m

w

t
q q ZN N N�

�

�

0
0

0
0, , (43)

èìååì

m q m W q a W qN N N( , ) ( ; , ) ( ; , )/ / / /� 
 
 ��
0 1 2 1 2

1
1 2 1 2� � �

� � � �

	



�

�

 �

�

	






�

�





� �

	

m p

t
q m

t

N0 0
1 2

0

2
� �

��

�
�

�
�

��

�
� �

/

,
�

�



�

	






�

�






�

�

�
�

�
0

, q N

� � �D w W w q d q m W qN N N( , , ~ , ) ( , , , , ) ( ; , )/0 0 0 0 0 0 0 1 2 0� � � � � 
� �

�
�

�
� � �a W q m W q a WN N( ; , ) ( ; , ) ( ; ,/ / / / / /

1
1 2 1 2 1 2 1 2

1
1 2 1 2
 
 � q N ) �

� � � �m q m W qN N( , ) ( ; , )/� � � 
�
0 0 1 2 0

� �
�

� � � �
2

0 0 0 0 0 0 0( ( , , ~ , ) ( , , , , ))D w W w q d qN N � �q ZN N
0

.

Â îáùåì ñëó÷àå èç ôîðìóë (38), (40), (42), (43) ñ ó÷åòîì ïîñëåäíåãî ñîîòíîøå-

íèÿ ïîëó÷àåì
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m w Pj j j j j
L

j( ; , ) || || || ||/ /
( )

/� � �� $1 2 1 2
2

1 2
2

� � � 
 � � 
� � � L2( )� ,

m w w m W wj j j j j j j( ; ~ , ) ( ; ~ , )/ / / /� � � �� � $1 2 1 2 1 2 1 2� � 
 � 
� �

$ � �
�

	



�

�

� � �P j

L
j j

L
j

4
1 2 1 2 1

2 2
|| || || || ||( )

/ /
( )

/� � 
 
� �
2

2
|| ( )L � ,

W W1 1( ; ~ , ) ( ; ~/ / / /w w W wj j j j j j
1

1 2
1 1

1 2 1 2
1

1 2
1

1� � � � �� �� 




/ /, )2
1

1 2
 j� $

$ � ��
	



�
�



� � �P j
H

j j

H

j
5

1 2 1 2

0
1

0
1

|| || || || ||
( )

/ /

( )
� � 
 


� �
1 2

0
1

/
( )

||
H �

,

W2 ( , ) || || || ||/ / /
( )

/
(

� 
 � 
j j j
H

j
H

P� � � �$1 2 1 2
6

1 2 1 2

0
1

0
1� �)

,

W( ; , ) || || |/ / / /
( )

w kj j j j j
H1

1 2
1 2

1 2
2

1 2
1

1 2

0
1

� � � �� $� � 
 �
�

| ||/
( )


 j
H

�1 2

0
1 �

,

K x y
x

w
y

wj j j j j, , ( ), ( )/ /�

�
�

�

�
� �

1
1 2

1 1
1 2

1
1� � �� �

�

	




�

�




/ /,2 1 2
 j� $

$ � �k j
L

j
L1

1 2 1 2
2 2

|| || || ||/
( )

/
( )� 
� � ,

m Pj j j
L

j
L( , ) || || || ||/

( )
/

( )� 
 � 
� �$1 2
1

1 2
2 2� � ,

m w Pj j j j j
L

j
L( ; , ) || || || ||/ /

( )
/

(
� � �� $1 2 1 2

2
1 2

2 2
� � 
 � 
� �) ,

W1 1
1 2

1 1 1
1 2

7
1 2

0
1( ; , ) || || ||/ /
( )

/w Pj j j j j
H

j� � �� $� � 
 � 

�

||
( )H 0

1 �
,

W2 ( , ) || || || ||/
( )

/
( )

� 
 � 
j j j
H

j
H

P� �$1 2
6

1 2

0
1

0
1� �

,

W( ; , )/ /w j j j j j
1

1 2
1 2 2 2

1 2� �� � $� � � 


$ ��
	



�
�



�k j
H

j

H

j
H1

1 2

0
1

0
1

0
1|| || || || || ||

( ) ( )

/
( )

� � 

� � �

,

K x y
x

w
y

wj j j j j, , ( ), ( ) (/ /�

�
�

�

�
� �

1
1 2

1 1
1 2

1
� �� �

�

	




�

�


 �� 
j j), /� $1 2

$ ��

	



�

�

 �k j

L
j

L

j
L1

1 2

2
2

2
|| || || || || ||

( ) ( )

/
( )� � 
� � � ,

( , ) || || || || , ,/
( )

/
( )� 
 � 
j j j

L
j

L j J� �$ � �1 2 1 2
2 2

0 1� � , (47)

ãäå P gm w w wj j

L

j
4

2
1 11 21 2 12

2� �
�

� � � � � �� � �â max || ~ ~ || , || ~
( )�

�(
)
*

+
,
-�

��
~ ||

( )
w j

L22 �
, êîí-

ñòàíòà P5 çàâèñèò îò k2 , �
1
1, �

1
2 , à òàêæå íîðì

�

�

~ /

( )

w

x

i
j

L

1
1 2�

� �

,
�

�

~ /

( )

w

y

i
j

L

1
1 2�

� �

,

i �1 2, , P6 — îò m, M â, P7 — îò k1, �
1
1, �

1
2 .

78 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 4
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Ó÷èòûâàÿ â ñîîòíîøåíèè (45) ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ôîðìû
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Èç îöåíêè (55) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðå-

øåíèÿ çàäà÷è (1), (2), (5)–(8) ïîëó÷åíà îöåíêà åãî ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ïðîñòðà-

íñòâå W
2
1 ( )� ê ñîîòâåòñòâóþùåìó îáîáùåííîìó ðåøåíèþ.
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