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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, äðîáíîå âèíå-

ðîâñêîå ïîëå, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ñ äðîáíûì âèíåðîâñêèì ïîëåì ñ ïàðàìåòðàìè Õàðñòà ( , ) ( , / ) ,H H � � 0 1 2 2 à òàêæå

çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ðåøåíèåì òàêîãî óðàâíåíèÿ. Â [1, 2] èññëåäîâàí äðîáíûé âè-

íåðîâñêèé ïðîöåññ ñ ïàðàìåòðîì Õàðñòà H � ( / , )1 2 1 è ñîîòâåòñòâóþùåå ñòîõàñ-

òè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå. Îäíàêî ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷

ôèíàíñîâîé ìàòåìàòèêè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì

èñïîëüçóåòñÿ íå ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, à ïîëå. Â äàííîé ñòàòüå íàéäåíû óñëîâèÿ ñó-

ùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîëÿìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò

ïðèìåíÿòüñÿ â ýêîíîìèêå, ãèäðîëîãèè, òåëåêîììóíèêàöèÿõ è äðóãèõ îáëàñòÿõ, ãäå

âîçíèêàþò çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèìè äèíàìè÷åñêèìè ñèñ-

òåìàìè.

Ïóñòü ( , , )� � P — âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, �z , z A� , A � [ , ]0 1 2 , — äâóïà-

ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî �-ïîäàëãåáð �, ïðè÷åì � � �z z1
, åñëè z z1 � , ãäå âûðà-

æåíèå z z1 � îçíà÷àåò ïîêîîðäèíàòíîå íåðàâåíñòâî ìåæäó z t s1 1 1� ( , ) è z t s� ( , ).

Îáîçíà÷èì L2
20 1([ , ] ) ïðîñòðàíñòâî �z -èçìåðèìûõ ïîëåé � �� �{ }( , ), ( , )t s t s A ,

òàêèõ, ÷òî
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Ïóñòü òàêæå L([ , ] )0 1 2 — ïðîñòðàíñòâî �z -èçìåðèìûõ ïîëåé � �� �{ }( , ), ( , )t s t s A ,
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Äëÿ ôóíêöèé èç êëàññîâ L2
20 1([ , ] ) è L([ , ] )0 1 2 îïðåäåëåí ñòîõàñòè÷åñêèé

èíòåãðàë:

I E t s dW t s( ) | ( , ) | ( , )� �� 		
2

0

1

0

1

.

Èíòåãðàë I ( )� èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) åñëè ��L2
20 1([ , ] ) , òî ïðîöåññ { }I t s At s, ( ), ( , )� � — êâàäðàòè÷íî èíòåãðè-

ðîâàííûé ìàðòèíãàë;

2) EI t s At s, ( ) , ( , )� � �0 , ��L2
20 1([ , ] );

3) EI E d dt s

st

, ( ) | ( , ) |2 2

00

� � � � � �� 
 �		 , ( , )t s A� , ��L2
20 1([ , ] ) .
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Ïóñòü B z
H H',

— äðîáíîå âèíåðîâñêîå ïîëå ñ ïàðàìåòðàìè Õàðñòà

( , ) ( , / ) ,H H � � 0 1 2 2 ò.å. B z
H H',

— ãàóññîâñêîå ïîëå, ñ êîâàðèàöèîííîé ôóíêöèåé

R z z E B BH H' z
H H'

z
H H'

,
, ,

( , ) ( , )� � �
�

� � � � � � � � � � �
1

4

2 2 2 2 2 2( | | ) ( | | )t t t t s s s sH H H H' H' H'
,

z t s z t s� � � � �( , ), ( , ) .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè H H� � �1 2/ B z
H H',

— îáû÷íîå âèíåðîâñêîå ïîëå.

Ïóñòü ( , )C � — èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà A ôóíêöèé f ñ ïîòî-

êîì �-àëãåáð � � �z f z z z�{ }( ),1 1 , � � ��{ }f z z A( ), .

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

� � �( , ) , , ,
( , )

,
t s a x y u dx dy B

st

t s

H H'
� � �		0

00

( ) , ( , )t s A� , (1)

ãäå a — � z -èçìåðèìûé ôóíêöèîíàë, u A U:
~

� — óïðàâëåíèå, íå çàâèñÿùåå îò áó-

äóùåãî. Ïóñòü U — êëàññ âñåõ óïðàâëåíèé, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå óðàâ-

íåíèÿ (1), � — íàèìåíüøàÿ �-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ èç A , � ~
U

— �-àë-

ãåáðà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ èç
~

U , (
~

, )~U
U

� — ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè óïðàâëåíèÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû

íàéòè óïðàâëåíèå u* â êëàññå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ìèíèìèçèðóþùåå ñòîè-

ìîñòü óïðàâëåíèÿ F, êîòîðîå çàäàåòñÿ êàê

F u E f t s t s u t s t s dtdsu u( ) ( , , ( , ), , , ,� 	 	
0

1

0

1

� �( ( )) ,

ãäå f z u( , , )� — íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ, ( , , )
~

z u A C U� � � � ,

� u z( ) — ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1), ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèþ u u z zu� ( , ( ))� .

Ïóñòü Z F u
u U

�
�
inf ( ). Âåëè÷èíó Z íàçîâåì îïòèìàëüíîé ñòîèìîñòüþ óïðàâëåíèÿ

â êëàññå U . Óïðàâëåíèå � íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì â U, åñëè ñòîèìîñòü F u( ) ïðè

u � � äîñòèãàåò ìèíèìóìà.

Íàéäåì óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ðåøåíèåì óðàâíå-

íèÿ (1).

Ñîãëàñíî [3] äðîáíîå âèíåðîâñêîå ïîëå B H H', äîïóñêàåò èíòåãðàëüíîå ïðåä-

ñòàâëåíèå

B K z z dWz
H H'

H H'

s

z

t
,

, ,� �		
00

( ) ' ,

ãäå K z z K s s K t tH H' H H', ( , ) ( , ) ( , )� � � � , à K s sH ( , )� è K t tH' ( , )� çàäàíû â [2].

ßäðî K
H H',

îïðåäåëÿåò îïåðàòîð K
H H',

â L2
20 1([ , ] ) êàê

K h s t I t s I tH H'
H H' H H' H H' H

,
, / / / , / /( , ) � � � � � �2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2s hH'� / , h L� 2

20 1([ , ] ),

ãäå I f x y x u y f u dud

y
� � � �

� �
	 	 	, ( , ) ,� � �� �

	
1 1 1

00
� �( ) ( )

( ) ( ) ( )

x

	 , � — ôóíêöèÿ Ýé-

ëåðà, � �, � 0, f L� ([ , ] )0 1 2 .
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Îáðàòíûé îïåðàòîð K
H H',
�1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê

K h t s t s D t s
H H'

H H' H H' H H'

,
/ / / , / /( , )� � � � � � ��1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2/ ,D hH H'

,

ãäå D f x y
x y

f u

x u y

y
� �

� �� �
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( ) ( )
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� � � �
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� � 		

0

x

dud	 .

Ïóñòü a t s x u( , , , ) óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) a t s x u( , , , ) — ����� ~
U

-èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ;

2) � �( , )t s A ôóíêöèÿ a t s x u( , , , ) ��� ~
U

-èçìåðèìà;

3) � �( , )t s A , x C� ôóíêöèÿ a t s x u( , , , ) íåïðåðûâíà íà
~

U;

4) � �( , )t s A , x C� ìíîæåñòâî a t s x U a t s x u u U( , , ,
~

) ( , , , ),
~

� �{ } âûïóêëî è çà-

ìêíóòî;

5) � �L 0 òàêîå, ÷òî | ( , , , ) | ( || || )a t s x u L x2 21� � ;

6) � �M 0 òàêîå, ÷òî

K a x u d d M x

st
�

		
�

�

 
 

!

"

#
#

� �1

00

2

21( )� � � �, , , ( || || ),

ãäå || ||x — íîðìà â C([ , ] )0 1 2 .

Âîïðîñ ñóùåñòâîâàíèÿ ñëàáîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1) èññëåäîâàí â ðàáîòå [3],
ãäå áûë ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå 5) äëÿ a t s x u( , , , ) . Òîãäà óðàâíåíèå (1)

èìååò ñëàáîå ðåøåíèå.
Ïðèìåíèì òåîðåìó Ãèðñàíîâà äëÿ äðîáíîãî âèíåðîâñêîãî ïîëÿ [3]. Îíà ôîð-

ìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïîëå 
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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Òîãäà
~ ,
B z

H H'
— �z -äðîáíîå âèíåðîâñêîå ïîëå c ïàðàìåòðàìè Õàðñòà ( , )H H �

ïî íîâîé âåðîÿòíîñòè
~
P, îïðåäåëåííîé êàê

dP

dP

~

� � .

Ïîëîæèì a t s x a t s x u t xu ( , , ) ( , , , ( , ))� , ( , ) [ , ]t s � 0 1 2 , x C� , u U�
~
.

Çàôèêñèðóåì âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ( , , )� � P0 ñ âèíåðîâñêèì ïîëåì
W W Pz z� �( , , )0 .

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî D êàê
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Äîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî ïëîòíîñòåé D — ñëàáûé êîìïàêò â ïðîñòðàíñòâå

L1
20 1([ , ] ). Ïîêàæåì, ÷òî D — ðàâíîìåðíî èíòåãðèðîâàííîå è ñëàáî çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî â L1
20 1([ , ] ).

Ëåììà 1. Ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà � * �1 òàêàÿ, ÷òî
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ñâîéñòâà 6) ôóíêöèîíàëà a.
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Ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Ãðîíóîëà–Áåëëìàíà èìååì

| | ( | | ) exp, ,W M Mt s t s
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Ðàññìîòðèì ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

d f t s u t s dtds dWz t s� � �� �( , , , ( , , )) , , ( , ) [ , ] [ , ]t s � �0 1 0 1 . (3)

Äëÿ óðàâíåíèÿ (3) ïëîòíîñòü �
( )

( )

00

t s
f

,
( ) îïðåäåëåíà â ðàáîòå [4] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

�
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( ) (
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( ) , , , ( , ) | , , ,� �		 ) |2

0

1

0

1

dtds		 , ( , ) [ , ] .t s � 0 1 2 (4)

Â [4] äîêàçàíî, ÷òî E f
t s

exp ( )
,

{ }
( )

( )� �
00

1� äëÿ � � 0.

Äëÿ ôóíêöèè K a y d dy
H H' n

st

,
( )

�
		

1

00

	 � 	, , óñëîâèÿ 1)–5) âûïîëíåíû. Òîãäà

E a t s W E K au
t s

H H'

s

nexp ( ( , , )) exp
,

{ } (
( )

( )

,
� � �� � 	� �

	00

1

0

, ,y W d dy

t

)

0

1	
�

�

 
 

!

"

#
#

�


�

��

�
�
�

��
�	 .

Ïî òåîðåìå 2 äëÿ äðîáíûõ âèíåðîâñêèõ ïîëåé

� �P dw a P dwu( ) exp ( ) ( ){ }� � 0 .
Òîãäà

E a h E M M Wu t s0 0
2 2 22exp ( ) ( ) exp ( )exp | |,{ } { { } }�� � � � �� � . (5)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ h( )� îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè � �1.

Âîçüìåì � �1, áëèçêîå ê 1, òîãäà ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â ïðàâîé ÷àñòè íå-

ðàâåíñòâà (5) êîíå÷íî è E a Cu0 exp ( ){ }�� � 
 � , ãäå êîíñòàíòà C çàâèñèò ëèøü

îò � è M .

Ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàæåì çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà D â ïðîñòðàíñòâå L1. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

G ñëåäóþùèì îáðàçîì:

G a E an n� �{ }: exp ( )
,
,�

0 0
1 1 1 .

Ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ëåììû èç [4], êîòîðàÿ ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì.
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Ëåììà 2. Ïóñòü � n n$ �0 1 2, , ,� , — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

òàêèõ, ÷òî � �n � ïî âåðîÿòíîñòè ïðè n � � . Åñëè E E cn� �� � , òî

lim | |
n

nE
��

� �� � 0.

Ëåììà 3. Ïóñòü ìíîæåñòâî G çàìêíóòî â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè.

Òîãäà ìíîæåñòâî D çàìêíóòî â L1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ exp ( )
,
,�

0 0
1 1 a Dn � ñõî-

äèòñÿ ê ��L1 ïî âåðîÿòíîñòè. Èìååì E anexp { ( )}
,
,�

0 0
1 1 1� è E� �1, òîãäà ñîãëàñíî

ëåììå 2

lim |exp ( ) |
,
,

n
nE a

��
� �� �

0 0
1 1 0,

îòêóäà ñëåäóåò çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà D â ïðîñòðàíñòâå L1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, èç ëåìì 1 è 3 âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî D ñëàáî êîìïàêòíî

â ïðîñòðàíñòâå L1. Ôóíêöèîíàë F u( ) íåïðåðûâåí. Òîãäà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)–6) äëÿ ôóíêöèîíàëà a t s x u( , , , )

è ìíîæåñòâî G çàìêíóòî â ñìûñëå ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè. Òîãäà ñóùåñòâóåò

óïðàâëåíèå u U% � òàêîå, ÷òî

F u F u
u U

( ) inf ( )%

�
� .

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû âûòåêàåò èç òåîðåìû î òîì, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà

êîìïàêòå ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà êîìïàêòå.

Äàííàÿ òåîðåìà äàåò óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïîëÿ-

ìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñòîõàñòè÷åñêèì óðàâíåíèÿì ñ äðîáíûì âèíåðîâñêèì

ïîëåì.
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