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Êëþ÷åâûå ñëîâà: êðåäèòíûé ðèñê, óïðàâëåíèå ðèñêàìè, îöåíêà ðèñêà, ñòîõàñ-
òè÷åñêîå ïðîãðàììèðîâàíèå, ñòîõàñòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèÿ, ôóíêöèÿ ðèñêà.

Óïðàâëåíèå ðèñêàìè — îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ â ðàñïðåäåëåíèè àêòèâîâ, ïðî-
âîäèìûõ áàíêàìè, ñòðàõîâûìè è èíâåñòèöèîííûìè êîìïàíèÿìè è äðóãèìè ôè-
íàíñîâûìè îðãàíèçàöèÿìè, îöåíèâàþùèìè ðèñê.

Êðåäèòíûé ðèñê ñâÿçàí ñ äåÿòåëüíîñòüþ òîðãîâîãî ïàðòíåðà, íå âûïîëíÿþùå-
ãî îáÿçàòåëüñòâà ïî ñóììàì è ñðîêàì. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ïîäõîäîâ ê îöåíèâàíèþ
òàêîãî ðèñêà. Íàèáîëåå èçâåñòíûé è îáùåïðèíÿòûé ïîäõîä îñíîâàí íà îöåíèâàíèè
òàê íàçûâàåìîãî Value-at-Risk (VaR ), êîòîðûé ñòàë ñòàíäàðòîì îöåíêè è êîíòðîëÿ
ðèñêà. Ïðè ýòîì âàæíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ïîðòôåëÿ ñ íàïåðåä çàäàí-
íûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà VaR èëè ñ ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûìè VaR .

Êàê èçâåñòíî, VaR îïðåäåëÿåòñÿ êàê d-êâàíòèëü íåêîòîðîé ôóíêöèè ïîòåðü
èíâåñòèöèîííîãî ïîðòôåëÿ. Â ðàáîòå [1] ðàçâèâàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê îöåíêå ðèñêà,
ñîñòîÿùèé â îöåíêå óñëîâíûõ ñðåäíèõ îæèäàåìûõ ïîòåðü (ÑVaR), ïðåâûøàþùèõ
�-VaR . Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ÑVaR ïî ñâîèì ñâîéñòâàì ïðåäïî÷òèòåëüíåå VaR .
Õîòÿ ÑVaR åùå íå ñòàëà ñòàíäàðòíîé ìåðîé ðèñêà â ôèíàíñîâîé èíäóñòðèè, òåì íå
ìåíåå îíà èãðàåò âñå áîëüøóþ ðîëü â ôèíàíñîâîé è ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêå. Ïîä-
ðîáíîå îáñóæäåíèå ýòèõ âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè â [1].

Ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è îá îïðåäåëåííîñòè îïòèìàëüíîãî ïîðòôåëÿ ñ ïî-
ìîùüþ ÑVaR ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ôèíàíñîâîé
ìàòåìàòèêè, â òîì ÷èñëå è äëÿ íàõîæäåíèÿ áîëüøèõ ïîðòôåëåé èíâåñòèöèîííûõ
êîìïàíèé, áðîêåðñêèõ ôèðì è äðóãèõ ó÷ðåæäåíèé, ãäå íåîáõîäèìî îïòèìàëüíûì
îáðàçîì óñòàíîâèòü ðèñê îò ïðèíÿòèÿ òåõ èëè èíûõ ðåøåíèé.

Ïîäõîä, ïðåäëàãàåìûé â [1], îñíîâàí íà àëãîðèòìå, êîòîðûé âû÷èñëÿåò VaR
è ìèíèìèçèðóåò ÑVaR. Ïðè ýòîì â çàâèñèìîñòè îò çàäàíèÿ ôóíêöèè ïîòåðü ìîæåò
âîçíèêíóòü çàäà÷à íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé íåîáõîäèìî ïðè-
ìåíÿòü ñîâðåìåííûå ìåòîäû ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïóñòü f X R Rn: � � —

ôóíêöèÿ ïîòåðü, êîòîðàÿ çàâèñèò îò óïðàâëÿåìîãî ïàðàìåòðà x X R n� � è ñëó-

÷àéíîãî âåêòîðà y R m� . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

P R R Rn m: � � , çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà x.
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íîñòü òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ ïîòåðü f x y( , ) íå ïðåâûøàåò íåêîòîðîå ïîðîãîâîå �.
Îïðåäåëèì âåëè÷èíû VaR è ÑVaR äëÿ äàííîé ìîäåëè ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Åñëè îáîçíà÷èòü g x y f x y( , , ) [ ( , ) ] ,� �
�

�� 

�

� 
1

1
òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

F x Eg x y( , ) ( , , )� �� ,

è èìååòñÿ òèïè÷íàÿ çàäà÷à ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè

min ( , ) min ( , , )
x X R x X R

F x Eg x y
� � � �

�� � .
(1)

Âîîáùå ãîâîðÿ, â ñèëó ñïåöèôèêè ôóíêöèè g x y( , , )� ýòî çàäà÷à íåäèôôåðåí-
öèðóåìîé ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè è â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíê-
öèé g îíà äîñòàòî÷íî ñëîæíàÿ è íå âñåãäà ðàçðåøèìàÿ.

Îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì èç âîçìîæíûõ ìåòîäîâ åå ðåøåíèÿ — ìåòîäå ýìïèðè-
÷åñêèõ ñðåäíèõ. Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíèå ãîäû ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë äîñòàòî÷íî
øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå, ïîÿâèëîñü ìíîãî ïóáëèêàöèé íà ýòó òåìó, ñì. [2–4].

Èäåÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü èìåþòñÿ íåçàâèñèìûå íàáëþ-
äåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû y y yn: , ,1 � . Ñîñòàâèì ýìïèðè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðèñêà
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]. (2)

Áóäåì ðåøàòü çàäà÷ó: íàéòè

min ( , ), ( , ) min ( , )
x X R

n n n nF x x F x
� �

� � �� � �arg , (3)

è ïóñòü
( , ) min ( , )x F x

x X R

� �

� �
�� �arg . (4)

Ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû óñòàíîâèòü, êîãäà â òîì èëè èíîì âåðîÿòíîñòíîì

ñìûñëå èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ( , ) ( , )x xn n
� � � ��� � è F x F xn n n( , ) ( , )� � � ��� � .

Ïðè ýòîì íå íàêëàäûâàåòñÿ óñëîâèå íà åäèíñòâåííîñòü òî÷êè ( , )xn n
� �� . ×òî æå

êàñàåòñÿ åäèíñòâåííîñòè òî÷êè ( , )x� �� , òî äëÿ ïðîñòîòû ýòî óñëîâèå áóäåì ñ÷è-

òàòü âûïîëíÿþùèìñÿ, õîòÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà ñó-
ùåñòâóåò ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (3), (4).

Ñíà÷àëà ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðîå îáùåå óòâåðæäåíèå [5], èç êîòîðîãî áóäåò
ñëåäîâàòü ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 1: 1) ïóñòü çàäàíû âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ( , , )� � P , ïîòîê �-àë-

ãåáð � �� ��
n n 1 , è ïóñòü K — íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî èç áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà ñ íîðìîé || ||� ;

2) ïóñòü { ( ) ( , ), ( , ) , }Q s Q s s K nn n� � � 
� � � 1 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâè-
òåëüíûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé íà K �� , êîòîðûå ïîëóíåïðåðûâíû íà K äëÿ ëþáîãî
n 
1;

3) ïóñòü
~

( ) ( ) ( )Q s Q s Q sn n n� � � , s K� � , óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

� lim
~

( )
n

nQ s
��

� 0, s s� � , ñ âåðîÿòíîñòüþ 1;

� äëÿ ëþáîãî � � 0 è s K� � âûïîëíåíî

P Q
n s s s s s

n
�
�
� � �� � � � 
 ��

lim lim sup | (
: || || , || || ,� � � � �0 '

s Q sn) ( ) |� �
�
�
�
�' 0 1.

Îáîçíà÷èì s Q sn s K n� �arg min ( ). Òîãäà P s sn n{lim | | }��
�� � �0 1.

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà K ìîæíî çàìåíèòü íà ñëåäóþ-
ùåå: ìíîæåñòâî K — ïîëóêîìïàêò, è äëÿ ëþáîãî � � 0 ñóùåñòâóåò êîìïàêòíîå ìíî-

æåñòâî
~
K K� è ÷èñëî n0 òàêîå, ÷òî P s Kn{

~
}� � � .

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè ôóíêöèÿ Q sn ( ) îãðàíè÷åíà, Q sn ( ) �� ïðè || ||s �� è ìíîæåñ-

òâî K íå êîìïàêòíî, òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ n0 è a � 0 òàêèå, ÷òî äëÿ n n� 0 çàäà÷ó ìè-
íèìèçàöèè ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè íà ìíîæåñòâå { : {| ( ) | }}s K Q s an� � .
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü Q sn ( , )� — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, êîòîðûå óäîâëåò-

âîðÿþò óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû 1, è, êðîìå òîãî:

1) ñóùåñòâóåò ýëåìåíò s K� � òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s Kn �

âûïîëíåíî P s sn n{lim || || }��
�� � �0 1;

2) ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ Q s( ) , s K� , íåïðåðûâíàÿ â òî÷êå s� , è âûïîëíåíî

P Q s Q sn n{lim ( ) ( )}��
� �� �1;

3) ñóùåñòâóåò çíà÷åíèå � 0 òàêîå, ÷òî äëÿ 0 0� �� � âûïîëíåíî

P Q s Q s c
n s s

n n
�
�
�

� �
�
�
�
�

�� � �

�

�
lim sup | ( ) ( ) | ( )

|| || �

� 1,

ãäå c( )� � 0 ïðè � � 0 è c( )� � 0 ïðè � � 0.

Òîãäà P Q s Q sn n n n{lim ( ) ( )}��
�� �1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó P Q s Q sn n{lim ( ) ( )}��
� �� �1, òî äîñòàòî÷íî äî-

êàçàòü, ÷òî P Q s Q s
n

n n
�
�
�

� �
�
�
�
�

��

�lim | ( ) ( ) | � 0 äëÿ ëþáîãî � � 0.

Äëÿ ëþáîãî � � 0 èìååì

P Q s Q s
n

n n
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�
�
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�
�

��

�lim | ( ) ( ) | �

� �
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�
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 � ��

��

�P s s n N Q s Q sn
n

n n� � � �: || || , ( ); lim | ( ) ( ) | , lim sup | ( ) ( ) | ( )
|| ||n s s

n nQ s Q s c
�� � �

�

�

� � �
�
�
�

�

�

� �
�
�

� � �
��

�

��

�P Q s Q s ñ Q s Q s
n

n n
n

n nlim | ( ) ( ) | ( ); lim | ( ) ( )� | �
�
�
�

� . (5)

Âîçüìåì � � 0 òàêîå, ÷òî c( )� �� , òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (5) ðàâíà íóëþ.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 3. Â ðàáîòå [5] ïðåäñòàâëåíà íåñêîëüêî äðóãàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû 2.
Èç òåîðåì 1 è 2 ìîæåì ïîëó÷èòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, ïðåäëîæåííûå

â [2–4] è äîêàçàííûå â íåñêîëüêî èíûõ ôîðìóëèðîâêàõ â [6–9].
Òåîðåìà 3. Ïóñòü { , }	 i i 
1 — íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� � P ,

	 i
mR� , m 
1, ôóíêöèÿ { ( , ): , , }f x y J R R J R pm p� � � 
1 — äåéñòâèòåëüíàÿ èç-

ìåðèìàÿ ôóíêöèÿ è âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ìíîæåñòâî J çàìêíóòî â R p;

2) äëÿ ëþáîãî c � 0 èìååì E f x
x J x cp

�
�
�

�
�
�
� �

� �
max | ( , ) |
, || ||

	 0 ;

3) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà x� òàêàÿ, ÷òî F x Ef x Ef x( ) ( , ) ( , )� �� �	 	0 0 ,

x x� � , x J� ;

4) äëÿ ëþáîãî c � 0 ôóíêöèÿ f x y( , ) íåïðåðûâíà ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó íà ìíî-

æåñòâå { : || || , }x x x x Jp� � �� � ;

5) åñëè J íåîãðàíè÷åíà äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { , }x j Jj 
 �1 òàêîé,
÷òî || ||x j p �� ïðè j �� , ôóíêöèè f x yj( , ) �� ïðè j �� .

Ïóñòü F x
n

f xn
i

n

i( ) ( , )�
�
�

1

1

	 è x F xn x J n
�

�� arg min ( ) . Òîãäà x xn n
� �� ( )� ìîæíî âû-

áðàòü �n-èçìåðèìûìè, � � � �n i i n� 	{ , }1 è ñïðàâåäëèâî P x xn n p{lim || || }��
� �� � �0 1

è P F x F xn n{lim ( ) ( )}��
�� �1.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü { , }	 i i 
1 — íåçàâèñèìûå îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå îïðåäåëåíû íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� � P ,

	 i
mR� , m 
1, ôóíêöèÿ { ( , ) : , , }f x y J R R J R pm p� � � 
1 — äåéñòâèòåëüíàÿ èç-

ìåðèìàÿ ôóíêöèÿ, è ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
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1) ìíîæåñòâî J âûïóêëîå è ëîêàëüíî êîìïàêòíîå íà R p ;
2) ôóíêöèÿ f x y( , ) âûïóêëàÿ ïî ïåðâîìó ïàðàìåòðó è

� P f x{| ( , ) | }� � � �	 0 1;

� ñóùåñòâóåò òî÷êà x J� � òàêàÿ, ÷òî Ef x Ef x x x( , ) ( , ),� �� �	 	0 0 ;

� E f x f x{inf [ ( , ) ( , )] }	 	0 0� � �� � , ãäå g g g
�

�� | | 
 0 .

Òîãäà P x xn n p{lim || || }��
�� � �0 1 è P F x F xn n{lim ( ) ( )}��

�� �1, ãäå âåëè-

÷èíû xn , F xn ( ) è F x( ) òàêèå æå, êàê â òåîðåìå 3.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè (1) è ïðîàíàëèçèðóåì äâà òèïà óñëîâèé, ïðè

êîòîðûõ ðåøåíèå çàäà÷è (3), (4) ñõîäèòñÿ ï.í. ê ðåøåíèþ íà÷àëüíîé çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 5. Ïóñòü óñëîâèÿ 1, 2, 4, 5 òåîðåìû 4 âûïîëíåíû è ñóùåñòâóåò åäèí-

ñòâåííàÿ òî÷êà ( , )x J R� � � �� òàêàÿ, ÷òî F x F x( , ) ( , )� � �� � äëÿ ëþáîé òî÷êè

( , ) ( , )x x� �� � � , ( , )x J R� � � .

Òîãäà P x xn n n{lim || ( , ) ( , ) || }��
� � � �� � �� � 0 1.

Åñëè ôóíêöèÿ F x( , )� íåïðåðûâíà â òî÷êå ( , )x� �� , òî

P F x F xn n n n{lim ( , ) ( , )}��
� � � �� �� � 1.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ f x( ) âûïóêëàÿ;

2) ìíîæåñòâî J âûïóêëîå è ëîêàëüíî êîìïàêòíîå íà R p ;

3) äëÿ òî÷êè ìèíèìóìà ( , )x� �� ôóíêöèè F x( , )� äëÿ ëþáîãî � � 0 âûïîëíåíî

F x F x( , ) ( , )� � �� � , åñëè | | ( , ) ( , ) | |x x p
� �


� �� � �1 , ( , ) ( , )x x� �� � � .

Òîãäà P x x
n

n n p
�
�
�

� � �
�
�
�

��

� � � �

lim || ( , ) ( , ) ||� � 1 0 1.

Åñëè ôóíêöèÿ F x( , )� íåïðåðûâíà â òî÷êå ( , )x� �� , òî

P F x F xn n n n{lim ( , ) ( , )}��
� � � �� �� � 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 5 è 6 ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ïðîâåðêè óñëîâèé òåîðåì 3 è 4.
Äàëåå ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå íåêîòîðûå ðåãðåññèîííûå ìîäåëè, øèðîêî èñ-

ïîëüçóåìûå â ìîäåëÿõ ôèíàíñîâîé è ñòðàõîâîé ìàòåìàòèêè. Íåêîòîðûå èç íèõ
ïðåäëîæåíû â [1, 10]. Ýòè ìîäåëè âïèñûâàþòñÿ â îáùóþ ñõåìó îöåíèâàíèÿ ñ ïðî-
èçâîëüíîé ôóíêöèåé êðèòåðèÿ è â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñ çàâèñèìûìè íàáëþäåíèÿ-
ìè. Ìîæíî âûáèðàòü òî÷êè êàê ñëó÷àéíûõ íàáëþäåíèé, òàê è íå ñëó÷àéíûõ.

Ïóñòü { , }	 i i 
1 — ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì, îïðåäåëåííûé

íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� � P , 	 i
mR� , m 
1, J — çàìêíóòîå ïîäìíî-

æåñòâî â R p, p 
1, xi — íåñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê èç R l , è ôóíêöèÿ

f x y z R J R Rl m( , , ): ,� � � 
 R 
 � �[ , )0 ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî âòîðîìó ïàðà-

ìåòðó è èçìåðèìà ïî ïåðâîìó è òðåòüåìó. Îïðåäåëèì F y
n

f x yn

i

n

i i( ) ( , , )�
�
�

1

1

	 ,

y J� . Çàäà÷à ñîñòîèò â ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè F yn ( ).

Òåîðåìà 7 [3, 4]. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî y J� ñóùåñòâóåò òî÷êà y J� � òàêàÿ, ÷òî

~
( ) lim [ ( ) ( )]F y E F y F yn n n� � ���

� 0;

2) åñëè J íåîãðàíè÷åíî, òî f x y z( , , ) �� ïðè || ||y p �� ïðè ôèêñèðîâàííûõ x è z ;
3) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { , }	 i i 
1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèëüíîãî ïåðåìåøè-

âàíèÿ [11]

sup sup | ( ) ( ) ( ) | , ,
,i A Bi

i j

P AB P A P B
c

j
j


 � �



�� 

�

� � 

0

1
0

� �
�

� � � 	� � � �0, { , }
l
m

i l i m ;

172 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2010, ¹ 3



4) Ef x yi i
2
 � �� 	( , , ) äëÿ ëþáîãî y J� è �� � 2;

5) lim lim sup | (
|| || , || ||� � �� �� � � � � 


�
�0

1

1

n
i

n

y y y yn
E f x

p p'
i i i iy f x y, , ) ( , , ) | ,	 	 �� � � �0 0.

Îáîçíà÷èì y F yn n�arg min ( ). Òîãäà P y yn p{lim || || }��
�� � �0 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðèìåíåíèå òåîðåìû 7 ê ìîäåëè íåëèíåéíîé ðåãðåññèè
ñ àääèòèâíûì øóìîì.

Ïðåäïîëîæèì, èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âèäà � i �
� 
�g x yi i( , ) 	 , i �1 2, , ,� ãäå ôóíêöèÿ g x y R J Rl( , ) : � � èçìåðèìà ïî ïåðâîìó

ïàðàìåòðó, ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó ïî âòîðîìó è îãðàíè÷åíà íà R Jl � . Òî÷êà y� —

íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, êîòîðûé íóæíî îöåíèòü, { , }	 i i 
1 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, çàäàííûõ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� � P .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êðèòåðèè îöåíèâàíèÿ:

Q y
n

g x yn

i

n

i i( ) [ ( , )]� �
�
�

1

1

2� ,
~

( ) | ( , ) |Q y
n

g x y

i

n

i i� �
�
�

1

1

� ,

� ( , ) [ ( , ) ] ( )Q y
n

g x yn

i

n

i i� � � � �� � 
 � � 

�


�
1

1

1

2 2


 � � � �
�


�
1

1

1

1 1
n

g x y

i

n

i i[ ( , ) ] ( )� � � � , � � �� ( , )1 2 . (6)

Íóæíî îöåíèòü ïàðàìåòð y â ïåðâîì è âòîðîì êðèòåðèÿõ è ïàðàìåòð ( , )y �
â òðåòüåì êðèòåðèè.

Òåîðåìà 8. Ïóñòü èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ñóùåñòâóåò òî÷êà y J� � òàêàÿ, ÷òî lim [ ( , ) ( , )] ( )
1

1

2

n
g x y g x y F y

i

n

i i

�

�� � � ,

y y� � , y J� ;

2) åñëè J íå êîìïàêòíî, òî g x y( , ) �� ïðè || ||y p �� ;

3) lim lim sup [ (
|| || , || ||� � �� �� � � � � �

�
�0

1

1

n
i

n

y y y y
i

n
g x

p p'

, ) ( , )] ,y g x yi� � � �2 0 0� ;

4) sup sup | ( ) ( ) ( ) |
,i A Bi

i j

P AB P A P B
c

j
 � �



� � 

�

� �
0

1
� �

�
, j 
 0, � � 0, � � 	l

m
i l i m� � �{ , };

5) E i| |	 �2
 � � , �� � 2.

Îáîçíà÷èì y Q yn y J n� �arg min ( ). Òîãäà P y y
n

n p
�
�
�

� � �
�
�
�

��

�lim || || 0 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ïðîâåðêè óñëîâèé òåîðåìû 7.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:
1) ôóíêöèÿ g x y( , ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 2) òåîðåìû 7, è ñóùåñòâóåò òî÷êà

y J� � òàêàÿ, ÷òî:

� inf [ ( , ) ( , )] ( )
i

i ig x y g x y y



�� � �
1

0� , åñëè y y� � ;

� lim [ ( , )] ( )
1

0

1n
E y g x y F y

i

n

i i

�
� � � � y y� � ;

� lim lim sup | (
|| || , || ||� � �� �� � � � � �

�
�0

1

1

n
i

n

y y y y
i

n
g x

p p'

, ) ( , ) | ,y g x yi� � � �0 0� ;

2) ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { , }	 i i 
1 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 3) è 4)
ïðåäûäóùåé òåîðåìû è ñëåäóþùèì:

� P i{ }	 � �0
1

2
;

� P Ai{ }	 �� , A �
� �

� �
�

�

� �

�
�
�

[ , ), ,

[ , ), .

0 0

0 0
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Îáîçíà÷èì ~ arg min
~

( )y Q yn y J n� � . Òîãäà P y y
n

n p
�
�
�

� � �
�
�
�

��

�lim || ~ || 0 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ ïóòåì ïðîâåðêè óñëîâèé òåîðåìû 7.

Òåïåðü ðàññìîòðèì êðèòåðèé � ( , )Q yn � , îïðåäåëåííûé â (6). Çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñ

òàêèì êðèòåðèåì âîçíèêàþò â íåêîòîðûõ ôèíàíñîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ, ãäå ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû â ôóíêöèè êðèòåðèÿ ìîãóò èìåòü íåñèììåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïðåîáðàçóåì � ( , )Q yn � , çàäàííóþ â (6):

� ( , ) lim [ ( , ) ] ( )Q y
n

E g x yn i i

i

n

� � � � �� � 
 � � 



�
�

1
12

1

2


 � � � � �


�
�

1
11

1

1
n

E g x yi i

i

n

[ ( , ) ] ( )� � � �

�
� � 




� �� �

lim
( , ) ( , ) | ( , ) ( , )1

2

2

n
E

g x y g x y g x y g x yi i i i i	 � 	 i

i

n 
�
�
 

� 



�
�

�2

1 2

|



� 
 �



� 
 �� �g x y g x y g x y g x yi i i i i i( , ) ( , ) | ( , ) ( , ) |	 � 	 �1 1

2 2

�
�
 

� 




 � � � �� � � �1 21 1( ) ( )

�
� 
 � 
 �

��

�

lim
| ( , ) ( , ) | | ( , ) ( ,

n
i i i i i

n
E

g x y g x y g x y g x y1 1	 � �

�

� 
�
�
 

� 

�
�
 

� 

�

) |	 �i

i

n
2

1 2


 �!

"
#

$

%
& �� � �

1

2
2 1( ).

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè � �1 2 0� � è óñëîâèÿ òåîðåìû 9 âûïîëíåíû, òî èìååì yn �
� �arg min � ( , )y J nQ y � — ñòðîãî ñîñòîÿòåëüíóþ îöåíêó ïàðàìåòðà y* .

Ïóñòü P i{ }	 
 � �
1

2
, ò.å. � — ìåäèàíà 	 i . Òîãäà E a Ei i| | | |	 	 �
 � � äëÿ ëþ-

áîãî a � 0.

Åñëè ( � , � )y � — åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà äëÿ ôóíêöèè � ( , )Q yn � è âñå

óñëîâèÿ òåîðåìû 9 âûïîëíåíû, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( , )yn n� �
�

� �
arg min � ( , )

,y J R nQ y
�

�2 ñõîäèòñÿ ê òî÷êå ( � , � )y � ñ âåðîÿòíîñòüþ 1.
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