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ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÊÀÕ: ÑÂÎÉÑÒÂÀ
ÎÖÅÍÎÊ Â ÌÅÒÎÄÅ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ, ïåðåñòàíîâêè, òðàíñïîðòíàÿ

çàäà÷à, ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàçâèòèå êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [1–10] ïðèâåëî ê ñîçäàíèþ àïïàðàòà äëÿ

èññëåäîâàíèÿ íîâûõ êëàññîâ çàäà÷, áîëåå àäåêâàòíî îòðàæàþùèõ ðåàëèè. Çíà÷è-

ìîñòü òðàíñïîðòíûõ çàäà÷ â ðàçíûõ ïîñòàíîâêàõ [10, 11], èõ àêòóàëüíîñòü

[12, 13] â ñîåäèíåíèè ñ àïïàðàòîì êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè îáóñëîâèëè

èññëåäîâàíèå òðàíñïîðòíûõ çàäà÷ íà ïåðåñòàíîâêàõ [14–17]. Â ðàáîòàõ [16, 17]

äëÿ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ïðåäëîæåíî ïðèìåíåíèå ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö.

Èçâåñòíî, ÷òî ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî ìåòîäà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ïðàâèë âåò-

âëåíèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è ïðàâèë îöåíèâàíèÿ äîïóñòèìûõ ïîäìíîæåñòâ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ââîäèòñÿ îöåíêà äëÿ äîïóñòèìûõ ïîäìíîæåñòâ â äàííîé

çàäà÷å ïðè ðåøåíèè åå ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö. Äîêàçûâàåòñÿ ñâîéñòâî ýòîé îöåí-

êè, ïîçâîëÿþùåå ïîâûñèòü åãî ýôôåêòèâíîñòü.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÎÖÅÍÊÈ
ÄÎÏÓÑÒÈÌÎÃÎ ÏÎÄÌÍÎÆÅÑÒÂÀ

Ðàññìîòðèì îäíîïðîäóêòîâóþ òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó íà ïåðåñòàíîâêàõ
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ãäå, êàê è â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, cij — òàðèôû ïåðåâîçîê ïðîäóêòà îò

ïðîèçâîäèòåëÿ i ê ïîòðåáèòåëþ j; ai — îáúåì ïðîèçâîäñòâà ó ïðîèçâîäèòåëÿ i;

b j — ïîòðåáíîñòè ïîòðåáèòåëÿ j; i m� 1,... , , j n� 1,... , ; E Gk ( ) — îáùåå åâêëèäî-

âî ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê [5] èç ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñòâà G g g k� � �{ }1 �

( )k mn� , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíûìè îáúåìàìè ïåðåâîçîê è ïðîíóìåðîâàíû

áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

g g g k1 2� � �� . (5)

Â ìîäåëè (1)–(4) âåêòîð ïåðåâîçîê x ìîæåò áûòü òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé çàäàííûõ

îáúåìîâ g g k1� �� .

Ïóñòü íåêîòîðûå ïåðåìåííûå çàäà÷è (1)–(4) ôèêñèðîâàíû êàê ýëåìåíòû èç

ìóëüòèìíîæåñòâà G (÷òî ïðîèñõîäèò ïðè ïîñòðîåíèè äîïóñòèìîãî ïîäìíîæåñòâà

â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö):

z x gl ij il
� � , l t� 1 2, ,... , . (6)
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïåðåìåííûå zl óïîðÿäî÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z z zt1 2	 	 	� , (7)

÷òî äëÿ ýëåìåíòîâ èç G, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â (6), îçíà÷àåò

g g gi i it1 2
	 	 	� . (8)

Åñëè ïåðåìåííûå zl îïðåäåëÿþò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, òî èõ çíà÷åíèÿ xij

èç (6) íå ïðîòèâîðå÷àò óñëîâèÿì (2), (3). Áóäåì ýòî ó÷èòûâàòü â äàëüíåéøèõ

ðàññóæäåíèÿõ.

Îáîçíà÷èì y y1 ,... , � íå èñïîëüçîâàííûå â óñëîâèè (6) (íå ïðèíÿâøèå êîíêðåò-

íûå çíà÷åíèÿ) ïåðåìåííûå xij çàäà÷è (1)–(4), i m�{ }1 2, ,... , , j n�{ }1 2, ,... , . Íå íàðó-

øàÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé, ìîæåì ñ÷èòàòü

y y y1 2	 	 	� � , (9)

ãäå � � 
k t.

Îïðåäåëèì ðàçíîñòü ìóëüòèìíîæåñòâà A è åãî ïîäìóëüòèìíîæåñòâà B: A B
 .

Ïóñòü îñíîâû ìóëüòèìíîæåñòâ A è B — ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà S A( ) , S B( ) ,

è îáîçíà÷èì êðàòíîñòè k xA ( ) , k yB ( ) ýëåìåíòîâ A è B (x A� , y B� .). Íàïîìíèì

(ñì., íàïðèìåð, [5]), ÷òî B ÿâëÿåòñÿ ïîäìóëüòèìíîæåñòâîì ìóëüòèìíîæåñòâà A

( )B A� , åñëè S B S A( ) ( )� , k x k xB A( ) ( )� � �x B. Ìóëüòèìíîæåñòâî C íàçûâàåòñÿ

ðàçíîñòüþ ìóëüòèìíîæåñòâà A è åãî ïîäìóëüòèìíîæåñòâà B, åñëè îñíîâà C îïðåäå-

ëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ òåõ ýëåìåíòîâ èç A, êðàòíîñòü êîòîðûõ áîëüøå, ÷åì â B:

S C x x A k x k xA B( ) | , ( ) ( )� � 
{ åñëè };

êðàòíîñòü ýëåìåíòà x èç C îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðàçíîñòü åãî êðàòíîñòåé â A è B:

k x k x k xC A B( ) ( ) ( )� 


(çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì k xA ( ) 
 0, k xB ( ) 	 0).

Îáîçíà÷èì C A B� 
 , ãäå B A� , è G g gB i it
� { }

1
,... , — ìóëüòèìíîæåñòâî èñ-

ïîëüçîâàííûõ â (6) ýëåìåíòîâ G. Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü ìóëüòèìíîæåñòâà G è GB :
~
G G GB� 
 . Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû

~ ~ , ~ ~G g g gj j j� � �{ }
1 2

�

�
:

~ ~ ~ ~ ~g g g g gj j j j ji i1 2 1
	 	 	 	 	 	

�
� �

�
, (10)

ò.å. (10) çàäàåò ïîðÿäîê íå èñïîëüçîâàííûõ â (6) îáúåìîâ ïåðåâîçîê.

Îáîçíà÷èì cij êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè (1) ïðè ïåðåìåííûõ xij èç (6)

êàê c cij l� * , ãäå c
l
* — êîýôôèöèåíò ïðè zl èç (6). Êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè

ïðè íåîïðåäåëåííûõ ïåðåìåííûõ yi èç (9) îáîçíà÷èì ~ci � �i 1 2, ,... ,�.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà D äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)–(4), êîòîðîå

îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì (6) ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö,

îöåíêîé ìîæåò áûòü âåëè÷èíà �( )D , âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå
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â êîòîðîé ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì (8), (10), à êîýôôèöèåíòû öåëåâîé

ôóíêöèè — óñëîâèÿì

c cl l
* *� �1 � � 
l t1 2 1, ,... , , (12)

~ ~c ci i� �1 � � 
i 1 2 1, ,... ,� . (13)

Èç òåîðåìû 3.1 [5, ñ. 79] èìååì

min
( )x E G

j j

j

k

j

k

k
j j

c x c g
�

��

� �� � �
11

, (14)



ãäå E Gk ( ), êàê è ðàíåå, — ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê èç ýëåìåíòîâ ìóëüòèìíîæåñ-

òâà G g g k� { ,... , }1 , à êîýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè è ýëåìåíòû â G óïîðÿäî-

÷åíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

c c c
k� � �1 2

� � �� , (15)

g g g
k� � �1 2

	 	 	� . (16)

Ñîãëàñíî ýòîé æå òåîðåìå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (11)
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ÿâëÿþòñÿ ìèíèìóìàìè ëèíåéíûõ ôóíêöèé (ñ êîýôôèöèåíòàìè (c ct1
* *, ... , ),

(~ ,... , ~ )c c1 � ) íà ìíîæåñòâàõ ïåðåñòàíîâîê èç ìóëüòèìíîæåñòâ GB (ôîðìóëà (17)) è
~
G (ôîðìóëà (18)) ñîîòâåòñòâåííî:
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Êàê èçâåñòíî, ÷èñëî �( )D ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ìíîæåñòâà D â çàäà÷å ìèíèìèçà-

öèè, ðåøàåìîé ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö, åñëè îíà íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèé öåëåâîé

ôóíêöèè çàäà÷è � �x D. Äëÿ âûðàæåíèÿ (11) ýòî íåòðóäíî ïîêàçàòü. Ñëàãàåìîå

�1 ( )D â âûðàæåíèè (11) äëÿ �( )D � �x D ïîñòîÿííîå, à ñëàãàåìîå � 2 ( )D — ìèíè-

ìóì, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé (10), èç âñåâîçìîæíûõ ñëàãàåìûõ â öåëåâûõ ôóíêöè-

ÿõ äëÿ äîïóñòèìûõ òî÷åê x èç ìíîæåñòâà D. Ïîýòîìó �( )D â ïðåäñòàâëåíèè (11) ìî-

æåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê îöåíêà ìíîæåñòâà D â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö ïðè ðåøåíèè

çàäà÷è (1)–(4).

ÑÂÎÉÑÒÂÎ ÎÖÅÍÊÈ �( )D Â ÌÅÒÎÄÅ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ ÄËß ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÉ
ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÍÀ ÏÅÐÅÑÒÀÍÎÂÊÀÕ

Ïîêàæåì, ÷òî îöåíêà �( )D , çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé (11), îáëàäàåò ñâîéñòâîì, êî-

òîðîå ïîçâîëÿåò â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî âåðøèí — äî-

ïóñòèìûõ ïîäìíîæåñòâ, ïîäëåæàùèõ ðàçâåòâëåíèþ.

Ïóñòü Y � { y y y y yp p p1 1 1,... , , , ,... ,
 � � }, ãäå

y gp jq
� ~ , ~ ~

g Gjq
� , ~ ~g gj jq p

� , p q� , q � �, 1� �p �,

y G g j pj
j

jq
� 
 � �

� �

~ ~

1 �
{ } . (20)

Ïóñòü ïðè óñëîâèÿõ (9), (10), (13), (20) èç ìíîæåñòâà y y1 ,... , � ñôîðìèðóåì äâà

ìíîæåñòâà âåêòîðîâ:

� � � � � � � �
 
 � �Y y y y y y y y g y yp p p j p pq
{ 1 1

0
2 2

0
1 1

0
1, ,... , , ~ , 1� � � �

� y y� � },

�� � � � � � � ��
 
 �Y y y y y y y y g y yp p p j pp
{ 1 1

0
2 2

0
1 1

0
1, ,... , , ~ , p y y� � � � ��1 � � � }.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûå p 
1 ýëåìåíòîâ â �Y è ��Y îäèíàêîâû; ýëåìåíò yp — ýòî
~g jq

(â �Y ) ëèáî ~g jp
(â ��Y ). Â ñèëó (20) ~ ~g gj jp q

	 , ïîñêîëüêó p q� ; èç (13) ïîëó-

÷èì ~ ~c cp q� .
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Ïóñòü D — ïîäìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, â êîòîðîì êîîðäèíàòû äîïóñ-

òèìîãî ðåøåíèÿ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ y y1 ,... , � , îïðåäåëåíû.

Ïóñòü � � � �Q D Y ; �� � � ��Q D Y .

Òåîðåìà. Ìåæäó îöåíêàìè âèäà (11) äëÿ ìíîæåñòâ �Q è ��Q ñóùåñòâóåò ñîîòíî-

øåíèå

� �( ) ( )� 	 ��Q Q . (21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî (11) îöåíêè äëÿ �Q è ��Q îòëè÷àþòñÿ ëèøü äâóìÿ

ñëàãàåìûìè:

� � � � � �F Q c g c gp j q jq p
� �( ) ~ ~ ~ ~ , (22)

�� � �� � � �F Q c g c gp j q jp q
� �( ) ~ ~ ~ ~ . (23)

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (21). Îòíèìåì

îò (22) ðàâåíñòâî (23):

� 
 �� � 
 � 
 � 
F F c g g c g g g gp j j q j j j jq p p q p q

~ ( ~ ~ ) ~ ( ~ ~ ) ( ~ ~ )(~c cq p
 ~ ) . (24)

Çàìåòèì, ÷òî ~ ~g gj jp q

 ñîãëàñíî (20), ~ ~c cq p	 ñîãëàñíî (13), ò.å. èç (24) èìååì

� 
 �� 	F F 0 ëèáî � 	 ��F F , � �( ) ( )� 	 ��Q Q , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Ðàññìîòðåííîå âûøå ñâîéñòâî îöåíêè (11) äëÿ ïîäìíîæåñòâ �Q è

��Q ïðè âåòâëåíèè è îòñå÷åíèè â ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü

äëÿ îòñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ �Q , êîãäà ðàññìîòðåíî ìíîæåñòâî ��Q è âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî �( )�� 	Q F 0 .

ÏÐÈÌÅÐ

Ïóñòü ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à (1)–(4) è çàäàíî a1 14� , a2 16� , a3 15� ; b1 23� ,

b2 16� , b3 6� ; c11 1� , c12 6� , c13 4� , c21 7� , c22 5� , c23 2� , c31 3� , c32 9� ,

c33 8� ; G � { }1 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , , . Ðåøèì çàäà÷ó ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö.

Íà ðèñ. 1 äàíà ñõåìà ðåàëèçàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Çäåñü èñïîëüçîâàíû

ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: D — ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è; A —

ðàçðûâ è ïðîäîëæåíèå ñõåìû; âåòâëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàè-

ìåíüøåìó êîýôôèöèåíòó öåëåâîé ôóíêöèè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå íàèáîëüøèé

ýëåìåíò èç G (íàïðèìåð, x11 9� , òàê êàê c11 1� , è ò.ä.); F0 — òåêóùåå ðåêîðäíîå

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ èçâåñòíîãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ; Fi

( , ,... , )i � 0 1 — çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ i-ãî äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ; F Fi0 :� —

îïåðàöèÿ çàìåíû òåêóùåãî ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ íà íîâîå, êîãäà F Fi � 0 . Ðàçâåò-

âëåíèå â ñõåìå ïî ìåòîäó âåòâåé è ãðàíèö ïðîèñõîäèò ñâåðõó âíèç, à íà îäíîì

óðîâíå — ñëåâà íàïðàâî, ïðè÷åì âíà÷àëå âåòâèòñÿ óðîâåíü, åñëè ýòî âîçìîæíî,

à çàòåì — ïåðåõîä âíèç íà ñëåäóþùèé óðîâåíü. Êàæäûé ïðÿìîóãîëüíèê ñõåìû ñî-

îòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è, â êîòîðûõ îïðåäåëåíû ïåðå-

ìåííûå, çàôèêñèðîâàííûå â ïðÿìîóãîëüíèêå ëèáî íàõîäÿùèåñÿ âûøå èëè ëåâåå ïî

ñõåìå. Çíàê � îáîçíà÷àåò, ÷òî ïðÿìîóãîëüíèêó, âîçëå êîòîðîãî îí ñòîèò, ñîîòâå-

òñòâóåò ïóñòîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Åñëè � 	 F0 , òî äîïóñòèìîå ìíî-

æåñòâî íå áóäåò äàëüøå âåòâèòüñÿ, à îòñåêàåòñÿ (îòáðàñûâàåòñÿ). Âåëè÷èíà � —

îöåíêà ìíîæåñòâà, êîòîðîå èñïîëüçîâàëîñü â [16, 17], à âåëè÷èíà � — îöåíêà

âèäà (11). Äîïóñòèìûå ìíîæåñòâà, îáîçíà÷åííûå â ñõåìå êàê * *, ñîãëàñíî òåîðåìå

â äàííîé ñõåìå ìîãóò íå ðàññìàòðèâàòüñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ íèõ, êàê è äëÿ �Q , ñóùå-

ñòâóþò ìíîæåñòâà ��Q ñ îöåíêîé � �� �� 	( )Q F0 . Ïîñëåäíåå ñâèäåòåëüñòâóåò îá ýô-

ôåêòèâíîñòè ñâîéñòâà, ñôîðìóëèðîâàííîãî â òåîðåìå.
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Ðèñ. 1. Ñõåìà ðåàëèçàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ê ïðèìåðó
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïðåäëîæåííîé îöåíêè äîïóñòèìîãî ïîäìíîæåñòâà ïåðå-

ñòàíîâîê ïðè ðåøåíèè êîìáèíàòîðíîé òðàíñïîðòíîé çàäà÷è íà ïåðåñòàíîâêàõ

äîêàçàíî åå ñâîéñòâî, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü îòñå÷åíèÿ äî-

ïóñòèìûõ ìíîæåñòâ.

Ïëàíèðóåòñÿ îáîáùåíèå ýòîé îöåíêè íà áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷.
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