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÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíà ìîäåëü íàêîïèòåëüíîé ñèñòåìû ñ ïîòðåáëåíèåì, êîòîðàÿ

çàíèìàåòñÿ òàêæå èíâåñòèðîâàíèåì êàê â áåçðèñêîâûå, òàê è â ðèñêîâûå àêòèâû

(ò.å. ôîíä ôóíêöèîíèðóåò íà BS-ðûíêå) è îáëàäàåò íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè

«ñòðàõîâàíèÿ». Â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè ê êîìïàíèè ìîæåò áûòü ïðåäúÿâ-

ëåí èñê, âåëè÷èíà êîòîðîãî ñëó÷àéíà è îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè

óïðàâëÿþùàÿ âåëè÷èíîé èñêà — íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ïðèíè-

ìàåò çíà÷åíèå x, 0 1� � �x � , à êàïèòàë êîìïàíèè íà äàííûé ìîìåíò âðåìåíè

ñîñòàâëÿåò �( )t , òî êîìïàíèÿ âûïëà÷èâàåò ïî èñêó ñóììó x t�( ) . Åñëè ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà � ïðèíèìàåò çíà÷åíèå x, � � x, òî êîìïàíèÿ âûïëà÷èâàåò ïî èñêó ñóì-

ìó ��( )t . Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ òàêæå ïîòðåáëåíèå ñðåäñòâ ñî ñêîðîñòüþ (ñì.,

íàïðèìåð, [2]) 0 1� u t t( , ( )).� Â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà èñïîëüçóåòñÿ

ôóíêöèîíàë Ð. Ìåðòîíà [2]
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ãäå W t( ) , 0 � �t T, — ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî â

ìîìåíò âðåìåíè t êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè ðàâåí �( )t , ÷àñòü ñðåäñòâ u t�( ),

0 1� �u , âûäåëÿåòñÿ íà ïîêóïêó àêöèé, îñòàâøèåñÿ ñðåäñòâà ( ) ( )1� u t� , 0 1� �u ,

ïîñòóïàþò íà áàíêîâñêèé ñ÷åò ïîä ïðîñòóþ ïðîöåíòíóþ ñòàâêó r � 0 (êàê è â [2],

ñ÷èòàëîñü, ÷òî � � r). Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè 0 � �t T ïðîèñõî-

äèò ïîòðåáëåíèå ñðåäñòâ ñî ñêîðîñòüþ u t t1 0( , ( ))� � , ñóììàðíûå âûïëàòû ñòðàõî-
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� 	 � �( ) ( , )

( )

( )

t

i Z t

Z t t

i

� �

�

�
1

�

, (3)

ãäå � i — íåçàâèñèìûå, ïîëîæèòåëüíûå, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû, óïðàâëÿþùèå âåëè÷èíàìè âûïëàò êîìïàíèè. Ïðåäñòàâëåíèå (3) åñòü

íå ÷òî èíîå êàê ïðîèçâåäåíèå �( )t íà íåêîòîðûé ñëîæíûé ïðîöåññ Ïóàññîíà.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ê êîìïàíèè â ìîìåíò âðåìåíè t ïðåäúÿâëåí èñê âåëè-
÷èíû �, òî êîìïàíèÿ âûïëà÷èâàåò êëèåíòó ïî èñêó âåëè÷èíó ��( )t ïðè
0 1� � �� � è âåëè÷èíó ��( )t ïðè � �� .

Î÷åâèäíî, ÷òî 0 1� �u . Êëàññ R äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé ïîòðåáëåíèÿ u t x1 ( , )
ñîñòîèò èç ôóíêöèé
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Â ðàáîòå [1] ðåøåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàéäåíû òàêèå óïðàâëåíèÿ 0 1� �u ,

u t x1 ( , )�R, êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò ïëàòó

M e u s s dss
T

�
� � �� �� �[ ( , ( ))] ,1

0

0 1,

� � 0 — êîýôôèöèåíò íåïðåðûâíîãî äèñêîíòèðîâàíèÿ. Ðåøåíèå áûëî íàéäåíî

êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì: ñîñòàâëÿëîñü óðàâíåíèå Ð. Áåëëìàíà, íàõîäèëèñü öåíà

óïðàâëåíèÿ è îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ, ïðè ýòîì ñóùåñòâåííûì áûëî òðåáîâà-

íèå 0 1� �� . Äëÿ îïèñàíèÿ ýâîëþöèè êàïèòàëà ôîíäà ïîëó÷åíî ñòîõàñòè÷åñêîå

äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ öåíòðèðîâàííîé ìåðîé Ïóàññîíà
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(5)

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåíà ìîäåëü íàêîïèòåëüíîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ çàíè-
ìàåòñÿ òàêæå èíâåñòèðîâàíèåì êàê â áåçðèñêîâûå, òàê è â ðèñêîâûå àêòèâû è
îáëàäàåò, êàê è â [1], íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè ñòðàõîâàíèÿ, ò.å. êîìïàíèÿ ôóíê-
öèîíèðóåò íà BS-ðûíêå. Âîçìîæíû òàêæå äåíåæíûå èíòåðâåíöèè ñî ñêîðîñòüþ
u t x1 ( , ), ãäå t (0 � �t T) — ìîìåíò âðåìåíè ïîñòóïëåíèÿ ñðåäñòâ. Ïðè ýòîì âåëè-
÷èíà ñêîðîñòè çàâèñèò îò x — ñîáñòâåííîãî êàïèòàëà ôîíäà íà äàííûé ìîìåíò.

Î÷åâèäíî, ÷òî óðàâíåíèå ýâîëþöèè êàïèòàëà òàêîãî ôîíäà èìååò âèä
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Â ïîñëåäíåì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ïðîàíàëèçèðîâàâ âûâîä óðàâíåíèÿ áàëàíñà
â [1]. Ôîðìàëüíî óðàâíåíèå (6) ñëåäóåò èç (5), åñëè ïîòðåáëåíèå (�u s s dst x1 ( , ( )),� )
çàìåíÿåòñÿ âíåøíèì äåíåæíûì «âëèâàíèåì» â ôîíä ( ( , ( )) ),u s s dst x1 � .
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ãäå �( , )s x è Q s x( , ) — íåêîòîðûå îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè. Çàäà÷à óïðàâëåíèÿ ñî-
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ñòîèò â ìèíèìèçàöèè ïî u u, 1 ôóíêöèîíàëà (7) íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ óïðàâ-
ëåíèé [ , ]0 1 �U, ñîñòîÿùåãî èç ôóíêöèé, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñèëüíîå ðåøå-
íèå óðàâíåíèÿ (6). Â äàëüíåéøåì áóäåì òàêæå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî | ( , )| | |u t x C x1 � .

Â íàñòîÿùóþ ñõåìó âïèñûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ðàñ÷åò ïîðòôåëÿ èíâåñòîðà

(ò.å. äîëè 0 1� �u ), êîòîðûé ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè íåêîòîðîé ôèê-

ñèðîâàííîé äîëå u*, 0 1� �u* , ñòàáèëèçàöèîííûå âëèâàíèÿ u s x1 ( , ) îáÿçàíû îáåñ-
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Cóòü îïòèìàëüíûõ âëèâàíèé (ëèáî îòáîðà ñðåäñòâ) çàêëþ÷àåòñÿ â îáåñïå÷åíèè ìàê-

ñèìàëüíûõ çíà÷åíèé êàïèòàëà â òåðìèíàëüíûé ìîìåíò, ò.å. â ìîìåíò âðåìåíè T (ïåðâîå

ñëàãàåìîå ìèíèìàëüíî); ïðè ýòîì ñóììàðíûå ñòàáèëèçàöèîííûå âîçäåéñòâèÿ (âòîðîå

ñëàãàåìîå) äîëæíû áûòü òàêæå ìèíèìàëüíû. Ïîñëå òîãî, êàê íàéäåíî çíà÷åíèå ôóíê-
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2. ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Ïóñòü êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñîñòîèò èç òàêèõ ôóíêöèé, ïðè êîòîðûõ ðå-

øåíèå
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ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Ïóñòü òàêæå � t x
u
,
1 — ìåðà, ïîðîæäåííàÿ ðåøåíè-

åì (10) â ïðîñòðàíñòâå òðàåêòîðèé {� t x
u

s t s T, ( ): }1 � � , � t x,
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óïðàâëåíèÿ u t x1 ( , ) òàêèå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

u t x

t x
C

2

2

( , )

( , )�
� � �� , (12)

òîãäà ïëîòíîñòü ìåðû � t x,
0 îòíîñèòåëüíî � t x

u
,
1 èìååò âèä (ñì. [4, 5])

� �
�

� �

�

�

t x t x
t x

t x

u s s

s s
d, ,( ( )) exp

( , ( ))

( , ( ))
 � �

1

2

1
2 0

2 0
s

u s s

s s
dW s

t x

t xt

T

t

T

�
	


�

��



�
�

��
��

1
0

0

( , ( ))

( , ( ))
( )

�

� �

�

�

. (13)



Òåîðåìà 1. Íà êëàññå äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
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ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè óïðàâëåíèè
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ èäåÿìè è ìåòîäàìè, èçëîæåííûìè â ðàáî-

òå [6]. Çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèîíàëà ñòîèìîñòè (7) â ñëåäóþùåì âèäå:
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Çíàê ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâå Èåíñåíà äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé [7]. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (15)
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ â íåðàâåíñòâå
(17), íå ñëó÷àéíàÿ. Âîñïîëüçîâàâøèñü îáîáùåííîé ôîðìóëîé Èòî [8], èìååì
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Äðóãèìè ñëîâàìè, âåëè÷èíà, ñòîÿùàÿ ïîä çíàêîì ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

â (18), — íå ñëó÷àéíàÿ; ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì â (15) äîñòèãàåòñÿ ïðè óïðàâ-

ëåíèè (13).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 2. Ôóíêöèÿ V s x t x( , ) ln ( , )� �2 � ÿâëÿåòñÿ öåíîé óïðàâëåíèÿ.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðè íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé

ñèñòåìîé ñî ñêà÷êàìè àâòîðû îïèðàëèñü íà äâà ñóùåñòâåííûõ ìîìåíòà: 1) ïëîò-

íîñòü «îïîðíîé ìåðû» íå ñîäåðæèò â ñåáå ïóàññîíîâñêèõ èíòåãðàëîâ; 2) ïðåäëî-

æåííûé â ðàáîòå [6] ìåòîä íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñòîõàñòè÷åñ-

êîé ñèñòåìîé íå òðåáóåò óñòàíîâëåíèÿ àïðèîðíîé «ãëàäêîñòè» öåíû óïðàâëåíèÿ

ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì.
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