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ïëîòíîñòü êëåòîê, íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à, ñèñòåìà óðàâíåíèé ïåðåíîñà, àíà-

ëèòè÷åñêîå ðåøåíèå, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â îñíîâó ìîäåëèðîâàíèÿ æèçíåííîãî öèêëà ìîíîöèêëè÷åñêîé àãðåãàöèè êëåòîê

êàê áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû ïîëîæåíû íà÷àëüíî-êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ñèñòåì óðàâ-

íåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññû ïåðåíîñà [1–6]. Äàííûå

ìîäåëè îòíîñÿòñÿ ê çàäà÷àì áèîêèíåòèêè è îïèñûâàþò ïðîöåññû ýâîëþöèè áèî-

ëîãè÷åñêèõ êëåòîê êàê ïðîöåññ èõ ïåðåíîñà ÷åðåç ñòàäèè ðîæäåíèÿ, äåëåíèÿ,

ñòàðåíèÿ è óìèðàíèÿ (ïî ïàðàìåòðó âîçðàñòà) [7–10].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ýâîëþöèè ìî-

íîöèêëè÷åñêîé àãðåãàöèè áèîëîãè÷åñêèõ êëåòîê. Íà îñíîâå òåîðèè óðàâíåíèé

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàéäåíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíå-

íèé ïåðåíîñà è èññëåäîâàíû åãî ñâîéñòâà ãëàäêîñòè äëÿ çàäàííîãî êëàññà âõîäíûõ

ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå

ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ áèîëîãè÷åñêèõ ìîíîöèêëè÷åñêèõ àãðåãàöèé êëåòîê, ñîîòâåò-

ñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ïðèðîäíûì óñëîâèÿì, ðàçðàáàòûâàòü ýôôåêòèâíûå ìåòîäû

ìîäåëèðîâàíèÿ äàííîãî òèïà áèîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ôîðìóëèðîâàòü çàäà÷è

îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìîé. Ïðîâåäåííûå â ñòàòüå ÷èñëåííûå èññëåäîâà-

íèÿ äèíàìèêè ìîíîöèêëè÷åñêîé àãðåãàöèè äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ âõîäíûõ

ïàðàìåòðîâ âûÿâëÿþò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ

çàâèñèìîñòåé â ïðèêëàäíûõ áèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðè íåäîñòàòî÷íî

ãëàäêèõ àïðèîðíûõ äàííûõ î ïîâåäåíèè áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû.

ÌÎÄÅËÜ ÌÎÍÎÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÉ ÀÃÐÅÃÀÖÈÈ ÊËÅÒÎÊ

Ââåäåì ôóíêöèþ h t( , )� ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êëåòîê ìîíîöèêëè÷åñêîé àãðåãàöèè

ïî ïàðàìåòðó áèîëîãè÷åñêîãî âîçðàñòà � �� [ , ]max0 íà èíòåðâàëå âðåìåíè t T� [ , ]0 ,

� max � 0 , T � 0 , ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ � � � �{( , ) : ,max� � �t 0 0 � �t T}.

Ðàññìîòðèì ìîäåëü áèîëîãè÷åñêîé ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé ïåðâàÿ ãðóïïà ìîíî-

öèêëè÷åñêîé àãðåãàöèè êëåòîê äåëèòñÿ íà � äî÷åðíèõ êëåòîê (� �� �N , 2) òîëüêî

ïðè äîñòèæåíèè áèîëîãè÷åñêîãî âîçðàñòà � �� d , îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü êëåòîê ïðîäîë-

æàåò ñâîå ñóùåñòâîâàíèå íå ïîäåëèâøèñü. Âîçðàñò êëåòîê ïåðâîé ãðóïïû íå ïðå-

âûøàåò âåëè÷èíû � d . Ïðåäñòàâèì èõ îòíîñèòåëüíóþ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïî

âîçðàñòó ôóíêöèåé h t0( , )� ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ � 0 0� � �{( , ) :� � �t d ,

0 � �t T}. Ïëîòíîñòü âòîðîé ãðóïïû êëåòîê, âîçðàñò êîòîðûõ ñòàðøå � d , îïðåäåëÿ-

åòñÿ ôóíêöèåé h t1( , )� , çàäàííîé â îáëàñòè �1 0� � � � �{ }( , ) : ,max� � � �t t Td .

Ïðè ýòîì � � �� �0 1.

Äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ êëåòîê ìîíîöèêëè÷åñêîé àãðåãàöèè

h t( , )� ðàññìîòðèì íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðåíîñà (ãè-

ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà) [1, 2]:
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Çàïèøåì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè Q t2( , )� ïî àðãóìåíòàì � è t:
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Ïîäñòàâèì Q t1( , )� â óðàâíåíèå (4) è íà÷àëüíîå óñëîâèå (6). Ïðè t � 0 ,

� � �d l t� � �1 max èìååì òîæäåñòâà

Q t l Q t s t Q tt1 1 1 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � ��� � � ,

Q1 1 10 0 0( , ) ( ) exp( ) ( )� � � � �� � � � .

Ïðè óñëîâèè t l td d� � � �0 1, � � � ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

Q t l Q t s t Q tt2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � ��� � � .

Èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (5) ñëåäóåò òîæäåñòâî

h t Q t t h t td d d1 2 0 0 01 0 1( , ) ( , ) ( ( )) ( , ) exp( ) ( (� � � � �� � � � � � )) ( , )h td0 � .

Îïðåäåëèì � �� �l t d1 , òîãäà � �* ( , )t � 0 . Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû 1

ôóíêöèÿ h t1( , )� èç (15) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè

âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ ìíîæåñòâ �11 è �12.

Â ãðàíè÷íîé îáëàñòè ðàçäåëà �11 è �12 â òî÷êàõ � �� ôóíêöèÿ h t1( , )� óäîâ-

ëåòâîðÿåò ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì
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Èç óñëîâèÿ � � � � �1 0 01 0( ) ( ( )) ( )d d� � ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè h t1( , )�

â òî÷êàõ � �� . Àíàëîãè÷íî èç óñëîâèÿ (15) ïîëó÷àåì íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

h t1( , )� â òî÷êàõ t t� * .

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ h tt1 ( , )� â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ � �� óäîâëåòâîðÿåò

ñëåäóþùèì ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì:
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Òîãäà óñëîâèå íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè h t1( , )� ïî � â ãðàíè÷íîé îá-

ëàñòè ðàçäåëà �11 è �12 — â òî÷êàõ � �� ïðèíèìàåò âèä
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×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ h t1� �( , ) óäîâëåòâîðÿåò ïðåäåëüíûì ñîîòíîøåíèÿì
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Îòñþäà ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé h t1� �( , ) â ãðàíè÷íûõ òî÷-

êàõ � �� ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ íåïðåðûâíîé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíàÿ ïðî-

èçâîäíàÿ h tt1 ( , )� . Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì íåïðåðûâíîñòü ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé

h t1� �( , ) â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ t t� * .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Ïðè èññëåäîâàíèè ïðèêëàäíûõ áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì óñëîâèÿ

(10), (11) ìîãóò îêàçàòüñÿ çàòðóäíèòåëüíûìè â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ ââèäó èñ-

ïîëüçîâàíèÿ ñëîæíûõ è ãðîìîçäêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Ïðè íàðóøåíèè

óñëîâèÿ (10) ðåøåíèå (12) òåðÿåò ñâîéñòâî íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè â

îáëàñòè � 0 íà ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé � 01n
, � 02n

— â òî÷êàõ � �� �l t n d0
, à ïðè

íàðóøåíèè óñëîâèÿ (11) ðåøåíèå (15) òåðÿåò ñâîéñòâî íåïðåðûâíîé äèôôåðåíöè-

ðóåìîñòè â îáëàñòè �1 íà ãðàíèöå ðàçäåëà îáëàñòåé ��� è �12 — â òî÷êàõ

� �� �l t d1 . Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå â äàííîé ñèòóàöèè ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû 1 —

àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(8) âîçìîæíî âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòåé

� 01n
, � 02n

, �
11

, �12, ÷òî ÷àñòî èìååò ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü è îïðåäåëÿåò

îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè äèíàìèêè áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. Ðàññìîòðèì äàëåå ïðè-

ìåðû èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ òåîðåìû äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ âõîäíûõ ïàðàìåò-
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ðîâ çàäà÷è, óäîâëåòâîðÿþùèõ è íå óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì

ñîïðÿæåíèÿ è ãëàäêîñòè (10), (11).
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×ÈÑËÅÍÍÛÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÏÎÂÅÄÅÍÈß ÑÈÑÒÅÌÛ ÌÎÍÎÖÈÊËÈ×ÅÑÊÎÉ
ÀÃÐÅÃÀÖÈÈ ÊËÅÒÎÊ ÄËß ÐÀÇËÈ×ÍÛÕ ÌÎÄÅËÜÍÛÕ ÑÖÅÍÀÐÈÅÂ

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàòû êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ðàçâèòèÿ ìîíî-

öèêëè÷åñêîé àãðåãàöèè íà îñíîâå ìîäåëè (1)–(8) äëÿ òåñòîâûõ ïàðàìåòðîâ ñèñòå-

ìû. Ââåäåì èíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ âèäà

H t h t d( ) ( , )

max

� � � �

�

0

.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèé âèä äëÿ ôóíêöèé ñìåðòíîñòè è äîëè äåëÿùèõñÿ êëåòîê:
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Òîãäà ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå
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Òîãäà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå
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Ðèñ. 1. Ãðàôèê ôóíêöèè H t( ) äëÿ âàðèàíòà À

H

t
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Çàäàäèì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè (1)–(8) T � �� max 25 , � d � 2 , � � 2 ,

q0 0 75� , , � � 0 02, , l l0 1 0 8� � , , s t0 0 02( , ) ,� � , s t1 0 02 0 12( , ) , ,� �� � è ðàññìîòðèì
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Ðèñ. 3. Ãðàôèê ôóíêöèè H t( ) äëÿ âàðèàíòà Ñ

H

t

Ðèñ. 2. Ãðàôèê ôóíêöèè H t( ) äëÿ âàðèàíòà Â

H

t



ðàçëè÷íûå ñöåíàðèè ðàçâèòèÿ ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, õàðàêòåðíûé äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé âèäà
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Ãðàôèêè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ äàííîãî ñöåíàðèÿ ðàçâèòèÿ áèîëîãè-

÷åñêîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1– 4.

Ðàññìîòðèì âàðèàíò À, äëÿ êîòîðîãî N 0 10� è k 0 0� . Ïðè óñëîâèÿõ

a
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0�
�

�
ln ( ) ïîëó÷èì íå òîëüêî íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè

h t0( , )� , íî è òîæäåñòâî � �n nt t( , ) ( , )� �� �1 . Ãðàôèê äèíàìèêè èíòåãðàëüíîé

ôóíêöèè H t( ) äëÿ ñöåíàðèÿ À ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1. Ýòîò âàðèàíò ìîæåò ñëóæèòü

îïèñàíèåì çäîðîâîãî áåçñòðåññîâîãî ðîñòà ÷èñëà êëåòîê â îðãàíèçìå èëè ÷èñëà

îñîáåé ìîíîöèêëè÷åñêîé ïîïóëÿöèè, íàïðèìåð îäíîêëåòî÷íûõ îðãàíèçìîâ.
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Ðèñ. 4. Ãðàôèê ôóíêöèè H t( ) äëÿ âàðèàíòà D

t

H



Ðàññìîòðèì âàðèàíòû Â è Ñ, äëÿ êîòîðûõ N 0 5� è k 0 0 2� , . Åäèíñòâåííîå èõ

îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ âàðèàíòà Â íå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè h t0( , )� . Ðàçëè÷èå ñöåíàðèåâ îòðàæåíî íà ðèñ. 2 è 3. Âàðèàíòû Â è Ñ ìî-

ãóò ñëóæèòü îïèñàíèåì äèíàìèêè àãðåãàöèè êëåòîê â îðãàíèçìå èëè äèíàìèêè ðàç-

âèòèÿ ìîíîöèêëè÷åñêîé ïîïóëÿöèè îäíîêëåòî÷íûõ îðãàíèçìîâ ïðè ñòðåññîâûõ

âîçäåéñòâèÿõ îêðóæàþùåé ñðåäû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ðàçðûâíîå íà÷àëüíîå óñëîâèå âèäà
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Ñöåíàðèé äàííîãî âàðèàíòà ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4 (âàðèàíò D). Íà ãðàôèêå íà-

áëþäàåòñÿ ðåçêàÿ âîëíîîáðàçíîñòü ôóíêöèè ïëîòíîñòè êëåòîê. Ýòîò âàðèàíò ìîæåò

ñëóæèòü îïèñàíèåì äèíàìèêè àãðåãàöèè êëåòîê â óñëîâèÿõ «íåãëàäêîãî» ðàçâèòèÿ,

êîãäà íîðìàëüíûé ðîñò íåâîçìîæåí ââèäó âëèÿíèÿ ñòðåññîâûõ ôàêòîðîâ ñðåäû.

Òàêèì îáðàçîì, ñ ïîìîùüþ ìîäåëè (1)–(6) ìîæíî èññëåäîâàòü ðàçëè÷íûå ñöå-
íàðèè ðàçâèòèÿ ïëîòíîñòè îñîáåé ìîíîöèêëè÷åñêèõ àãðåãàöèé. Ðåøåíèå äàííîé
ñèñòåìû ïðåäñòàâëåíî â óðàâíåíèÿõ (12)–(16), îòêóäà âûòåêàþò óñëîâèÿ åãî ïðè-
íàäëåæíîñòè êëàññó íåïðåðûâíî-äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé.

Àâòîðû áëàãîäàðíû ïðîôåññîðó À.Ã. Íàêîíå÷íîìó çà îáñóæäåíèå ìàòåðèàëà

ñòàòüè è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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