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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé â [1–3] ïðåäëàãàåòñÿ ïðèìåíÿòü òåî-

ðèþ âîçìîæíîñòåé. Â ýòèõ ðàáîòàõ ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ìåð âîçìîæíîñòè, íåîá-

õîäèìîñòè è îñíîâíûå àêñèîìû ïîñòðîåíèÿ ïðîñòðàíñòâà âîçìîæíîñòåé.

Îäíèì èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè âîçìîæíîñòåé ÿâëÿåòñÿ òåî-

ðåìà î ïðîäîëæåíèè ìåðû âîçìîæíîñòè èç îäíîãî êëàññà ñîáûòèé íà áîëåå øè-

ðîêèé êëàññ. Îíà ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ âåðõíåé ìåðû âîçìîæíîñòè, êîòî-

ðàÿ äàåò âåðõíþþ îöåíêó äëÿ âñåõ ïðîäîëæåíèé ìåðû âîçìîæíîñòè íà áóëåàí

ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Â ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè âîçìîæíîñòè îáû÷íî

íå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèÿ ïîëó÷åíèþ íèæíèõ îöåíîê äëÿ ïðîäîëæåíèé ìåð âîç-

ìîæíîñòè, õîòÿ îíè ïîëåçíû äëÿ ïðîâåðêè ñóùåñòâîâàíèÿ ìîäåëåé íå÷åòêèõ ïåð-

ñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ è ïðîöåññîâ.

Â äàííîé ñòàòüå ââåäåíî ïîíÿòèå íèæíåé ìåðû âîçìîæíîñòè êàê îïòèìàëü-

íîé íèæíåé îöåíêè ïðîäîëæåíèÿ ìåðû âîçìîæíîñòè è ïîêàçàíî, ÷òî îíî ìîæåò

áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ òîãî, ÷òîáû â ïðîñòîé ôîðìå ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî ïðîäîëæåíèÿ äâóõ ìåð âîçìîæíîñòè.

ÎÖÅÍÊÀ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈß ÌÅÐÛ ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ

Ïóñòü X — íåïóñòîå ìíîæåñòâî (ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé), A —

êëàññ ïîäìíîæåñòâ Õ , êîòîðûé ñîäåðæèò � è X (ìíîæåñòâî ñîñòàâíûõ ñîáû-

òèé). Îáîçíà÷èì L � [ , ]0 1 âîçìîæíîñòíóþ øêàëó, �, � — îïåðàöèè ìàêñèìóìà

è ìèíèìóìà íà íåé, N — ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ââåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïîëíîñòüþ àääèòèâíîé ìåðîé âîçìîæíîñòè íà êëàññå ìíî-

æåñòâ A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ P : [ , ]A� 0 1 , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

P A P A

t T

t
t T

t

�

�
		




�
�� �


 

� sup ( )

äëÿ êàæäîãî ñåìåéñòâà { }A t Tt | 
 ìíîæåñòâ èç êëàññà A òàêîãî, ÷òî

t T

tA





� A.

Äàëåå, åñëè íå ñêàçàíî èíà÷å, ìåðû âîçìîæíîñòè ïîëàãàåì ïîëíîñòüþ àääè-

òèâíûìè.

Ìåðà âîçìîæíîñòè P íàçûâàåòñÿ íîðìèðîâàííîé, åñëè P X( ) �1 è P( )� � 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ð-ìîäåëüþ òåîðèè âîçìîæíîñòåé íàçûâàåòñÿ òðîéêà

( , , )X PA , ãäå { }0 2, ,X X� �A P — ìåðà âîçìîæíîñòè íà êëàññå ìíîæåñòâ A;

Ð-ìîäåëü òàêæå áóäåì íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì âîçìîæíîñòåé.
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Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîíàäîáèòñÿ òåõíèêà ïðîäîëæåíèÿ ìåðû âîçìîæíîñòè

ñ îäíîãî êëàññà ìíîæåñòâ íà áîëåå øèðîêèé êëàññ ìíîæåñòâ. Ïðîáëåìà ïðîäîë-

æåíèÿ ìåðû âîçìîæíîñòè ðàññìàòðèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè [4–7]. Áóäåì èñ-

ïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé âàðèàíò òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè [4].

Îïðåäåëåíèå 3. Ôóíêöèÿ P A P A A A
t T

t t T t
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�
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�

�
�
�
�

( ) inf ( )sup � , ãäå íèæ-

íÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî ñåìåéñòâàì ìíîæåñòâ ( )At t T
 èç êëàññà A, ïîêðûâàþùèõ

ìíîæåñòâî A, íàçûâàåòñÿ âíåøíåé ìåðîé âîçìîæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíê-

öèè P : [ , ]A� 0 1 .

Òåîðåìà 1 (î ïðîäîëæåíèè ìåðû âîçìîæíîñòè). 1. Ôóíêöèþ P, îïðåäåëåí-

íóþ íà êëàññå ìíîæåñòâ A � 2 X , ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà 2 X

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñåìåéñòâà ìíîæåñòâ ( )A j j J
 ,

A j 
A, è ìíîæåñòâà A
A âûïîëíÿåòñÿ èìïëèêàöèÿ

A A P A P A

j J

j
j J

j� � �

 

� ( ) sup ( )

(äàííîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ Ð-ñîâìåñòèìîñòüþ/P-consistency).

2. Åñëè P èìååò íåêîòîðîå ïðîäîëæåíèå P äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà 2 X , òî P� —

ïðîäîëæåíèå P äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà 2 X è � �A X P A P A( ) ( )*� .

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè êëàññ ìíîæåñòâ A çàìêíóò îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ ïåðå-

ñå÷åíèé è P — ìåðà âîçìîæíîñòè íà A, òî P* ÿâëÿåòñÿ åå (íàèáîëüøèì) ïðîäîë-

æåíèåì äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà 2 X .

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè êëàññ ìíîæåñòâ A � 2 X âïîëíå óïîðÿäî÷åí îòíîøåíèåì �
(ò.å. êàæäîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ A ñîäåðæèò íàèáîëüøèé ïî âêëþ÷å-

íèþ ýëåìåíò) è P — íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà A (P A P B( ) ( )� ïðè A B� ), òî P

èìååò ïðîäîëæåíèå äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà 2 X .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå A A jj J
�


� , ãäå ( )A j j J
 ,

A j 
A, òî ñóùåñòâóåò j J0 
 òàêîé, ÷òî A Aj jj J0
�


� , ïîýòîìó

P A P A P Aj
j J

j( ) ( ) sup ( )� �



0
.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Ïóñòü ( , , )X PA — ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíîñòåé ñ íîðìèðîâàííîé ìåðîé âîçìîæ-

íîñòè òàêîå, ÷òî ìåðà âîçìîæíîñòè P èìååò ïðîäîëæåíèå äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà

2 X . Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî P* — âíåøíÿÿ ìåðà âîçìîæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

P. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ P LX
� �: 2 äëÿ êàæäîãî D X� ðàâåíñòâîì

P D P A A P A P A D�
�� 
 �( ) sup ( ) | , ( ) ( \ ){ }A

(â ýòîé çàïèñè ïðåäïîëàãàåòñÿ sup� � 0).

Íàçîâåì P� íèæíåé ìåðîé âîçìîæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé P.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ P LX
0 2: � äëÿ êàæäîãî D X� ðàâåíñòâîì

P D P A A A D0 ( ) sup ( ) | ,� 
 �{ }A .

Íàçîâåì P� âíóòðåííåé ìåðîé âîçìîæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåé P.

Çàìå÷àíèå 1. Â òåîðèè ìåðû âíóòðåííÿÿ ìåðà îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâî-

ëîì �� , îäíàêî óäîáíåå èñïîëüçîâàòü àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå äëÿ íèæíåé,

à íå âíóòðåííåé ìåðû âîçìîæíîñòè.

144 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 2



Ôóíêöèþ F LX: 2 � íàçîâåì:

— íîðìèðîâàííîé, åñëè F( )� � 0 è F X( ) � 0;

— èçîòîííîé, åñëè èç âêëþ÷åíèÿ A B� ñëåäóåò íåðàâåíñòâî F A F B( ) ( )� .

Óòâåðæäåíèå 1. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1) ôóíêöèè P0 è P� íîðìèðîâàííûå è èçîòîííûå;

2) äëÿ êàæäîãî D X� èìååì P D P D0 ( ) ( )� � ;

3) äëÿ êàæäîãî A
A èìååì P A P A0 ( ) ( )� .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ôóíêöèè P0 è P� íîðìèðîâàííûå, ïîñêîëüêó { }� �, X A.

Ïóñòü D D X1 2� � è A
A. Åñëè A
A è A D� 1, òî A D� 2, ïîýòîìó

P A P D( ) ( )� 0 2 . Îòñþäà P D P D0 1 0 2( ) ( )� è, ñëåäîâàòåëüíî, P
0

èçîòîííàÿ. Çíà÷èò,

A D A D\ \1 2� è P A D P A D* *( \ ) ( \ )1 2� . Ñëåäîâàòåëüíî, U A P A1 � 
 �{ A | ( )

� � 
 � ��P A D A P A P A D U*( \ ) | ( ) ( \ )1 2 2} { }A , îòêóäà P D P A A U� � 
 �( ) sup ( ) |1 1{ }

� 
 � �sup ( )| ( ){ }P A A U P D2 2 , ïîýòîìó P� èçîòîííàÿ.

2. Ïóñòü D X� , A
A è A D� . Òîãäà ëèáî P A( ) � 0, ëèáî P A P( ) ( )� � � ��0

� �P A D( \ ), ïîýòîìó P A P A A P A P A D P D( ) sup ( ) | , ( ) ( \ ) ( )� � �
 � � � ��
�{ }A . Îòñþ-

äà P D P D0 ( ) ( )� � .

3. Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ìîíîòîííîñòè P.

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Çàìå÷àíèå 2. Ñëåäóþùèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ðàâåíñòâî

P D P D0 ( ) ( )� � íå îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî D X� . Ïîëîæèì

X �{ }0 1 2, , , A � �{ { } { } }, , ,0 1 X , P P P( ) ( ) ( )� � � �{ } { }0 1 0, P X( ) �1. Òîãäà

P0 2 0( ){ } � è P� �( ){ }2 1.

Ëåììà 1 (î ïðîäîëæåíèè ìåðû âîçìîæíîñòè ñ óñëîâèåì). Ïóñòü D — ïîä-

ìíîæåñòâî X , �
L. Òîãäà P ìîæíî ïðîäîëæèòü äî ìåðû âîçìîæíîñòè P íà 2 X

òàêîé, ÷òî P D( ) � � òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà � � �P D( ) è âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû

îäíî èç ñëåäóþùèõ (ýêâèâàëåíòíûõ) óñëîâèé:

1) åñëè A, ( )Bt t T
 — ìíîæåñòâà èç êëàññà A òàêèå, ÷òî A D Btt T
� �


� , òî

P A P B
t T

t( ) sup ( )� �



� ;

2) � 
A A P A P A D P A( ) ( \ ) ( )� � ��� ;

3) P D� �( ) �.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ óñëîâèÿ 1.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîäîëæåíèå P ñóùåñòâóåò. Âûáåðåì ìíî-

æåñòâà A Bt, 
A òàêèå, ÷òî A D B
t T t� �

� , òîãäà P A P D P B

t T
t( ) ( ) sup ( )� � �



� �



� sup ( )

t T
tP B . Ñëåäîâàòåëüíî, � � � �P D P D( ) ( ).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîëîæèì A AD D� �{ }. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ P0 íà êëàññå

AD ðàâåíñòâàìè P D0 ( ) � � è P A P A0 ( ) ( )� ïðè A
A. Ïóñòü A D è ( )At
D

t T
 —

ýëåìåíòû AD . Äîêàæåì, ÷òî èç âêëþ÷åíèÿ A AD
t
D

t T
�


� ñëåäóåò

P A P AD

t T
t
D0 0( ) sup ( )�



.

Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ñëó÷àÿ:

1) ýëåìåíòû A D è ( )At
D

t T
 ïðèíàäëåæàò A, òîãäà A A AD

t T t
D D� �


� ( )

è P A P AD

t T
t
D0 0( ) sup ( )�



;
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2) A DD � , ýëåìåíòû ( )At
D

t T
 ïðèíàäëåæàò A, òîãäà ìíîæåñòâà At
D îáðàçó-

þò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà D, ïîýòîìó P A P D P AD

t T
t
D0 0( ) ( ) sup ( )� � ��



� ;

3) A D 
A è ñðåäè ýëåìåíòîâ ( )At
D

t T
 åñòü ìíîæåñòâî D; ïóñòü T T0 � —

ìíîæåñòâî èíäåêñîâ t òàêèõ, ÷òî At
D 
A (âîçìîæíî, ïóñòîå), òîãäà ïî óñëîâèþ

ëåììû P A P A P A P AD D

t T
t
D

t T
t
D( ) ( ) sup ( ) sup ( )� � � �


 


0 0

0

� ;

4) A DD � è ñðåäè ýëåìåíòîâ ( )At
D

t T
 åñòü ìíîæåñòâî D, òîãäà P A D0 ( ) �

�



sup ( )
t T

t
DP A0 .

Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1 äëÿ ôóíêöèè P0 íà êëàñ-

ñå AD , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ïðîäîëæåíèå P0 äî ìåðû âîçìîæíîñòè P íà 2 X .

Ìåðà âîçìîæíîñòè P ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì P è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

P D( ) � �.

Äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ 1 ñëåäóåò óñëîâèå 2.

Ïóñòü A
A è P A( ) � �, à ( )Bt t T
 — ïðîèçâîëüíîå ïîêðûòèå ìíîæåñòâà

A D\ ýëåìåíòàìè êëàññà A. Òîãäà A D B
t T t\ �

� , A D B

t T t� �

� è ïî óñëî-

âèþ 1 P A P B
t T

t( ) sup ( )� �



� . Ó÷èòûâàÿ P A( ) � �, ïîëó÷àåì P A Ð B
t T

t( ) sup ( )�



. Òà-

êèì îáðàçîì, P A P A D( ) ( \ )� � , îòêóäà P A D P A� �( \ ) ( ).

Äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ 2 ñëåäóåò óñëîâèå 3.

Èç óñëîâèÿ 2 âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà A
A òàêîãî, ÷òî

P A P A D( ) ( \ )� � , âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî P A( ) � �. Òîãäà P D P A A� � 
( ) sup ( ) | ,{ A

P A P A D( ) ( \ )� �� } �.

Äîêàæåì, ÷òî èç óñëîâèÿ 3 ñëåäóåò óñëîâèå 1.

Ïóñòü P D� �( ) � è A, ( )Bt t T
 — ìíîæåñòâà èç êëàññà A òàêèå, ÷òî

A D B
t T t� �

� . Òîãäà A D B

t T t\ �

� , ò.å. ìíîæåñòâà ( )Bt t T
 îáðàçóþò ïîêðû-

òèå ìíîæåñòâà A D\ , ïîýòîìó P A D P B
t T

t
�



�( \ ) sup ( ). Åñëè P A P A D( ) ( \ )� � , òî

P A P B
t T

t( ) sup ( )�



. Åñëè P A P A D( ) ( \ )� � , òî ïî óñëîâèþ 3 P A( ) � �. Â îáîèõ ñëó-

÷àÿõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî P A P B
t T

t( ) sup ( )� �



� .

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Äëÿ êàæäîãî D X� èìååì P D P D�
��( ) ( ).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî P� ÿâëÿåòñÿ ìåðîé âîçìîæíîñòè.

Ñëåäñòâèå 2. Äëÿ êàæäîãî A
A èìååì P A P A� �( ) ( ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A
A. Ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ

P ôóíêöèè P äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà 2X âûïîëíÿåòñÿ P A P A( ) ( )� , èìååì

P A P A� �( ) ( ) .

Çàìå÷àíèå 3. Ôóíêöèÿ P� ìîæåò íå áûòü ìåðîé âîçìîæíîñòè, êàê ïîêàçûâà-

åò ñëåäóþùèé ïðèìåð. Ïîëîæèì X � { }0 1, , A � �{ }, X , P( )� � 0, P X( ) �1. Òîã-

äà P P� �� �( ) ( ){ } { }0 1 1 è P P� �� �( ) ( ){ } { }0 1 0 , íî P� �( , ){ }0 1 1.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè P è Q — Ð-ñîâìåñòèìûå ìåðû âîçìîæíîñòè íà A � 2 X è
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P A Q A( ) ( )� äëÿ êàæäîãî A
A, òî íå îáÿçàòåëüíî P Y Q Y� ��( ) ( ) äëÿ êàæäîãî

Y X� . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïîëîæèì X � { }0 1, , A � �{ { } }, ,0 X , P è Q — íîðìè-

ðîâàííûå ìåðû âîçìîæíîñòè íà A òàêèå, ÷òî P( ){ }0 0� , Q( ){ }0 1� . Òîãäà

P� �( ){ }0 1 è Q� �( ){ }0 0 .

Òåîðåìà 2 (î ñóùåñòâîâàíèè îáùåãî ïðîäîëæåíèÿ ìåð âîçìîæíîñòè). Ïóñòü

( , , )X PA è ( , , )X QB — ïðîñòðàíñòâà âîçìîæíîñòåé ñ íîðìèðîâàííûìè ìåðàìè âîç-

ìîæíîñòè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìåðû âîçìîæíîñòè P è Q èìåþò ïðîäîëæåíèÿ äî ìåð

âîçìîæíîñòè íà 2 X . Òîãäà P è Q èìåþò îáùåå ïðîäîëæåíèå äî ìåðû âîçìîæíîñòè

íà 2 X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P A Q A P A Q A� �
� �� � �( ) ( ) ( ) ( ) äëÿ êàæäîãî

A X� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç ëåììû î ïðîäîëæåíèè ìåðû

âîçìîæíîñòè ñ óñëîâèåì.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïîëîæèì Ñ A B� � . Äëÿ êàæäîãî C 
 �A B èìååì

P A Q A P A Q A( ) ( ) ( ) ( )� � � , ïîýòîìó P A Q A( ) ( )� . Íà îñíîâàíèè ýòîãî îïðåäåëèì

ôóíêöèþ R C
P C C

Q C C
( )

( ),

( ),
�







�
�
�

A

B

,

,
C 
Ñ. Ïóñòü A, ( )At t T
 — ýëåìåíòû A, ( )Bt t T
 ' —

ýëåìåíòû B òàêèå, ÷òî A A B
t T t t T t� �

 
� � '

. Èç ïîñëåäíåãî âêëþ÷åíèÿ âûòåêà-

åò A A B
t T t t T t\

 


�� � '
. Îáîçíà÷èì D A A

t T t�



\� . Èç íåðàâåíñòâà

P D Q D� �� �( ) ( ) P D Q D� ��( ) ( ) è ëåììû î ïðîäîëæåíèè ìåðû âîçìîæíîñòè ñ óñ-

ëîâèåì ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò ìåðû âîçìîæíîñòè P è Q íà 2 X, êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî P è Q è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

P D Q D P D Q D( ) ( ) ( ) ( )� � �� � . Òîãäà P D Q D Q B Q B
t T t

t T
t( ) ( ) ( ) sup ( )� � �






'
'

� , îò-

êóäà

P A P A P A P D P A P

t T

t

t T

t
t T

( ) ( ) ( ) sup� � �
�
	



�
� � � �

�
	



�
� �


 
 

� � ( ) sup ( )A Q Bt

t T
t�


 '

.

Ïåðåñòàâëÿÿ ìåñòàìè êëàññû A è B, ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ( )At t T
 — ýëåìåíòû A,

B, ( )Bt t T
 ' — ýëåìåíòû B è B A B
t T t t T t� �

 
� � '

, òî Q B P A
t T

t( ) sup ( )� �



�


sup ( )
t T

tQ B
'

. Òàêèì îáðàçîì, åñëè C, ( )C t t T
 — ýëåìåíòû Ñ òàêèå, ÷òî

C C tt T
�


� , òî R C R C
t T

t( ) sup ( )�



. Òîãäà ñîãëàñíî òåîðåìå î ïðîäîëæåíèè ìåðû

âîçìîæíîñòè ôóíêöèÿ R èìååò ïðîäîëæåíèå äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà 2 X, êîòî-

ðîå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ îáùèì ïðîäîëæåíèåì P è Q.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå P A Q A R A P A Q A R A� � �
� � �� � � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

A X� , íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî ïðîäîëæåíèÿ òðåõ

ìåð âîçìîæíîñòè P, Q, R.

Ëåììà 2. Ïóñòü P — íîðìèðîâàííàÿ ìåðà âîçìîæíîñòè íà êëàññå ìíîæåñòâ

A � 2 X , { }� �, X A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ð-ñîâìåñòèìîñòè. Ïóñòü

G � 2 X — êëàññ ìíîæåñòâ, âïîëíå óïîðÿäî÷åííûé îòíîøåíèåì �, êîòîðûé ñî-

äåðæèò � è X , à Q L: G � — òîòàëüíàÿ èçîòîííàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà P è Q èìåþò

îáùåå ïðîäîëæåíèå äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà 2 X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
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1) P G Q G� �( ) ( ) äëÿ êàæäîãî G
G ;

2) èç íåðàâåíñòâà Q G Q G( ) ( )� � , ãäå G G, �
G, ñëåäóåò Q G P G G( ) ( \ )� �� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè îáùåãî ïðî-

äîëæåíèÿ ìåð âîçìîæíîñòè P A Q A P A Q A� �
� �� � �( ) ( ) ( ) ( ) äëÿ âñåõ A X� .

Â ÷àñòíîñòè, P G Q G Q G�
�� �( ) ( ) ( ) äëÿ êàæäîãî G
G .

Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâ G G, �
G âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Q G Q G( ) ( )� � . Òîãäà

Q G Q G G G Q G G G( ) ( \ ( \ )) ( \ ( \ ))� � � �� , îòêóäà Q G Q G G P G G( ) ( \ ) ( \ )� � � ��
� .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 èç òåîðåìû î ïðîäîëæåíèè ìåðû

âîçìîæíîñòè ôóíêöèÿ Q èìååò ïðîäîëæåíèå äî (íîðìèðîâàííîé) ìåðû âîçìîæ-

íîñòè íà 2 X . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî Y X� . Èç ìîíîòîííîñòè P�

ñëåäóåò

P Y P G G G Y Q G G G Y� �� 
 � � 
 � �( ) inf ( ) | , inf ( ) | ,{ } { }G G

� 
 �
�
�
 

� 

�
�
 

� 
�


 


�inf sup ( ) | , ( )
t T

t t

t T

tQ G G G Y Q YG � .

Ïóñòü G
G è Q G Q G Y( ) ( \ )� � . Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî �
G G òàêîå, ÷òî

G Y G G\ � � ! è Q G Q G( ) ( )� � . Ïî óñëîâèþ 2 Q G P G G P G Y P Y( ) ( \ ) ( ) ( )� � � � �� � � .

Îòñþäà Q Y Q G G Q G Q G Y P Y�
� �� 
 � �( ) sup ( ) | , ( ) ( \ ) ( ){ }G .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî Y X� P Y Q Y P Y Q Y� �
� �� � �( ) ( ) ( ) ( ) è ñîãëàñ-

íî òåîðåìå î ñóùåñòâîâàíèè îáùåãî ïðîäîëæåíèÿ ìåð âîçìîæíîñòè P è Q èìåþò

îáùåå ïðîäîëæåíèå äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà 2 X .

Ëåììà äîêàçàíà.

Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü A B X� � . Òîãäà P B P B A P A�
�

�� " �( ) ( \ ) ( )

� �P B A( \ ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî P A P B� ��( ) ( ).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü P A P B A�
��( ) ( \ ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ìåðà âîçìîæ-

íîñòè P íà 2 X , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû âîçìîæíîñòè P íà 2 X è

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ P A P A( ) ( )� � . Ñëåäîâàòåëüíî, P B P B� � �( ) ( )

� � � � ��
�P B A P A P B A P A P B A( \ ) ( ) ( \ ) ( ) ( \ ).

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü ( )Gn n�1 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ òàêàÿ, ÷òî

X G G� � �1 2 � Òîãäà ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) P G P G Gn n�
��( ) ( \ ) äëÿ âñåõ n � 1;

2) P G P G Gn�
��( ) ( \ ) äëÿ âñåõ n � 1, ãäå G G

s s�
�1� .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü A G� è B Gn� .

Óòâåðæäåíèå 3. Ïóñòü ( )Gn n�1 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ òàêàÿ, ÷òî

X G G� � �1 2 � Îáîçíà÷èì G G
s s�
�1� . Ïóñòü P G P G Gn n�

��( ) ( \ ) äëÿ âñåõ

n � 1 è lim ( )
n

nP G
�#

� � 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

( )Gn kk �1 òàêàÿ, ÷òî P G P G Gn n nk k k�
��

$
( ) ( \ )

1
äëÿ âñåõ k � 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî n � 1 èìååì P G P G Gn n�
�� �( ) ( \ )

�
�

�
$sup ( \ )

s n
s sP G G 1 .
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Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî n0 1� èìååì P G Gi i
�

$ �( \ )1

�
�

�
$sup ( \ )

s n
s sP G G

0

1 äëÿ âñåõ i n� 0. Îáîçíà÷èì p P G G
s n

s s� �
�

�
$sup ( \ )

0

1 0. Òîãäà

P G G P G G p pn
s n

s s
�

�

�
$� � �( \ ) sup ( \ ) /1 2 äëÿ âñåõ n n� 0. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ ( )nk k�1 òàêàÿ, ÷òî

P G G P G G pn n n nk k k k

� �
$$

� �( \ ) ( \ ) /
1 1 2 äëÿ âñåõ k � 1. Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò

k N0 
 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ k k� 0 èìååì P G pnk� �( ) / 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

P G P G Gn n nk k k�
��

$
( ) ( \ )

1
äëÿ âñåõ k k� 0.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî n � 1 ñóùåñòâóåò èíäåêñ i nn � òàêîé, ÷òî

P G G P G Gi i
s n

s sn n

�
$

�

�
$�( \ ) sup ( \ )1 1 . Òîãäà P G P G G P G Gn n i in n�

� �
$� � �( ) ( \ ) ( \ )1

� �
$P G Gn in

( \ )1 äëÿ âñåõ n � 1. Ïîñòðîèì (âîçðàñòàþùóþ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èíäåêñîâ ( )mk k�1 òàêèì îáðàçîì: m1 1� , m i
k mk$ � $

1
1. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k � 1

èìååì P G P G G P G Gm m i m mk k mk k k�
�

$
�� �

$
( ) ( \ ) ( \ ).1 1

Óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü lim ( )
n

nP G
�#

� � 0. Òîãäà ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ ( )nk k�1 òàêàÿ, ÷òî P G P G Gn n nk k k�
��

$
( ) ( \ )

1
äëÿ âñåõ

k N
 è P X Gn
� �( \ )

1
1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó P G P Gn� ��( ) ( ), èìååì P G� �( ) 0 è, ñëåäîâà-

òåëüíî, P G G P Gn
�

��( \ ) ( ) äëÿ êàæäîãî n N
 . Îòñþäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç óò-

âåðæäåíèÿ 2 P G G P Gn n
�

��( \ ) ( ) äëÿ êàæäîãî n N
 . Òîãäà íà îñíîâàíèè óòâåð-

æäåíèÿ 3 ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ ( )Gn kk �1 òàêàÿ, ÷òî

P G P G Gn n nk k k�
��

$
( ) ( \ )

1
äëÿ âñåõ k � 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ k � 1 èìååì P X G P Xnk

� � �( \ ) ( )1 . Ïîñêîëüêó

P G P A A P A P A Gn nk k�
�� 
 �( ) sup ( ) | , ( ) ( \ ){ }A è lim ( )

k
nP G

k�#
� � 0 , íà÷èíàÿ ñ íå-

êîòîðîãî èíäåêñà k0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 1� �P X P X Gnk
( ) ( \ )* . Òîãäà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ nk k$ 0
áóäåò èñêîìîé.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü P — íîðìèðîâàííàÿ ìåðà âîçìîæíîñòè íà êëàññå ìíîæåñ-

òâà A � 2 X , { }� �, X A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ Ð-ñîâìåñòèìîñòè. Ïóñòü

( )Dn n�1 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ òàêàÿ, ÷òî X D D� � �1 2 � Òîãäà

ìåðà âîçìîæíîñòè P íà 2 X , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì P è óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ lim ( )
n

nP G
�#

� 0, ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà lim ( )
n

nP G
�#

� � 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ìåðà âîçìîæíîñòè P — ïðîäîëæå-

íèå P íà 2 X è lim ( )
n

nP G
�#

� 0. Èç íåðàâåíñòâà P G P Gn n� �( ) ( ) ñëåäóåò, ÷òî

lim ( )
n

nP G
�#

� � 0, ò.å. óñëîâèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ.
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Äîñòàòî÷íîñòü. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç óòâåðæäåíèÿ 3 ñóùåñòâóåò ïîäïîñ-

ëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ ( )Gn kk �1 òàêàÿ, ÷òî P G P G Gn n nk k k�
��

$
( ) ( \ )

1
äëÿ

âñåõ k � 1 è P X Gn
� �( \ )

1
1.

Ïîëîæèì G � � � �{ } { }, |X G knk
1 . Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ G âïîëíå óïîðÿ-

äî÷åí îòíîøåíèåì � . Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Q L: G � êàê ñóæåíèå Q P� � |G.

Ôóíêöèÿ Q èçîòîííàÿ è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ P G Q G� �( ) ( ) äëÿ âñåõ G
G.

Ïóñòü G G, �
G — ìíîæåñòâà òàêèå, ÷òî Q G Q G( ) ( )� � . Âîçìîæíû ñëåäóþ-

ùèå âàðèàíòû:

1) � ��G , òîãäà íåðàâåíñòâî Q G P G G( ) ( \ )� �� âûïîëíÿåòñÿ;

2) G X� , äëÿ âñåõ k N
 P X G P X Gn nk

� �� �( \ ) ( \ )
1

1 , ïîýòîìó Q G P G G( ) ( \ )� �� ;

3) ñóùåñòâóþò èíäåêñû k l, òàêèå, ÷òî G Gnk
� è � �G Gnl

, òîãäà l k� $1 è

Q G P G P G G P G G P G Gn n n n nk k k k l
( ) ( ) ( \ ) ( \ ) ( \ )� � � � ��

� � �
$1

.

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Q G P G G( ) ( \ )� �� . Òîãäà èç ëåì-

ìû 2 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåðà âîçìîæíîñòè P íà 2 X, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáùèì

ïðîäîëæåíèåì P è Q. Ïîñêîëüêó P P| |G G� � , èìååì lim ( ) lim ( )
n

n
n

nP G P G
�# �#

�� � 0.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÑÒÈ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÉ ÍÅ×ÅÒÊÈÕ
ÏÅÐÑÅÏÒÈÂÍÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

Ïðèìåíèì äàííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ïîëó÷åíèÿ êðèòåðèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìîäåëè

ñõîäèìîñòè ïî âîçìîæíîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé íå÷åòêèõ

ïåðñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ, êàñàþùèåñÿ íå÷åòêèõ ïåðñåï-

òèâíûõ ýëåìåíòîâ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íå÷åòêèõ ïåðñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ,

ìîæíî íàéòè â [8].

Ïóñòü M — ïîëíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé d . Áóäåì ïîëà-

ãàòü, ÷òî íóëü ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íîé òî÷êîé îáëàñòè çíà÷åíèé d .

Îáîçíà÷èì rn íåêîòîðóþ óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, ïðèíàäëå-

æàùèõ îáëàñòè çíà÷åíèé ìåòðèêè d , òàêóþ, ÷òî lim
n

nr
�#

� 0 è � 
n N rn � 0.

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ :

D y M i j n d y y rn
k

i j k� 
 % � �&{ }( ) | , : ( , )� , n k N, 
 ,

E y M y yn
y

n� 
 �&{ }( ) |� , n N y M
 
, ,

E � � � 
 
{ } { }, | ,X E n N y Mn
y

,

ãäå M � — ïðîñòðàíñòâî ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàä M .

Ïóñòü f M Ln : � , n N
 , — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé íå÷åòêèõ

ïåðñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå M.

Îïðåäåëåíèå 4. Ìîäåëüþ ñõîäèìîñòè ïî âîçìîæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðàñïðåäåëåíèé íå÷åòêèõ ïåðñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ïàðà ( , )( )PS � & , ãäå

PS — ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíîñòåé ñ íîðìèðîâàííîé ìåðîé âîçìîæíîñòè, �
( )& —

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå÷åòêèõ ïåðñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ íà ïðîñòðàíñòâå PS òàêàÿ,

÷òî äëÿ êàæäîãî n N
 ýëåìåíò f n ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì � n è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü � ( )& ñõîäèòñÿ ïî âîçìîæíîñòè.

Ëåììà 3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé ( )f n n�1 èìååò ìîäåëü íåçà-

âèñèìîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì X M� � è îïðåäåëèì òîòàëüíóþ ôóíêöèþ
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F LX: 2 � ðàâåíñòâîì F Y f y y Y
n

n n( ) sup ( ) | ( )� 
�
�
�

�
�
��

&inf
1

. Òîãäà äëÿ êàæäîé ñèñòå-

ìû ( )Yt t T
 ýëåìåíòîâ 2 X âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî F Y F Y
t T t

t T
t( ) sup ( )






�� . Êðîìå

òîãî, F( )� � 0.

Äëÿ êàæäîãî n N
 èìååì sup ( )
n

nf y
�

�
1

1, ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî �� 0 ñóùåñòâó-

åò ýëåìåíò � � �
( )& 
 M òàêîé, ÷òî inf ( )

n
n nf

�
� '

1
1� �� , îòêóäà F( | )

( )
{ }� ��

& � �0 1.

Òàêèì îáðàçîì, F — íîðìèðîâàííàÿ ìåðà âîçìîæíîñòè íà 2 X .

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåííûå ðàíåå ýëåìåíòû � �
( )& , äëÿ êàæäîãî �� 0 ïîëó÷àåì

íåðàâåíñòâî f y f F E f yn
k

k k n
y

n( ) inf ( ) ( ) ( )� � �
�1

� � , îòêóäà F E f yn
y

n( ) ( )� äëÿ âñåõ

n N y M
 
, .

Ïóñòü PS X FX� ( , , )2 — ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíîñòåé. Îïðåäåëèì íà íåì ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü íå÷åòêèõ ïåðñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ � n ðàâåíñòâîì � n ny y( )( )& � .

Òîãäà F y F E f yn n
y

n{ }� � � �( ) ( ) è F k N y F y f yk k
n

n n{ } { }� 
 � � �&
�

� ( ) inf ( )( )
1

,

ïîýòîìó ïàðà ( , )( )PS � & ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ íåçàâèñèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñ-

ïðåäåëåíèé ( )f n n�1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî áèíàðíîå îòíîøåíèå ( f � �{( , ),0

( , ) ( , ( )) | ,M E f y n N y M Ln
y

n
� 1 } { }� 
 
 � )E ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì. Ñîîòâå-

òñòâóþùóþ åìó ôóíêöèþ îáîçíà÷èì êàê Q Lf : E� .

Ïî îïðåäåëåíèþ Q E f yf n
y

n( ) ( )� ïðè n N y M
 
, è Q f ( )� � 0,

Q Mf ( )� �1.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 òàêæå âûòåêàåò, ÷òî Q f — íîðìèðîâàííàÿ ìåðà

âîçìîæíîñòè è èìååò ïðîäîëæåíèå äî ìåðû âîçìîæíîñòè íà 2 M �

(ò.å. ôóíêöèè F ).

Ëåììà 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé ( )f n n�1 èìååò ìîäåëü ñõîäè-

ìîñòè ïî âîçìîæíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (( ) )n
k
s

k s� �1 1 è ìåðà âîçìîæíîñòè Q f íà 2 M �

,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû âîçìîæíîñòè Q f , òàêàÿ, ÷òî

lim ( )
s

f sQ G
�#

� 0, ãäå G Ds k n

k

k
s

�
�1� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü PS X PX� ( , , )2 è ( , )( )PS � & — ìî-

äåëü ñõîäèìîñòè ïî âîçìîæíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé ( )f n n�1.

Ïîëîæèì Q Y P y Y n N yf n n( ) :( )� % 
 � 
 �&{ }� , Y M� � . Î÷åâèäíî, ÷òî

Q f ÿâëÿåòñÿ ìåðîé âîçìîæíîñòè íà 2 M �

. Èç ðàâåíñòâà Q E Q Ef n
y

f n
y

( ) ( )�

ñëåäóåò, ÷òî Q f — ïðîäîëæåíèå Q f . Èç êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè íå÷åòêèõ ïåðñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ êàæäî-

ãî k N
 lim , : ( , )
n

i j k
P i j n d r

�#
% � � �{ }� � 0, ïîýòîìó lim | , :( )

n
fQ y i j n

�#
& % �{

d y y r Q Di j k
n

f n
k( , ) lim ( )� � �

�#
} 0.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå � 
s N , � 
k N % 
n N :

Q D sf n
k( ) � '1, îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
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(( ) )n
k
s

k s� �1 1 òàêàÿ, ÷òî Q D sf n
k

k
s( ) � '1 äëÿ êàæäûõ s k N, 
 . Òîãäà Q Gf s( ) �

� �
�

'sup ( )
k

f n
kQ D s

k
s

1

1 è, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïî s, ïîëó÷àåì lim ( )
s

f sQ G
�#

� 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü X M� � , PS X QX
f� ( , , )2 — ïðîñòðàíñòâî âîçìîæ-

íîñòåé è � n ny y( )( )& � — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå÷åòêèõ ïåðñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ

íà PS. Ïóñòü òàêæå (( ) )n
k
s

k s� �1 1 — ñèñòåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêàÿ, ÷òî

lim ( )
s

f sQ G
�#

� 0, G Ds k n
k

k
s�

�1� . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( )sl l�1 òà-

êàÿ, ÷òî Q G lf si
( ) � '1 äëÿ âñåõ l N
 . Îáîçíà÷èì m n

k
i

k

si� . Òîãäà � 
l k N,

Q D lf
m

k

k
l

( ) � '1, îòêóäà

� 
l k N, Q y M i j m d y y r lf k
l

i j k{ | , : ( , ) }( )& 
 % � � � '� 1

è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî � 
l k N, P i j m d r l
k
l

i j k{ }% � � � ', : ( , )� � 1. Îòñþäà

� �c 0, �� 0 % 
m N : P i j m d ci j{ }% � � �, : ( , )� � � è ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

� �c 0 lim , : ( , )
m

jP i j m d c
�#

% � � �{ }� �� 0.

Òàêèì îáðàçîì, èç êðèòåðèÿ Êîøè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå÷åò-

êèõ ïåðñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ è ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà M âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü � n ñõîäèòñÿ ïî âîçìîæíîñòè.

Ïîñêîëüêó Q f ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì Q f , èìååì P y Q En f n
y

{ }� � � �( )

� �Q E f yf n
y

n( ) ( ) äëÿ âñåõ n N y M
 
, . Ñëåäîâàòåëüíî, ïàðà ( , )( )PS � & — ìî-

äåëü ñõîäèìîñòè ïî âîçìîæíîñòè ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèé ( )f n n�1.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 4. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé ( )f n n�1 èìååò ìîäåëü ñõîäèìî-

ñòè ïî âîçìîæíîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (( ) )n
k
s

k s� �1 1 òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) n n
k
s

k
s� $1 äëÿ âñåõ k s N, 
 ;

2) lim ( ) ( )
s

f sQ G
�#

� � 0 , ãäå G Ds k n
k

k
s�

�1� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ñîãëàñíî ëåììå 4 ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (( ) )n
k
s

k s� �1 1 è ìåðà âîçìîæíîñòè Q f íà 2 M �

,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ìåðû âîçìîæíîñòè Q f , òàêàÿ, ÷òî lim ( )
s

f sQ G
�#

� 0,

ãäå G Ds k n
k

k
s�

�1� . Ïîëîæèì m n
k
s

i s
k
i�

�
max

,1

äëÿ s k N, 
 è � �
�

G Ds m
k

k k
s

1� . Ïîñêîëü-

êó èç íåðàâåíñòâà � �n n ñëåäóåò âêëþ÷åíèå D D
n
k

n
k

'
� , èìååì � �G Gs s ïðè s N
 ,

� � � �G G1 2 � Êðîìå òîãî, ( ) ( ) ( ) ( )Q G Q Gf s f s� �� � , îòêóäà lim ( )
s

f sQ G
�#

� � 0.

Ïðèìåíèì òåîðåìó 3 (íåîáõîäèìîñòü) ê ìåðå âîçìîæíîñòè Q f íà E è ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ìíîæåñòâ ( )� �Gs s 1 è ïîëó÷èì lim ( ) ( )
s

f sQ G
�#

� � � 0.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü (( ) )n
k
s

k s� �1 1 — ñèñòåìà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òàêàÿ,

÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1, 2. Ïîñêîëüêó èç íåðàâåíñòâà � �n n ñëåäóåò âêëþ÷å-

íèå D D
n
k

n
k

'
� , èìååì G G1 2� �� Ïðèìåíèâ òåîðåìó 3 (äîñòàòî÷íîñòü) ê ìåðå

âîçìîæíîñòè Q f íà E è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëîæåííûõ ìíîæåñòâ ( )Gs s�1, ïðè-
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õîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñóùåñòâóåò ìåðà âîçìîæíîñòè Q f íà 2 M �

, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ïðîäîëæåíèåì ìåðû âîçìîæíîñòè Q f è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim ( )
s

f sQ G
�#

� 0.

Òîãäà cîãëàñíî ëåììå 4 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëåíèé ( )f n n�1 èìååò ìî-
äåëü ñõîäèìîñòè ïî âîçìîæíîñòè.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Ïðåäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ âåðõíèõ è íèæíèõ ìåð âîçìîæíîñ-

òè ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé f n , ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåìû 4 ýêâèâàëåíòíû

ñëåäóþùèì:

1) n n
k
s

k
s� $1 äëÿ âñåõ k s N, 
 ;

2) inf ( ) |( , ) , ( ) sup inf

( ) ,s
n n

y G y y

f y n y N M f y

s n
� * �


 ) �
&

1
sup {

i
i if y

�
�

1
0( )} .

Çàìåòèì, ÷òî äàííûå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèé

è îïåðàöèé âîçìîæíîñòíîé øêàëû (ò.å. inf, sup,�) íàä çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé f n

áåç êâàíòèôèêàöèè ïî ìíîæåñòâó ìåð âîçìîæíîñòè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ââåäåíî ïîíÿòèå íèæíåé ìåðû âîçìîæíîñòè è ñ åãî èñïîëüçîâàíèåì

ñôîðìóëèðîâàíî óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ îáùåãî ïðîäîëæåíèÿ ìåð âîçìîæíîñ-

òè íà áóëåàí ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Ïîëó÷åí êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ìîäåëè ñõîäèìîñòè ïî âîçìîæíîñòè äëÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèé íå÷åòêèõ ïåðñåïòèâíûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûé

ìîæåò áûòü âûðàæåí ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèé è îïåðàöèé âîçìîæíîñòíîé øêàëû

áåç êâàíòèôèêàöèè ïî ìíîæåñòâó ìåð âîçìîæíîñòè.
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