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íûé ðåæèì.

Ñèñòåìà ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäåëü îáñëóæèâàþùåãî

óñòðîéñòâà, ó êîòîðîãî î÷åðåäü òðåáîâàíèé èìååò îñîáóþ îðãàíèçàöèþ. Ñ÷èòàåò-

ñÿ, ÷òî òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå íå ïîëó÷èëè äîñòóïà ê îáñëóæèâàþùèì ïðèáîðàì â

ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ â ñèñòåìó, íàõîäÿòñÿ íà îðáèòå (ñì. [1]). Âñå òðåáîâàíèÿ íà

îðáèòå ðàâíîïðàâíû, íåóïîðÿäî÷åíû è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ÷åðåç ñëó÷àéíîå

âðåìÿ (öèêë îðáèòû) îïðàøèâàþò îáñëóæèâàþùèå ïðèáîðû ñèñòåìû. Åñëè â ìî-

ìåíò îáðàùåíèÿ åñòü ñâîáîäíûå ïðèáîðû, òî òðåáîâàíèå çàíèìàåò ëþáîé ñâîáîä-

íûé ïðèáîð, îáñëóæèâàåòñÿ è ïîêèäàåò ñèñòåìó. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî îñòàåò-

ñÿ íà îðáèòå è ïîâòîðÿåò ïîïûòêè ïîëó÷èòü îáñëóæèâàíèå. Òðåáîâàíèå, êîòîðîå

ïåðâûé ðàç ïîëó÷àåò îòêàç â îáñëóæèâàíèè è ïåðåõîäèò íà îðáèòó, ìîæåò íå

èìåòü íèêàêîé èíôîðìàöèè î êîëè÷åñòâå òðåáîâàíèé íà îðáèòå â äàííûé ìîìåíò

âðåìåíè. Íàïðèìåð, ýòî ðåàëüíî ïðîèñõîäèò â ñåòÿõ òåëåôîííîé ñâÿçè, êîãäà

àáîíåíò èñïîëüçóåò êíîïêó «redial».

Êëàññè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñòî-

õàñòè÷åñêóþ ñåòü îáñëóæèâàíèÿ ñ äâóìÿ óçëàìè. Ãëàâíûé óçåë, êóäà èçâíå ïîñòóïà-

åò ïîòîê ïåðâè÷íûõ òðåáîâàíèé, ñîäåðæèò îáñëóæèâàþùèå ïðèáîðû è ïðè íàëè÷èè

ñâîáîäíûõ ïðèáîðîâ îñóùåñòâëÿåò îáñëóæèâàíèå òðåáîâàíèé. Åñëè ñâîáîäíûõ ïðè-

áîðîâ íåò, òî òðåáîâàíèå áëîêèðóåòñÿ è èç ãëàâíîãî óçëà ïåðåäàåòñÿ âî âñïîìîãà-

òåëüíûé óçåë. Â íåì ñîáðàíû òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà îðáèòå, è ïðîèñõî-

äèò ïðîöåññ ïîâòîðîâ. Ïðè óäà÷íîì ïîâòîðå òðåáîâàíèå ïîñòóïàåò íà îáñëóæèâàíèå

â ãëàâíûé óçåë. Èíîãäà, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðèáëèçèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ê ðå-

àëüíî äåéñòâóþùåé ñèñòåìå, ó÷åñòü îñîáåííîñòè ñòðóêòóðû è óïðàâëÿþùåãî àëãî-

ðèòìà, íåîáõîäèìî â ñòîõàñòè÷åñêóþ ñåòü ââîäèòü áîëüøå äâóõ óçëîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå ñ ïîâòîðàìè ñòàíîâèòñÿ

ìíîãîìåðíûì è ïîýòîìó áîëåå ñëîæíûì äëÿ àíàëèçà, ÷åì äëÿ ñèñòåìû áåç ïî-

âòîðîâ (ñì. [2]). Îäíàêî ýòè ñëîæíîñòè óäàëîñü ïðåîäîëåòü è ïîñòðîèòü ñîäåðæà-

òåëüíóþ òåîðèþ ñèñòåì ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè. Èñõîäÿ èç ìîíîãðàôèè [3] è îá-

øèðíîé áèáëèîãðàôèè, êîòîðàÿ â íåé ïðèâåäåíà, ìîæíî ñîñòàâèòü ïðåäñòàâëå-

íèå î ñîâðåìåííîì åå ñîñòîÿíèè. Ðàçâèòèå ýòîé òåîðèè ñòèìóëèðóåòñÿ

ïðèìåíåíèÿìè âî ìíîãèõ îáëàñòÿõ äåÿòåëüíîñòè: ñåòè òåëåôîííîé è ìîáèëüíîé

òåëåôîííîé ñâÿçè, call-öåíòðû è ëîêàëüíûå êîìïüþòåðíûå ñåòè, âçëåòíî-ïîñà-

äî÷íàÿ ñëóæáà àýðîïîðòà. Ïðèìåðû ïðèìåíåíèé ìîäåëåé ñèñòåì ñ ïîâòîðàìè

â ïåðå÷èñëåííûõ è äðóãèõ îáëàñòÿõ ìîæíî íàéòè â [4, 5].

Îäíî èç âàæíûõ ïðèìåíåíèé ìîäåëåé ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè ñîñòîèò

â òîì, ÷òî ñ èõ ïîìîùüþ ìîæíî ñòàâèòü è ðåøàòü çàäà÷è âûáîðà îïòèìàëüíûõ

ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî èçó÷àòü ìîäå-

ëè, ó êîòîðûõ ëîêàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ çàâèñÿò îò òå-

êóùåãî ôàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Â ýòèõ óñëîâèÿõ ñòàíîâèòñÿ íåïðèìå-

íèìûì òàêîé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ, êàê ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé, êîòîðûé

õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé (ñì., íàïðèìåð, [6]).

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ñèñòåì ñ ïåðåìåííîé èíòåíñèâíîñòüþ îáñëóæèâàíèÿ ðàçâè-

âàåòñÿ àïïðîêñèìàòèâíûé ïîäõîä. Îí ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà÷àëà èçó÷àåòñÿ óñå-
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÷åííàÿ, êîíå÷íàÿ ìîäåëü. Çàòåì íàéäåííûå õàðàêòåðèñòèêè êîíå÷íîé ìîäåëè èñ-

ïîëüçóþòñÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè èõ àíàëîãîâ â èñõîäíîé ìîäåëè. Ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ òàêæå âîïðîñ î òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè.

1. ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÄËß ÈÑÕÎÄÍÎÉ È ÓÑÅ×ÅÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ

Ðàññìîòðèì öåïü Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì X t C t N t( ) ( ( ); ( ))� , ãäå
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Öåïü Ìàðêîâà X t( ) îïèñûâàåò ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ â ñèñòåìå ñ ïîâòîðíû-

ìè âûçîâàìè, êîòîðàÿ ôóíêöèîíèðóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âõîäÿùèé ïîòîê

òðåáîâàíèé ïóàññîíîâñêèé ñ ïàðàìåòðîì �. Òðåáîâàíèÿ îáñëóæèâàþòñÿ c îäèíà-

êîâûìè ïðèáîðàìè. Åñëè íà ìîìåíò ïîñòóïëåíèÿ åñòü ñâîáîäíûå ïðèáîðû, òî

òðåáîâàíèå çàíèìàåò ëþáîé èç íèõ. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ — ïîêàçàòåëüíî ðàñ-

ïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì � j , êîòîðûé çàâèñèò îò j — ÷èñëà
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íèå ïåðåõîäèò íà îðáèòó è ïîâòîðÿåò ïîïûòêó ïîëó÷èòü îáñëóæèâàíèå ÷åðåç
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2. ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÒÈÂÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÀÑ×ÅÒÓ ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß
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åì ýòè âåðîÿòíîñòè ñòàöèîíàðíûìè âåðîÿòíîñòÿìè � ij M i j S X M( ), ( , ) ( , )� , óñå-
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[ ] ( ) ( ) ( ) ( ), , ,� � � � �� � �� � � � � �� �M i M M i M i cM iM i M M i M1 11 0 � �1, (4)

[ ] ( ) ( ) ( )� � � ��� � � �� �c M j Mj cj c j1 1 1

� � � �� ��� ��c j cjM M j M1 1 0 1( ) ( ), , , ,� (5)

c M M MM cM c M cM� � �� ��( ) ( ) ( ),� �� �1 1 (6)
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Ëåììà 2. Ìàòðèöû A j Mj , , , ,� �0 1 , íåâûðîæäåííûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðèì óñëîâèå Àäàìàðà äëÿ ñòîëáöîâ ìàòðèö A j ,

j M� �0 1, , , [7 ñ. 406]:

G a a i ci
j

ii
j

ki
j

k
k i

c

� � 
 � �
�
�

�

�| | | | , , , ,

0

1

0 0 1� (7)

G j i i j i ci
j

j j� � � � � � � �� � � � � �, , , ,0 2�

G j c c j
c
j

j j�
� � � � � � � �

1
1 1� � � � � �( ) ( ) .

Óñëîâèå (7) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ j M� �1, , , ÷òî îçíà÷àåò íåâûðîæäåí-

íîñòü ìàòðèö A j Mj , , ,� �1 . Òàê êàê A0 — íåðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà è äëÿ íåå âû-

ïîëíÿåòñÿ îñëàáëåííîå óñëîâèå Àäàìàðà, òî A0 òîæå íåâûðîæäåííàÿ.
Ëåììà äîêàçàíà.

Âåðîÿòíîñòè �ij M i j S X M( ), ( , ) ( , )� , ìîæíî çàïèñàòü â ÿâíîé ôîðìå ÷åðåç

ïàðàìåòðû ñèñòåìû.
Òåîðåìà 1. Ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè óñå÷åííîé ñèñòåìû èìåþò âèä
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j
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïîèñêà � ij M( ) èñïîëüçóåì òåîðåìó î ðàâåíñòâå ïîòî-

êà âåðîÿòíîñòåé ÷åðåç ãðàíèöó çàìêíóòîé îáëàñòè â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå

[8, ñ. 49] . Äëÿ êàæäîãî j M� �1 2, , , ïîñòðîèì ðàçáèåíèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

S X M S X M S X M
j j

( , ) ( , ) ( , )( ) ( )�  1 1 , S X M p q S X M q jj
( ) ( , ) ( , ) ( , ):1 � � �{ }.Ñðàâ-

íèâàÿ ïîòîêè âåðîÿòíîñòåé ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè S X Mj
( ) ( , )1 , íàõîäèì

�� � �cj ij

i

c

M j M j M�
�

�
� ��1

0

1

1( ) ( ), , ..., . (8)

Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (3) â âèäå

� � � � � � � �� ��� � � � � � � �i j j ij j i jM j i M i M j1 11 1( ) [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) � i j M� �1 1 ( ),

j M i c� � � �0 1 0 2, , , , , .� � (9)

Èç (8) íàéäåì âåðîÿòíîñòü � cj M( ) è ïîäñòàâèì â (3) ïðè i c� �1. Ïîëó÷èì
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Ñèñòåìó óðàâíåíèé (9), (10) çàïèøåì â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå

A M B M j Mj j j j� �( ) ( ), , , .� � ��1 0 1�

Èç ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì, ÷òî

� �j i i

i j

M

MM A B M j M( ) ( ), , , .�
�

�

�
�

�

�

�
�

� ��

�

�

� 1
1

0 1� (11)

Äîïîëíèì ñèñòåìó óðàâíåíèé (4) ïðè i c� � �0 1 2, , , ðàâåíñòâîì � 0 M M( ) �
� � 0 M M( ) è çàïèøåì â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå

C M e c MM M� �( ) ( ) ( ).� 0 0

Òàê êàê | | ( ) ( )!C cc
M
c� � � �� �1 1 01 1� , òî C �1 ñóùåñòâóåò è

� �M MM C e c M( ) ( ) ( ).� �1
0 0

(12)

Îêîí÷àòåëüíî èç óðàâíåíèé (11), (12) ïîëó÷àåì

� �j i i

i j

M

MM A B C e c M j M( ) ( ) ( ), , , .�
�

�

�
�

�

�

�
�

��

�

�
�� 1

1
1

0 0 0 �

Ïîäñòàâèâ âåðîÿòíîñòè � j M�1 ( ) â óðàâíåíèå (8), íàõîäèì � cj M( ) ,

j M� �0 1, ,� . Âåðîÿòíîñòü �
cM

M( ) ïîëó÷àåì èç (6), à âåðîÿòíîñòü � 0 M M( )

— èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû â [9] äëÿ ñèñòåì ç ïîâòîðíûìè âûçîâàìè è

îãðàíè÷åííûì ÷èñëîì èñòî÷íèêîâ ïåðâè÷íûõ òðåáîâàíèé.

3. ÎÁÎÑÍÎÂÀÍÈÅ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ È ÎÖÅÍÊÈ

Èíòóèòèâíî ïîíÿòíî, ÷òî ïðè M �� õàðàêòåðèñòèêè óñå÷åííîé ñèñòåìû àï-

ïðîêñèìèðóþò èõ àíàëîãè â èñõîäíîé ìîäåëè. ×òîáû ñòðîãî äîêàçàòü ýòîò

ôàêò, èñïîëüçóåì îòíîøåíèå ñòîõàñòè÷åñêîé óïîðÿäî÷åííîñòè äëÿ ðàñïðåäåëå-

íèé. Â ìîíîãðàôèè [6] ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû î ñòîõàñòè÷åñêîé óïîðÿäî÷åí-

íîñòè äâóìåðíûõ ïðîöåññîâ ìèãðàöèè. Ïðèìåíèì ýòè ðåçóëüòàòû ê ïðîöåññàì

îáñëóæèâàíèÿ â èñõîäíîé è óñå÷åííîé ñèñòåìàõ.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû 1. Òîãäà:

1) åñëè X M Xst( , ) ( )0 0� , òî X t M X tst( , ) ( )� äëÿ âñåõ t ! 0 è X M Xst( ) � ,

ãäå X C N X M C M N M� �( , ), ( ) ( ( ), ( )) — ñëó÷àéíûå âåêòîðû, ðàñïðåäåëåíèÿ

êîòîðûõ ñîâïàäàþò ñ �i j i j S X, ( , ) ( )� , è � ij M i j S X M( ), ( , ) ( , )� , ñîîòâåòñòâåííî;

2) åñëè X M X Mst( , ) ( , )0 0 1� � , òî X t M X t Mst( , ) ( , )� �1 äëÿ âñåõ t ! 0 è

X M X Mst( ) ( )� �1 .

Íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ýòîé ëåììû åñòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû 1. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ( , ) ( )i j S X�

� �ij
M

ij M�
��

lim ( ).

Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïî M ïðîöåññàì îáñëóæèâàíèÿ â óñå÷åííûõ ìîäåëÿõ

(ï. 2 ëåììû 3), ïî çàäàííîé òî÷íîñòè ìîæíî ïîäáèðàòü M , êîòîðîå îáåñïå÷èò

ýòó òî÷íîñòü. Ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ íà õàðàêòåð çàâèñèìîñòè èíòåíñèâ-

íîñòè îáñëóæèâàíèÿ îò ÷èñëà òðåáîâàíèé íà îðáèòå ìîæíî ñòðîèòü âåðõíèå

îöåíêè. Ïîëó÷èì ðÿä ðåçóëüòàòîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè.
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Ëåììà 4. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 1, òî

E CN( )� �� , (13)

E C M MN M cM( ( )) ( )( )� � ��� � . (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü ëåììû (âòîðàÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî).

Ââåäåì ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè � �j
i

ij

i

c

x x j( ) , , ,� �
�
�

0

01 � Òîãäà (1), (2)

ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � �� � � � � � � ��j x x x x j x xj j j j1 1 1

� � � � � ��
�

�x j x j jc
cj cj

c
cj cj[ ] [ ( ) ], , , ...�� �� �� ��1

1
11 0 1 (15)

Ïðîäèôôåðåíöèðóåì ðàâåíñòâî (15) â òî÷êå x �1:

� � � � � � � � ���� � � �� ��j j j j jj j( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 11

� � � ��c j j jj j[ ( ) ( ) ( )], , , ...�� ��1 1 1 011 (16)

Ñóììèðóÿ (16) ïî j � �0 1, , è ó÷èòûâàÿ, ÷òî � j

j

( )1 1

0�

�

� � , � �j j

j

� �
�

�

� ( )1

0

� E CN( )� , ïîëó÷àåì (13).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëåììû 1, òî
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� � ! !
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Äîêàçàòåëüñòâî (17) îñíîâàíî íà ëåììå 4 è ïðåäñòàâëåíèè

E CN j j ij

ji

c

( ) ( )� � � �� � �
�
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�� 1

01

, E C M MN M j j ij

ji

c

( ( )) ( ) ( )( )� � � �� � �
�

�

�
�� 1

01

,

ãäå � ij M( ) � 0 ïðè j M
 .

Òåïåðü ïîëó÷èì âåðõíþþ îöåíêó äëÿ âåðîÿòíîñòè � cM M( ).

Ëåììà 5.
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(18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óðàâíåíèÿ (5) ñèñòåìû Êîëìîãîðîâà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ

âåðîÿòíîñòåé óñå÷åííîé ñèñòåìû è (8) ñëåäóåò

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ), ,� � �
�

�
� �� ��� � � � �� �c M

j
M M M jj cj cj cj cj

2

1 1 1 � , ,M �1
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èëè
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Îñíîâûâàÿñü íà óðàâíåíèè (6), ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî ñïðàâåä-

ëèâî è ïðè j M� . Èç íåãî ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì
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Èç óðàâíåíèÿ (14) ñëåäóåò
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Èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì (18).

Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ëåìì 4, 5.

Òåîðåìà 3. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåììû 1 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 3 ïîçâîëÿåò îöåíèòü | ( )|� �ij ij M� äëÿ âñåõ

( , ) ( ).i j S X�
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ïåðåãðóæåííîãî ðåæèìà ôóíêöèîíèðîâà-

íèÿ ñèñòåì ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì èçó÷åíèÿ ïðîöåññà îá-

ñëóæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä äèôôóçèîííîé àïïðîêñèìàöèè (ñì. [10]). Ïîäõîäû

ê àíàëèçó íåìàðêîâñêèõ ñèñòåì ñ ïîâòîðíûìè âûçîâàìè ìîæíî íàéòè â [11, 12].
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