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Êëþ÷åâûå ñëîâà: cèìâîëüíûå âû÷èñëåíèÿ, ïðîãðàììèðîâàíèå, ÷èñëåííûå ìå-

òîäû, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ.

ÒÅÌÀ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Ê êëàññè÷åñêîìó àïïàðàòó ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ñïåöè-

àëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ôóíêöèè (ÑÌÔ) Áåññåëÿ, Íåéìàíà è äð. Ñèñòåìû

êîìïüþòåðíîé àëãåáðû (ÑÊÀ) àíàëèòè÷åñêè ïðåîáðàçóþò äîñòàòî÷íî óçêèé

êëàññ ÑÌÔ. Â öåëÿõ ñèìâîëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ÑÊÀ áîëåå øèðîêîãî

êëàññà ÑÌÔ ýòè ôóíêöèè íåîáõîäèìî àïïðîêñèìèðîâàòü ìíîãî÷ëåíàìè íà íå-

êîòîðîì îòðåçêå [ , ]a b . ÑÊÀ Maple âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ îòäåëüíûõ ÑÌÔ è ÷àñò-

íóþ ñóììó ðÿäà Ôóðüå–×åáûøåâà ýòèõ ÑÌÔ.

Îïðåäåëåíèå ÑÌÔ. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ÑÌÔ îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

[1; 2, ñ. 292–295] êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñ êî-

ýôôèöèåíòàìè-ìíîãî÷ëåíàìè è ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êîé íóëü (ËÄÓÌÊÎ)

D y G D y A y C yk[ ] , [ ] ( )� � � � � � � �0 . (1)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ çàäàíû â ýòîé òî÷êå:

init_ cond ( , ) { ( ) , ( ) , , ( ) }( )y y Y y Y y Yl
l0 0 0 00 1

1
1� � � � � ��

� , l k� . (2)

Óñëîâèÿ çàäàíû â ðåãóëÿðíîé îñîáîé òî÷êå íóëü óðàâíåíèÿ (1). Â ýòîé òî÷êå:

— ìíîãî÷ëåí A( )1 èìååò íóëü

A( )0 0� ; (3)

— óðàâíåíèå (1) èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå;

— ñèñòåìà (1), (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå — ôóíêöèþ

y y x D y G y� � � � �( ) ( [ ] , ( , ))solve init_cond0 0

� � ��� �� � � � 	c c x c x c y i i x a bn
n

i
i

0 1 0 0 1, ( ) / !, , , , [ , ]( ) . (4)

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïîñòðîèòü àëãîðèòì ïðåîáðàçîâàíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

ËÄÓÌÊÎ (1)–(3) â àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêà n N	

y c c x c xn n
n� � � � � �0 1

� � �algorithm init_cond( [ ] , ( , ), [ , ], )D y G y a b n0 0 . (5)
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Ýòîò ìíîãî÷ëåí îïòèìàëüíî àïïðîêñèìèðóåò ðåøåíèå y èç (4) çàäà÷è Êîøè
äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3), ò.å. êîýôôèöèåíò îïòèìàëüíîñòè àëãîðèòìà íà ýòîé çà-

äà÷å â ïðîñòðàíñòâå X C
a b
k�
[ , ]

îãðàíè÷åí

X y y y x c c x c xn X c c n
n

Xn
|| || / inf || ( ) ( ) | |{ , , }� � � � � � ��0 0 1

� � � �C D y G y X On ( , [ ] , ( , ), ) ( )algorithm init_cond0 0 1 . (6)

Àëãîðèòì äîëæåí èìåòü òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ.

ÑÊÀ îïòèìàëüíî àïïðîêñèìèðóþò ìíîãî÷ëåíàìè î÷åíü óçêèé êëàññ ÑÌÔ.
Ïîýòîìó òàêîé àëãîðèòì íåîáõîäèì äëÿ ñîçäàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ
ÑÊÀ â îáëàñòè àïïðîêñèìàöèè ÑÌÔ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíûì äëÿ ìàòåìàòè÷åñ-
êîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû ðÿäà ×åáûøåâà. Ïî �-ìåòîäó Ëàíöîøà [1] ðåøå-

íà [2] çàäà÷à Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3), îïðåäåëÿþùèõ îñíîâíûå ÑÌÔ, è âû-
÷èñëåíû êîýôôèöèåíòû Ôóðüå–×åáûøåâà ÑÌÔ. Êîýôôèöèåíòû ÑÌÔ ÿâëÿþòñÿ
îñíîâàíèåì äëÿ ïðîöåäóð ñèñòåìíîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ êîìïüþòåðîâ.
Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ïðîöåäóð âû÷èñëÿþò çíà÷åíèÿ ÑÌÔ è àïïðîêñèìèðóþùèå
ÑÌÔ ìíîãî÷ëåíû. Âàæíîñòü òàêèõ ïðîöåäóð èíèöèèðîâàëà ðàçðàáîòêó íîâûõ
àíàëèòè÷åñêèõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ.
Ïîñòðîåíû ìåòîäû Êëåíøîó [2], Ìèëëåðà [2], Äçÿäûêà [3] è äðóãèå àëãåáðàè÷åñ-
êèå ìåòîäû. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü îäíîãî èç ýòèõ ìåòîäîâ — a-ìåòîäà Äçÿäû-
êà [3]. Ïî a-ìåòîäó ðåøàþò çàäà÷ó Êîøè (2) ( )l k� äëÿ ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (1) ñ êîýôôèöèåíòàìè-ìíîãî÷ëåíàìè áåç îñîáåí-
íîñòè (3), ò.å. A( )0 0
 .

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß a-ÌÅÒÎÄÀ

Àëãîðèòì 1.
Âõîä. D y G y a b n[ ] , ( , ), [ , ],� � 0 0init_cond .

Âûõîä. Ìíîãî÷ëåí yn (5).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ.
1. Âû÷èñëèòü ÷àñòíóþ ñóììó ïîðÿäêà k –1 ðÿäà Òåéëîðà (4)

y y y x y k x Tk
k k

�
� �� � � � � � � �1

1 10 0 0 1( ) ( ) ( ) / ( )! [( ) init_cond( , )]y 0 . (7)

2. Ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå (1) è ìíîãî÷ëåí (7) â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå

L u F G[ ]� � � 0 , ãäå L u D V u F D yk
k[ ] [ [ ]], [ ]� � �1 , (8)

îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè u y k� ( ) , k — ïîðÿäîê ËÄÓÌÊÎ (1),

k D y y V u y V u u t dtk
k

x

� � � �� �ord_equ( [ ]), [ ] , [ ] ( )1

0

. (9)

3. Ðåãóëÿðèçèðîâàòü óðàâíåíèå (8) — ïðåîáðàçîâàòü ýòî óðàâíåíèå ê âèäó

( [ ] ) /L u F G xr� � � 0, (10)
ãäå

r L u P F G p n kp p� 	 � � � �deg_nul ( [ ] ), , (11)

r — ÷èñëî íóëåé (â òî÷êå íóëü) ìíîãî÷ëåíà

L u P F Gp p[ ]	 � � , (12)

( ) , , , ,u P c c x c x c c cp p n
n

n	 � � ��� � 	0 1 0 1 Atom , (13)

u Pp p	 — ìíîãî÷ëåí ïîðÿäêà p ñ ñèìâîëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýòîò ìíî-
ãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì îáùåãî âèäà ìíîæåñòâà àëãåáðàè÷åñêèõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ïîðÿäêà p.
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4. Âû÷èñëèòü è ðåøèòü àïïðîêñèìàöèþ óðàâíåíèÿ (10) íà îòðåçêå [ , ]a b ïî

a -ìåòîäó [3] ñ ïàðàìåòðîì p n k� –

( [ ] ) / ( [ , ]), \L u P F G x E H a bp p
r

m p m p	 � � � 	 � 0, (14)
ãäå

( [ , ]) ( , ( )) ( ,, \E H a b p z x m zm p m p m p	 � � � � � � ��� �1 1cheb cheb ( ))x , (15)

m L u P F G xp p
r� 	 � �deg (( [ ] ) / ) , (16)

åñòü ïîðÿäîê ìíîãî÷ëåíà

( [ ] ) /L u P F G xp p
r	 � � . (17)

Äîïîëíèòåëüíûé ìíîãî÷ëåí (15) èìååò ñèìâîëüíûå êîýôôèöèåíòû

� �1, ,� �m p , à òàêæå áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ãèëüáåðòà L a b2 ( , ; )�

cheb cheb cheb( , ( )), ( , ( )), , ( , ( )), ,0 1z x z x i z x� � (18)

ò.å. ìíîãî÷ëåíû ×åáûøåâà ïåðâîãî ðîäà íà îòðåçêå [ , ]a b :

cheb arccos( , ) cos ( ( )), ( ) ( – ) / ( – ) –i x i x z x x a b a� � � �2 1. (19)

Ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (14) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåí up è çíà÷åíèÿ

� �1 ( ), , ( )n nm p� � êîýôôèöèåíòîâ � �1, ,� �m p

( , ( ), , ( ))u n np m p� �1 � ��

� 	 � � � 	 �solve (( [ ] ) / ( [ , ]) ), \L u P F G x E H a bp p
r

m p m p 0 . (20)

Ìíîãî÷ëåí up àïïðîêñèìèðóåò ôóíêöèþ y uk( ) � .

5. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíóþ ïîðÿäêà k ìíîãî÷ëåíà up — èñêîìóþ àïïðîê-
ñèìàöèþ ðåøåíèÿ y (4) çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3)

y D y G y a b n Vn
k� � � �algorithm init_cond1 0 0( [ ] , ( , ), [ , ], ) [u yp k]� �1. (21)

ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ 1 ÍÀ ÌÎÄÅËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å

Ìîäåëüíàÿ çàäà÷à. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå Áåññåëÿ ïîðÿäêà íóëü

x y y x y� �� � � � � � 0 (22)

ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüíîé çàäà÷åé äëÿ ìåòîäîâ ðÿäà ×åáûøåâà [2, ñ. 292–295].

Ñèñòåìà èç óðàâíåíèÿ (22) è óñëîâèÿ

y( )0 1� (23)

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå — ôóíêöèþ Áåññåëÿ ïîðÿäêà íóëü

y J J x xy y xy y� � � ��� � � � �0 0 0 0 1( ) ( , ( ) )solve .

Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè Áåññåëÿ â ïðîñòðàíñòâå C. Ôóíêöèÿ
J0 — öåëàÿ. Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå–×åáûøåâà ôóíêöèè J0 íà
îòðåçêå [ , ]� 4 4 — òîëüêî ÷åòíûå

{ ( , [ , ])} { . , . , . , . , .a Ji i2 0 0

11
4 4 01 067 024 0033 0002� � � �

�
3 99 10 5, . ,� � �

2 9 10 6 1 10 9 8 10 1 2 10 1 3 106 8 10 11 13. , . , . , . , . ,� � � � � � �� � � � � � � �1 1 10 15. }. (24)

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà n i� 2 ýòè êîýôôèöèåíòû ìîíîòîííî óáûâàþò ê

íóëþ | ( , [ , ]) | ( )a J o qi
i

2 0 4 4� � , q � 001. . Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âåëè÷èíû íàèëó÷-

øåãî ïðèáëèæåíèÿ ôóíêöèè J0 àëãåáðàè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè ïîðÿäêà n â
ïðîñòðàíñòâå C[ , ]� 4 4 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

inf | | ( ) ( ) || ( ( )) |
{ , , } [ , ]c c

n
n

C
n

J x c c x o
0

4 40 0 1 1
�

� ��� � �
�

a Jn2 2 2 0 4 4[ / ] ( , [ , ]) |.� � (25)
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Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ àëãîðèòìîì 1 â ïðîñòðàíñòâå C. Íîðìà

â ïðîñòðàíñòâå C[ , ]� 4 4 ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññå-

ëÿ (22), (23) ïî àëãîðèòìó 1 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâà

{|| || || || }
[ , ] [ , ]

J y J yi C i C i0 2 0 2 1
10

4 4 4 4
� � � �

� � �

� � � �� � �{ . , . , . , . , , . , . , .053 0 2 002 00001 3 10 66 10 11 10 15 7 8 3 10 14 10 11 1010 12 14� � �� � �, . , . }. (26)

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà n ýòè ïîãðåøíîñòè ìîíîòîííî óáûâàþò ê íóëþ.

Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïîãðåøíîñòè (26) íåñêîëüêî ìåíüøå ñêîðîñòè óáûâàíèÿ

êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå–×åáûøåâà (24) ôóíêöèè J0 íà îòðåçêå [ , ]� 4 4 .

Ãëàâíàÿ ÷àñòü êîýôôèöèåíòà îïòèìàëüíîñòè (6) àëãîðèòìà 1 â çàäà÷å Êîøè

äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (22), (23) â ïðîñòðàíñòâå C[ , ]�4 4 ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå

çíà÷åíèÿ:

|| || / | ( , [ , ]) |
[ , ] [ / ] [ / ]J y a J Cn C n n0 2 2 2 0 2 24 4

4 4� � �
� � ,

{ } { , , , , . , . , . , . , . ,C i i2 1
10 2 6 9 10 105 10 75 1087 1084 1083
�

� 1087. }. (27)

Ïîýòîìó èç òîæäåñòâ (25) è (27) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Âûâîä 1. Êîýôôèöèåíò îïòèìàëüíîñòè (6) ðåøåíèÿ ïî àëãîðèòìó 1 çàäà÷è

Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (22), (23) â ïðîñòðàíñòâå C[ , ]� 4 4 ïðàêòè÷åñêè íå çà-

âèñèò îò ïàðàìåòðà n

C xy y xy y C on ( , , ( ) , ) ( ( )[ , ]algorithm1 4 40 0 1 1 1��� � � � � � �� ) [ / ]C n2 2 . (28)

Ñðàâíåíèå êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìà 1. Ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà-

÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ïîðÿäêà íóëü (22), (23) íà îòðåçêå [ , ]� 4 4 ìåòîäà-

ìè Êëåíøîó (Clenshaw), Ìèëëåðà (Miller) è Ëàíöîøà (�-method) èçëîæåíû

â [2, ñ. 292–295]. Ñîãëàñíî ýòèõ ðåçóëüòàòîâ

C xy y xy y Cn ( , , ( ) , )[ , ]Clenshaw ��� � � � � 
�0 0 1 74 4 ,

C xy y xy y Cn ( , , ( ) , )[ , ]Miller ��� � � � � 
�0 0 1 44 4 ,

Cn (�-method, xy y xy y C��� � � � � 
�0 0 1 354 4, ( ) , )[ , ] ,

ò.å. ýòè çíà÷åíèÿ áîëüøå çíà÷åíèé (28), (27) êîýôôèöèåíòà îïòèìàëüíîñòè àë-

ãîðèòìà 1.

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÅÒÎÄÀ ÃÀË¨ÐÊÈÍÀ

Àëãîðèòì 2.
1. Âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí (7).

2. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (8).

3. Âû÷èñëèòü èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå (10).

4. Ðåøèòü óðàâíåíèå (10) ïî ìåòîäó Ãàë¸ðêèíà â ïðîñòðàíñòâå L a b2 ( , ; )� ñ

ïàðàìåòðîì p n k� � è âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí

u S L u F G x u H a bp p p
r

p p� � � � 	solve ( [( [ ] ) / ] ( [ , ]))0 , (29)

ãäå îïåðàòîð S L a b H a bp p: ( , ; ) [ , ]2 � � , ò. å. âû÷èñëÿåò ÷àñòíóþ ñóììó ïî-

ðÿäêà p ðÿäà Ôóðüå–×åáûøåâà ôóíêöèè íà îòðåçêå [ , ]a b

S y a y a b a y a b z x a y a bp p[ ] ( , [ , ]) ( , [ , ]) ( ) ( , [ , ])� � � � �0 1 cheb ( , ( ))p z x .

Ýòîò ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ïðîñòðàíñòâà H a b L a bp [ , ] ( , ; )� 2 � —

ëèíåéíîé îáîëî÷êè ïåðâûõ p �1 ýëåìåíòîâ áàçèñà (18).
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5. Âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå (21) ìíîãî÷ëåíà up (29), ò.å. èñêîìóþ àïïðîê-

ñèìàöèþ ðåøåíèÿ y (4) çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3)

y D y G y a b n Vn
k� � � �algorithm init_cond2 0 0( [ ] , ( , ), [ , ], ) [ u yp k]� �1.

Ëåììà 1. Àïïðîêñèìàöèÿ (14) óðàâíåíèÿ (10) ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå, ñîñòîÿ-

ùåé èç óðàâíåíèÿ (29) è óðàâíåíèé

a L u F G x a b i p mi p
r

i p(( [ ] ) / , [ , ]) , , ,� � � � � � ��� 0 1 , (30)

ãäå a y a bi ( , [ , ]) — êîýôôèöèåíò Ôóðüå–×åáûøåâà ïîðÿäêà i ôóíêöèè y íà îò-

ðåçêå [ , ]a b , m — ïàðàìåòð (16), up — ìíîãî÷ëåí (29).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâàÿ ÷àñòü àïïðîêñèìàöèè (14) óðàâíåíèÿ (10) ÿâëÿåòñÿ

ìíîãî÷ëåíîì ïîðÿäêà m (16). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ìíîãî÷ëåí ïðèíàäëåæèò ïðî-

ñòðàíñòâó H a bm [ , ]. Îí òîæäåñòâåíåí íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òîæäåñò-

âåííû íóëþ åãî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå–×åáûøåâà ïîðÿäêà 0, ,� m . Ïîýòîìó

óðàâíåíèå (14) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé

{ (( [ ] ) / ( [ , ]), [ , ]) }, \a L u P F G x E H a b a bi p p
r

m p m p i
	 � � � 	 �

�
0

0
m (31)

îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíîâ u Pp p	 , E H a bm p m p, \ [ , ]	 . Ôóíê-

öèîíàë a P a bi ( , [ , ]) — ëèíåéíûé. Îí âû÷èñëÿåò ïðîåêöèþ ìíîãî÷ëåíà P íà

(íîðìèðîâàííûé) ýëåìåíò cheb ( , ( ))i z x îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà (18) ïðîñòðàíñò-

âà L a b2 ( , ; )� . Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

a c z x c i z x a b ci i i( ( , ( )) ( , ( )) , [ , ])0 0� � � � � � � �cheb cheb .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

a E H a b a b i pi m p m p(( [ , ]), [ , ]) , , ,, \	 � � �0 0 ,

a E H a b a b i p mi m p m p i p(( [ , ]), [ , ]) , , ,, \	 � � � ��� 1 .

Ïîýòîìó ïåðâûå p �1 óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (31) èìåþò âèä

a L u P F G x a b i pi p p
r(( [ ] ) / , [ , ]) , , ,	 � � � � �0 0 . (32)

Ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà H a bp [ , ] ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû ïî-

ðÿäêà p è òîëüêî ýòè ìíîãî÷ëåíû. Ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (29) ìîæíî

íàõîäèòü ñðåäè ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà p êëàññè÷åñêîãî âèäà (13). Ñëåäîâàòåëü-

íî, óðàâíåíèå (29) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ

( [( [ ] ) / ] , ( )) ( [( [ ] ) /S L u F G x u P S L u P F Gp p
r

p p p p p� � � 	 � 	 � �0 x r ] )� 0 .

Ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà u Pp p	 . Ñîãëàñíî

îïðåäåëåíèþ S L u F G x H a bp p
r

p[( [ ] ) / ] [ , ]� � 	 . Ñëåäîâàòåëüíî, ýòî óðàâíåíèå

ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíåíèé (32).

Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (29) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí up . Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøå-

íèåì ñèñòåìû (32) ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà up è óðàâíåíèe

i p m� � �1, , ñèñòåìû (31) òîæäåñòâåííî óðàâíåíèþ i ñèñòåìû (30).

Òåîðåìà 1. Àëãîðèòì 2 ýêâèâàëåíòåí àëãîðèòìó 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëåììå 1 äîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå (14) ýêâèâàëåíòíî ñèñòå-

ìå èç óðàâíåíèÿ (29) è óðàâíåíèé (30). Óðàâíåíèå i p m� � �1, , ñèñòåìû (30)

îïðåäåëÿåò êîýôôèöèåíò � i p� ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà up . Ïîýòîìó óðàâ-

íåíèÿ (30) ÿâëÿþòñÿ òîæäåñòâàìè. Ñëåäîâàòåëüíî, ï. 4 àëãîðèòìà 2 ýêâèâàëåíòåí

ï. 4 àëãîðèòìà 1. Îñòàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ àëãîðèòìîâ 1 è 2 òîæäåñòâåííû.
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ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ 1

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 àëãîðèòì 1 ýêâèâàëåíòåí àëãîðèòìó 2. Â àëãîðèòìå 2 ìåòîä

Ãàë¸ðêèíà (29) ïðèìåíÿþò ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (10). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ï. 4

àëãîðèòìà 1 ñïðàâåäëèâû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìåòîäà Ãàë¸ðêèíà [4, ãë. 4].

Îïåðàòîð S p óðàâíåíèÿ (29) ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ïðîåêòîðîì â ïðîñòðàíñòâå

L a b2 ( , ; )� è C a b[ , ] [2, c. 77–95]

| | [ ] || inf || ( ) (( , ; )
{ , , }

y S y y x c c xn L a b
c c

n
n

n

� � � � � �
�2

0

0� ) || ( , ; )L a b2 � ,

|| || ( , ; ) ( , ; )S n L a b L a b2 2
1� �� � ,

|| || ( / ) ln ( ) ( ), ( )
[ , ] [ , ]

S n O On C Ca b a b� � � � �4 1 1 32� , n � 0.

Íà îñíîâàíèè ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Âûâîä 2. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ìåòîäà Ãàë¸ðêèíà [4, ãë. 4] çàäà÷è Êîøè

äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3) äîñòàòî÷íî øèðîêîãî êëàññà è àëãîðèòìà 1 äîêàçûâàþò,

÷òî ìíîãî÷ëåí yn (21) ñóùåñòâóåò äëÿ n s
 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ

y ys s, ,� �1 ñõîäèòñÿ ê òî÷íîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è Êîøè.

ÀÏÎÑÒÅÐÈÎÐÍÀß ÎÖÅÍÊÀ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ

Òåîðåìà 2. Ïóñòü îïåðàòîð ( / )1 x Lr � óðàâíåíèÿ (10) èìååò ëèíåéíûé îáðàò-

íûé îïåðàòîð ( / )1 1x Lr � � è àïïðîêñèìàöèÿ (14) óðàâíåíèÿ (10) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå (20) — ìíîãî÷ëåí up è çíà÷åíèÿ � �1 ( ), , ( )n nm p� � êîýôôè-

öèåíòîâ � �1, ,� �m p .

Òîãäà èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

u x u x n W x n W xp p m p m( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �� �� �1 1 , (33)

y x y x n V W x n V W xn
k

p m p
k

m( ) ( ) ( ) [ ( )] ( ) [ ( )]� � � � �� �� �1 1 (34)

è â ïðîñòðàíñòâå X C Ca b a b
k� [ , ] [ , ]

, , ... ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| | ( ) ( ) ||y x y xn X� �

� � ��� �| ( ) | || [ ( )] || | ( ) | || [ ( )] ||� �1 1n V W x n V W xk
p X m p

k
m X , (35)

ãäå

W x x L i z xi
r( ) ( / ) [ ( , ( ))]� � �1 1 cheb . (36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî óñëîâèþ òåîðåìû ìíîãî÷ëåíû up (20) è

� �1 1( ) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ,n p z x n m z x Em p m p� � � � � � ��cheb cheb (37)

ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì àïïðîêñèìàöèè (14) óðàâíåíèÿ (10).
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí up (20) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

( [ ] ) / ( ) ( , ( )) ( )L u P F G x n p z x np p
r

m p	 � � � � � � � � ��� �1 1cheb cheb ( , ( ))m z x � 0

ñ èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè (÷èñëàìè) � �1 ( ), , ( )n nm p� � . Îïåðàòîð L u[ ] �
� D V uk[ [ ]] (8) ýòîãî óðàâíåíèÿ — ëèíåéíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçíîñòü ýòîãî

óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ (10) ïðåäñòàâëÿåò óðàâíåíèå

L u u x n p z x n m zp
r

m p[ ] / ( ) ( , ( )) ( ) ( ,� � � � � � � ��� �1 1cheb cheb ( ))x

îòíîñèòåëüíî u up� . Îïåðàòîð ( / )1 1x Lr � � âû÷èñëÿåò ðåøåíèå (33) ýòîãî óðàâíå-

íèÿ. Òîæäåñòâî (34) ñëåäóåò èç òîæäåñòâ (33), (9) è (21), à íåðàâåíñòâî (35) — èç
òîæäåñòâà (34).
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è â ïðîñòðàíñòâå X ñó-

ùåñòâóåò êîíå÷íûé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

lim || [( / ) [ ( , ( ))]] ||
i

k r
XV x L i z x W

��

� � � �1 1 cheb
df

.
(38)

Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

lim || || / ( | ( ) | | ( ) | )
n

n X m py y n n W
��

�� � � � � � �� �1 . (39)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (39) ñëåäóåò èç (35) è (38).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è óðàâíåíèå (10) ÿâëÿåò-

ñÿ êîððåêòíîé çàäà÷åé â ïðîñòðàíñòâå X C a b� [ , ] , ò.å. èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

| | [( / ) ] || sup || [ ( / ) [ ]]
[ , ]

V x L V x L yk r
X X

y C a b

k r1 11 1�
�

	

�� | | / || ||X Xy � � .

Òîãäà êîýôôèöèåíòû íåðàâåíñòâ (35) è (39) â ïðîñòðàíñòâå X îãðàíè÷åíû

| | [ ( )]] || | | [( / ) ] ||V W x V x Lk
i X

k r
X X� �

�1 1 ,

W V x Lk r
X X� �

�| | [ ( / ) ] ||1 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó íîðìû îïåðàòîðà â ïðîñòðàíñòâå X C a b� [ , ]

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| | [ ( / ) [ ( , ( ))]] || | | [ ( / ) ]V x L i z x V x Lk r
X

k r1 11 1� � �� �cheb | | | | ( , ( )) ||X X Xi z x� cheb .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ ×åáûøåâà ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

|| ( , ( )) || || ( , ) || | |cos([ , ] [ , ]cheb chebi z x i xC a b C� ��1 1 ix C) || [ , ]0 1� � .

Ïîýòîìó èìååò ìåñòî ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ, äîêàçûâàåìûõ â ñëåäñòâèè 2. Èç

ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò âòîðîå äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî.

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå âàæíûé äëÿ ïðàêòèêè ñëó÷àé.

Ñëåäñòâèå 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è òîëüêî îäèí èç êîýô-

ôèöèåíòîâ � �1 ( ), , ( )n nm p� � (20) îòëè÷åí îò íóëÿ — � i n( ) 
 0 .

Òîãäà ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

u x u x n W xp i i( ) ( ) ( ) ( )� � � , (40)

y x y x n V W xn i
k

i( ) ( ) ( ) [ ( )]� � � , (41)

|| ( ) ( ) || | ( ) | || [ ( )] ||y x y x n V W xn X i
k

i X� � � . (42)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå òîæäåñòâî (33) ïðèíèìàåò âèä (40)

è òîæäåñòâî (34) — âèä (41). Òîæäåñòâî (42) ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (41) ñîãëàñíî

ñâîéñòâó íîðìû

|| ( ) [ ( )] || | ( ) | || [ ( )] ||� �i
k

i X i
k

i Xn V W x n V W x� .

Ïðèìåð 1 (èëëþñòðàöèÿ ýôôåêòèâíîñòè òåîðåìû 2). Ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ

çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (22), (23) íà îòðåçêå [ , ]� 4 4 ïî àëãîðèòìó 1

ñ ïàðàìåòðîì n � �2 22, , ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåí yn (5) è îäèí îòëè÷íûé îò íóëÿ

êîýôôèöèåíò äîïîëíèòåëüíîãî ìíîãî÷ëåíà � �� ( )n . Ýòîò êîýôôèöèåíò ïðèíèìà-

åò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

{ ( ) ( ), , , } { . , . , . , . ,� �2 2 1 1 15 067 02 0028 00021i i i� � � � � � �

9 2 10 2 8 10 5 9 10 9 6 10 1 2 105 6 8 10 11. , . , . , . , . ,� � � � � � � �� � � � � 1 24 10 13. ,� �

1 05 10 7 4 10 4 4 10 2 3 10 1015 18 20 22 24. , . , . , . , }� � � � � �� � � � � . (43)
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Ñ âîçðàñòàíèåì ïàðàìåòðà n àëãîðèòìà 1 ýòîò êîýôôèöèåíò ðåãóëÿðíî óáûâàåò:

| ( ) | | ( ) | ( ), .� �2 2 1 0 01i i o q qi� � � � .

Ôóíêöèÿ W x x L i z xi
r( ) ( / ) [ ( , ( ))]� � �1 1 cheb ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

L u x i z x z x x a b ar[ ] ( , ( )), ( ) ( ) / ( ) –� � � � �cheb 2 1. (44)

Ïåðâîîáðàçíàÿ V x L i z xk r[( / ) [ ( , ( )) ]]1 1� � cheb ýòîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì

çàäà÷è Êîøè

D y x i z x y yr k[ ] ( , ( )), ( ) , , ( )� � � � ��cheb 0 0 01 . (45)

Â ñëó÷àå ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (22), (23) íà îòðåçêå

[ , ]� 4 4 àëãîðèòì 1 èìååò ïàðàìåòð r �1 è ôóíêöèÿ V W xi
2 [ ( )] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíè-

åì ñèñòåìû óðàâíåíèé

xy y xy x i x y y��� � � � � � � �cheb ( , / ), ( ) , ( )4 0 0 0 0 .

Íîðìà ýòîé ôóíêöèè â ïðîñòðàíñòâàõ C[ , ]�4 4 è X C�
�[ , ]4 4
2 ïðèíèìàåò ñëåäó-

þùèå çíà÷åíèÿ:

{|| [ ( )] || } { . , , . , . , . , .
[ , ]

V W xi C i
2

2 1
10

4 4
0 8 1 0 7 0 5 0 3 0

� �
� 24 0 2 0 14 0 11 0 09, . , . , . , . },

|| [ ( )] | | || [ ( )] | | ,V W x V W xi X i X i
2

2
2

2 1 21� � �� � (46)

{ } { . , . , . , . , . , . , . , .� 2 1
10 0 12 1 1 0 65 0 43 0 3 0 22 0 17 0 13i i�

� � , . , . }0 11 0 085 .

Èç òîæäåñòâ (43) è (46) ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà (42) ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ (22), (23) ïî àëãîðèòìó 1 (ïðîèçâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ

(43) è (46)) òîæäåñòâåííà íîðìå ïîãðåøíîñòè (26) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ

ËÄÓÌÊÎ (22), (23) ïî àëãîðèòìó 1 â ïðîñòðàíñòâå C[ , ]� 4 4 , ò.å. èìåþò ìåñòî

òîæäåñòâà

| | [ ( )] | | ( ) | | | | , ,[ , ] [ , ]
V W x i J y ii C i C

2
2 4 4 0 22 1

4 4� � � � �
�

� , 9 .

Èç ýòèõ òîæäåñòâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Âûâîä 3. Îöåíêè òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèé ê ýòîé òåîðåìå êîíñòðóêòèâíû.

Äëÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ ýòè îöåíêè òî÷íû.

Çàìå÷àíèå 1. Ôóíêöèÿ (36) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà

W x y M y ui i( ) ( [ ] )� � �solve , ãäå M y y A L y[ ] ( / ) [ ]� � 1 ,

u x A x i z x z x x a b ai
r� � � �( / ( )) ( , ( )), ( ) ( ) / ( ) –cheb 2 1.

Åñëè

u M u M u M ui i i i� � � � �� �[ ] [ ] [ ]2 3 ,
òî

W x u M u M u M ui i i i i( ) [ ] [ ] [ ]� � � � � �2 3

Èñõîäÿ èç ýòîãî, à òàêæå ñîãëàñíî èçâåñòíîìó òîæäåñòâó [2, c. 42]

2 1 1 1 1 1� � � � � � � �� cheb cheb cheb( , ) / ( ) ( , ) – / ( ) (n x dx n n x n n 1 1, ) ( )x n �

äëÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3) ÷àñòî èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

M u O i M u O ii
n

i
n[ ] ( / ), , [ ] ( / )� � �1 1 ,

W x u o x A x i z x oi i
r( ) ( ) ( / ( )) ( , ( )) ( )� � � �1 1cheb .
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÜ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ 1 ÏÎ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ

Íàèëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè Áåññåëÿ â ïðîñòðàíñòâå C
2 . Îòëè÷íûå

îò íóëÿ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå–×åáûøåâà ôóíêöèè ��J0 íà îòðåçêå [ , ]� 4 4 —

òîëüêî ÷åòíûå

{ ( , [ , ]), , , } { . , . , . , .a J ii2 0 4 4 1 10 0 41 0 2 0 028 0 00�� � � � � � � 21,

9 10 2 7 10 5 7 10 9 3 10 1 2 10 15 6 8 10 11� � � � � � � �� � � � �, . , . , . , . , .2 10 13� � }. (47)

Åñëè ïàðàìåòð i âîçðàñòàåò, òî ýòè êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿðíî óáûâàþò

| ( , [ , ]) | ( ), .a J o q qi
i

2 0 4 4 0 01�� � � � .

Íà îòðåçêå [ , ]� 4 4 ôóíêöèÿ �J x0 ( ) èìååò îòëè÷íûå îò íóëÿ òîëüêî íå÷åòíûå

êîýôôèöèåíòû Ôóðüå–×åáûøåâà, è äëÿ ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ ñïðàâåäëèâû íå-

ðàâåíñòâà

| ( , [ , ]) | | ( , [ , ]) | | ( , [a J a J a Ji i i2 2 0 2 1 0 2 04 4 4 4� �� � � � � �� � 4 4, ]) | .

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðîñòðàíñòâå X C�
�[ , ]4 4
2 ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

inf || ( ) ( ) || ( ( )) | (
{ , , }c c

n
n

X i
n

J x c c x o a
0

0 0 21 1
�

� � � � � � � �� �J0 4 4, [ , ]) | . (48)

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ àëãîðèòìîì 1 â ïðîñòðàíñòâå C
2 . Íîð-

ìà ïîãðåøíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (22), (23) ïî àëãî-

ðèòìó 1 â ïðîñòðàíñòâå X C�
�[ , ]4 4
2 ðåãóëÿðíî óáûâàåò (ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà n àë-

ãîðèòìà 1) è ïðèíèìàåò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

{ || || || || } { . , . , . ,J y J yi X i X i0 2 0 2 1 1
10 0 59 0 42 0 046� � � �� �

0 003 0 00012. , . ,

3 4 10 6 9 10 1 1 10 1 3 10 1 4 106 8 9 11 13. , . , . , . , . }� � � � �� � � � � . (49)

Ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ïîãðåøíîñòè (49) òîæäåñòâåííà ñêîðîñòè óáûâàíèÿ ÷åò-

íûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå–×åáûøåâà (24) ôóíêöèè ��J0 íà îòðåçêå [ , ]� 4 4 , ò.å.

èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

| | | | | ( , [ , ]) | ( )/ [ / ] [ / ]J y a Jn X n n0 2 2 0 2 24 4 1� �� � � � � , (50)

ãäå { , , , } { . , . , . , . , . , . , . , .� 2 1 10 0 4 1 1 0 6 0 4 0 3 0 26 0 21 0 17i i � � � , . , . }0 14 0 12 .

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ (6) íàèìåíüøåå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà îïòèìàëü-

íîñòè ìåòîäà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè ðàâíî åäèíèöå. Ïîýòîìó èç òîæäåñòâ

(47)–(50) ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Âûâîä 4. Ðåøåíèå ïî àëãîðèòìó 1 çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (22),

(23) íà îòðåçêå [ , ]�4 4 ñ ïàðàìåòðîì n àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øåå ïî òî÷íîñòè àï-

ïðîêñèìàöèè ôóíêöèè Áåññåëÿ J0 â ïðîñòðàíñòâå C
[ , ]� 4 4
2 ñðåäè àëãåáðàè÷åñêèõ

ìíîãî÷ëåíîâ ïîðÿäêà n

C x y y x y y C on ( , , ( ) , ) (
[ , ]

algorithm1 4 4
20 0 1 1� ��� � � � � � � �
�

( ))( )[ / ]1 1 2 2� � n .

ÀÏÐÈÎÐÍÀß ÎÖÅÍÊÀ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ

Òåîðåìà 3. Ïóñòü äëÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3) (task) âûïîëíåíû

óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è îáðàòèìà ìàòðèöà

{ } { ( ( ), [ , ]), , , , }Q a W x a b i j p mn i j� � � �1 , (51)
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ãäå p n k� � , m L u P F G xp p
r� 	 � �deg (( [ ] ) / ), ôóíêöèè W xj ( ) îïðåäåëåíû

òîæäåñòâîì (36), a u a bi ( , [ , ]) — êîýôôèöèåíò Ôóðüå–×åáûøåâà ïîðÿäêà i

ôóíêöèè u íà îòðåçêå [ , ]a b .

Òîãäà èìåþò ìåñòî òîæäåñòâà

{ ( ), , ( )} { } { ( , [ , ]), , ( , [ ,� �1
1

1n n Q a u a b a u am p n p m� � ��
�

�
T b])}T , (52)

u u Q a u a b a u a b W xp n p m p� � � ��
� �{ } { ( , [ , ]), , ( , [ , ])} { ( )1

1 1
T , , ( )},� W xm (53)

ãäå u y u yk
p n

k� �( ) ( ), , p n k� – , è â ïðîñòðàíñòâå X C
a b
k�
[ , ]

ñïðàâåäëèâû íå-

ðàâåíñòâà

|| – || max || [ ( )] | | || [
{ , , }

y y V W x V u S un X
i p m

k
i X n p� � � �

� � �1
] || ( , ; )L a b2 � , (54)

C C U V Vn a b
k

n n
i p m

( , , ) max ||
[ , ] { , , }

algorithm task1
1

� �
� � �

k
i XW x[ ( )] || , (55)

ãäå êîýôôèöèåíòû ïðàâîé ÷àñòè èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

V Q C Cn
C C

n m p l
m p

� �
� � � �

�
�

�

max || { } { , , } ||
{| | | | }1

21

1
1

T , (56)

U u S u y x c cn p L a b
c cn

� � � � � �
�

|| [ ] || inf | | ( ) (( , ; )
{ , , }

/
2

0

0� n
n

Xx ) || . (57)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî òåîðåìå 2 èìååò ìåñòî òîæäåñòâî (33). Ôóíêöèîíàë

a u a bi ( , [ , ]) — ëèíåéíûé. Ïîýòîìó òîæäåñòâî (33) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå òîæäåñòâ

a u a b a u a bi i p( , [ , ]) ( , [ , ])� �

� � � �� �a W x a b n a W x a b n ii p i m m p( ( ), [ , ]) ( ) ( ( ), [ , ]) ( ),1 1� � � �0 1, ,

Äëÿ êîýôôèöèåíòà Ôóðüå–×åáûøåâà ïîðÿäêà i ìíîãî÷ëåíà up ñïðàâåäëèâî

òîæäåñòâî a u a bi p( , [ , ]) ïðè i p� . Ïîýòîìó òîæäåñòâà ýòîé ñèñòåìû ñ íîìåðîì

i p m� � �1, , îáðàçóþò ïîäñèñòåìó

{ ( , [ , ]), , ( , [ , ])} { }{ ( ), , (a u a b a u a b Q n np m n m p� �� � �1 1
T � � )}T .

Ìàòðèöà { }Qn ýòîé ïîäñèñòåìû îáðàòèìà ïî óñëîâèþ òåîðåìû. Ïîýòîìó òîæ-

äåñòâî (52) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ýòîé ïîäñèñòåìû. Òîæäåñòâî (53) ÿâëÿåòñÿ ïîä-

ñòàíîâêîé (52) â òîæäåñòâî (33).

Èç (52) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

(| ( ) | | ( ) | ) ( ( , [ , ]) ( , [� �1
2 2

1
2n n V a u a b a um p n p m� � � � � � �� � a b, ]) )2 .

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà íå óáûâàåò ñ ðîñòîì ÷èñëà ñëàãàåìûõ

a u a b a u a b a u a b ap m p m� �� � � � � � �1
2 2

1
2( , [ , ]) ( , [ , ]) ( , [ , ]) (u a b, [ , ])2 � �

Äëÿ ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ðÿäà Ôóðüå–×åáû-

øåâà ôóíêöèè u íà îòðåçêå [ , ]a b ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

a u a b a u a b u S up m p L a b� � � � � � � �1
2 2

2

( , [ , ]) ( , [ , ]) || [ ] ||
( , ; �)

2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

| ( ) | | ( ) | || [ ] || ( , ; )� � �1 2
n n V u S um p n p L a b� � � � �� .
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Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà (35) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò íåðàâåíñòâî

|| – || max || [ ( )] || ( | ( ) | |
{ , , }

y y V W x nn X
i p m

k
i X� � � �

� � �1
1� �m p n� ( ) | )

è íåðàâåíñòâî (54).

Íåðàâåíñòâî (55) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (54) è òîæäåñòâ (56), (57).

Ñëåäñòâèå 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

{|| [ ( )] || }V W xk
i X i�

�
0 , { }Vi i k�

� , { }U i i k�
� ñõîäÿòñÿ â ïðîñòðàíñòâå X C

a b
k�
[ , ]

, ò.å.

äëÿ êîýôôèöèåíòîâ (36), (56), (57) èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ (38), à òàêæå

lim
n

nV V
��

� � � , (58)

lim
n

nU U
��

� � � . (59)

Òîãäà êîýôôèöèåíò îïòèìàëüíîñòè (6) ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ

(1)–(3) ïî àëãîðèòìó 1 â ïðîñòðàíñòâå X C
a b
k�
[ , ]

îãðàíè÷åí è

lim ( , ), ( ) )
[ , ]n

n a b
kC C U V W

��
� � � � �algorithm (1 1 2 . (60)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (60) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ

(55), (38), (58), (59).

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå âàæíûé äëÿ ïðàêòèêè ñëó÷àé.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü:

— âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2;

— òîëüêî îäèí èç êîýôôèöèåíòîâ { ( ), , ( )}� �1 n nm p� � (20) îòëè÷åí îò íóëÿ;

— � i n( ) 
 0 ;

— ïðîèçâîäíàÿ ïîðÿäêà k ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2) u y k� ( ) èìååò

êîýôôèöèåíò Ôóðüå–×åáûøåâà

a u a bp i� 
( , [ , ]) 0 .

Òîãäà â ïðîñòðàíñòâå X C a b� [ , ] ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà

( ( ) ( )) / ( , [ , ]) ( ) / ( ( ), [u x u x a u a b W x a W x ap p i p i p i p i� �� � � � , ])b , (61)

|| ( ( ) ( )) || / | ( , [ , ])| || ( ) || / |u x u x a u a b W x ap X p i p i X p� �� � � �i p iW x a b( ( ), [ , ]) | . (62)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ ñëåäñòâèÿ 3, òî èìååò ìåñòî òîæ-

äåñòâî (40). Êîýôôèöèåíò Ôóðüå–×åáûøåâà ïîðÿäêà p i� òîæäåñòâà (40) èìååò âèä

a u a b a W x np i p i p i i� � ��( , [ , ]) ( ( ) ( ) )� .

Åñëè � i n( ) 
 0 è a u a bp i� 
( , [ , ]) 0, òî a W x a bp i p i� � 
( ( ), [ , ]) 0 è ñïðàâåäëèâî

òîæäåñòâî � �i p i p i p i in a u a b a W x n( ) ( , [ , ]) / ( ( ) ( ))� � � � . Òîæäåñòâî (61) ÿâëÿåòñÿ

ðåçóëüòàòîì ïîäñòàíîâêè ýòîãî òîæäåñòâà â (40). Òîæäåñòâî (62) íåïîñðåä-

ñòâåííî ñëåäóåò èç òîæäåñòâà (61) è ñâîéñòâ íîðìû.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ öåëîé ôóíêöèè y â ïðîñòðàíñòâå X C
a b
k�
[ , ]

÷àñòî ñïðà-

âåäëèâî òîæäåñòâî

inf || ( ) ( ) ||
{ , , }c c

n
n

X
n

y x c c x
0

0
�

� � � � �

� � � � � � �
�

inf | | ( ( ) ( )) || ( (
{ , , }

( )
[ , ]

c c
n

n k
C a b

n

y x c c x o
0

0 1 1)) | ( , [ , ]) |( )a y a bi n k
k

� � .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè çàäà÷à Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâè-
ÿì òåîðåìû 4 è ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé ñ óêàçàííûìè
âûøå ñâîéñòâàìè, òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
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( ( )) ( , [ ] , ( , ),
[ ,

1 1 0 01� � �o C D y G y Cn a
algorithm init_cond

b
k

]
) �

� � �� �|| ( ( ) ( )) | | / | ( , [ , ]) | || ( ) || / |u x u x a u a b W x ap X p i p i X p i p iW x a b� �( ( ), [ , ]) | ,

ò.å. ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (62) ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîé îöåíêîé êîýôôèöèåíòà

îïòèìàëüíîñòè (6) àëãîðèòìà 1 íà ýòîé çàäà÷å â ïðîñòðàíñòâå C
a b
k
[ , ]

.

Ïðèìåð 2 (èëëþñòðàöèÿ ýôôåêòèâíîñòè òåîðåìû 4). Êîýôôèöèåíò ïðàâîé

÷àñòè òîæäåñòâà (62) äëÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ (22), (23) ïðèíèìà-

åò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ:

1 4 4 1

0 62 0 0058

2 2 2

2 1

11

/ ( ( ), [ , ]) ,

{ } { . , .

a W xi i i

i i

� � �

�
�

�

� , . , . , . , . , . , . , . , . , .�0 016 0 0076 0 022 0 028 0 03 0 03 0 03 0 029 0 028}.
(63)

Ïðîèçâåäåíèå ýòîãî êîýôôèöèåíòà è êîýôôèöèåíòà || ( ) | | [ , ]W xi C2 4 4� èç (46)

òîæäåñòâåííî ãëàâíîé ÷àñòè êîýôôèöèåíòà îïòèìàëüíîñòè (6) ðåøåíèÿ ïî àë-

ãîðèòìó 1 çàäà÷è (22), (23) â ïðîñòðàíñòâå C
[ , ]�4 4
2 (50)

|| ( ) || / ( ( ), [ , ]) , , ,
[ , ]

W x a W x ii C i i i2 2 2 24 4
1 4 4 1 1

�
� � � � �� 11.

Èç ýòèõ òîæäåñòâ ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå çàêëþ÷åíèå.

Âûâîä 5. Ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (62) ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíîé îöåíêîé êî-

ýôôèöèåíòà îïòèìàëüíîñòè (6) ðåøåíèÿ ïî àëãîðèòìó 1 çàäà÷è Êîøè äëÿ

ËÄÓÌÊÎ (1)–(3) â ïðîñòðàíñòâå C
a b
k
[ , ]

, è ýòà îöåíêà ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè

òî÷íîé.

Çàìå÷àíèå 3. Äëÿ ïðèìåðà 1 (â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì 1) èìåþò ìåñòî

òîæäåñòâà

W x n x o a W x on n n( ) ( , / ) ( ), ( ( ), [ , ]) ( )� � � � �cheb 4 1 4 4 1 1 .

Åñëè íà îòðåçêå [ , ]a b ìíîãî÷ëåí A óðàâíåíèÿ (1) íå èìååò íóëåé (îòëè÷íûõ

îò òî÷êè íóëü), òî, êàê ïðàâèëî, ãëàâíàÿ ÷àñòü ìàòðèöû Qn (51) ÿâëÿåòñÿ äèà-

ãîíàëüíîé ìàòðèöåé è èìååò ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè

a x A x i r t z x a b t Ai
r( / ( ) ( , ( )), [ , ]), ( )cheb deg_nul� � � .

Ìàòðèöà, îáðàòíàÿ ýòîé äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå, ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé è

èìååò ýëåìåíòû ãëàâíîé äèàãîíàëè 1/ ( / ( ) ( , ( )), [ , ])a x A x i r t z x a bi
r cheb � � .

ÝÊÂÈÂÀËÅÍÒÍÛÉ ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ

ÑÊÀ íå âûïîëíÿþò ïðåîáðàçîâàíèÿ ï. 2 àëãîðèòìà 1. Ïîýòîìó ïîñòðîèì àëãî-

ðèòì, èìåþùèé òîëüêî àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, è äîêàæåì åãî ýêâèâà-

ëåíòíîñòü àëãîðèòìó 1.

Àëãîðèòì 3.
Âõîä. D y G y a b nk[ ] ( ), ( ), [ , ],� � �0 1 71 .

Âûõîä. Ìíîãî÷ëåí yn (5).

Ïðåîáðàçîâàíèÿ.
1. Âû÷èñëèòü îïåðàòîð D y G[ ]� óðàâíåíèÿ (1).

2. Âû÷èñëèòü ïîðÿäîê k îïåðàòîða D y G[ ]� .

3. Âû÷èñëèòü ïîðÿäîê p n k� – ìíîãî÷ëåíà up (20).

4. Âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí u Pp p	 (13).

5. Âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí

V u P yk
p p k[ ]	 � �1. (64)
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6. Ïðåîáðàçîâàòü ìíîãî÷ëåí (64) îïåðàòîðîì D y G[ ]� â ìíîãî÷ëåí (12).

7. Âû÷èñëèòü ÷èñëî r (11).

8. Âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí (17).

9. Âû÷èñëèòü ïîðÿäîê m (16) ìíîãî÷ëåíà (17) — ïàðàìåòð óðàâíåíèÿ (14).

10. Âû÷èñëèòü äîïîëíèòåëüíûé ìíîãî÷ëåí (15) ñ ïàðàìåòðàìè m (16) è p n k� –

íà îòðåçêå [ , ]�1 1 .

( [ , ]) ( , ) ( , ), \E H p x m xm p m p m p	 � � � � � � �1 1 11� �cheb cheb .

Ýòîò ìíîãî÷ëåí èìååò ñèìâîëüíûå êîýôôèöèåíòû, ò.å. � �1, ,� 	�m p Atom .

11. Âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí z x( ) (19).

12. Âû÷èñëèòü äîïîëíèòåëüíûé ìíîãî÷ëåí (15)

( [ , ]) ( ( ), ( [ , ])), \ , \E H a b x z x E Hm p m p m p m p	 � � 	 �subs 1 1 .

13. Âû÷èñëèòü àïïðîêñèìàöèþ ïî a -ìåòîäó ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (10)

( [ [ ] ] ) / ( [ , ]), \D V u P y G x E H a bk
p p k

r
m p m p	 � � � 	�1 . (65)

14. Âû÷èñëèòü ñèñòåìó ópàâíåíèé

S t D V u P y G x E H a bi
k

p p k
r

m p m p i
� 	 � � � 	� �

{ ( [ [ ] ] ) / ( [ , ])}, \1 0
m , (66)

ãäå t Pi ( ) — êîýôôèöèåíò ìîíîìà ïîðÿäêà i ïîëèíîìà P.

15. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé S (66) è âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ

{ ( ), , ( ), ( ), , ( )} ( )c n c n n n Coef Sp m p0 1� � � ��� � solve (67)

êîýôôèöèåíòîâ c cp0 , ,� ìíîãî÷ëåíà u Pp p	 è êîýôôèöèåíòîâ � �1, ,� �m p

ìíîãî÷ëåíà ( [ , ]), \E H a bm p m p	 .

16. Ïðåîáðàçîâàòü êîýôôèöèåíòû c n c np0 ( ), , ( )� (67) â ìíîãî÷ëåí

u Coef c n c n xp p
p� � � � �ser ( ) ( ) ( )0 . (68)

17. Âû÷èñëèòü ïåðâîîáðàçíóþ ïîðÿäêà k ìíîãî÷ëåíà up (68)

y D y G y a b n Vn
k� � � �algorithm init_cond3 0 0( [ ] , ( , ), [ , ], ) [ u yp k]� �1,

ò.å. èñêîìóþ àïïðîêñèìàöèþ ðåøåíèÿ y (4) çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3).

Ëåììà 2. Óðàâíåíèÿ (66) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è àëãåáðàè÷åñêèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèîíàë ti — ëèíåéíûé. Ïîýòîìó ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíå-

íèÿ i ñèñòåìû (66) èìååò âèä

t D V u P x t D y G x t E Hi
k

p p
r

i k
r

i m p m( [ [ ]] / ) (( [ ] ) / ) ( , \	 � � � 	�1 p a b[ , ])

è ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

t E H a b t p z x ti m p m p i i( [ , ]) ( ( , ( ))) ( (, \	 � � � � �cheb cheb1 1� m z x m p, ( ))) � � .

Îïåðàòîð D y[ ] — ëèíåéíûé. Ïîýòîìó ïåðâîå ñëàãàåìîå óðàâíåíèÿ i ñèñòåìû

(66) èìååò âèä

t D V u P x t D V x c t D V xi
k

p p
r

i
k r

i
k p( [ [ ]] / ) ( [ [ ]] / ) ( [ [	 � � � �1 0 ]] / )x cr

p .

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (66) ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè è ëèíåéíû-

ìè îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ c n c n n np m p0 1( ), , ( ), ( ), , ( )� � �� � .

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 3 165



Òåîðåìà 5. Àëãîðèòì 3 ýêâèâàëåíòåí àëãîðèòìó 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (14) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì (65) ïî-

ðÿäêà m (16). Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (14) ýêâèâàëåíòíî ñèñòåìå óðàâíå-

íèé (66) è ðåøåíèå up (20) óðàâíåíèÿ (14) òîæäåñòâåííî ïðåîáðàçîâàíèþ (68)

ðåøåíèÿ (67) ñèñòåìû óðàâíåíèé (66).

Ïðåîáðàçîâàíèå 5 àëãîðèòìà 1 òîæäåñòâåííî ïðåîáðàçîâàíèþ ï. 17 àëãîðèòìà 3.

ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ 3 Â ÑÈÑÒÅÌÅ APS [6]

Ñòðóêòóðà äàííûõ íà âõîäå.
1. ËÄÓÌÊ (1) èìååò âèä

A *dif(y,k) ... C*y G 0� � � � ,

ãäå êîýôôèöèåíòû A C G� � �� ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè ïåðåìåííûõ x è y . Îíè

ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè ñèñòåìû APS [6].

2. Ìíîãî÷ëåí yk�1 èìååò âèä d f*x (k 1)� � ��
� .

3. Îòðåçîê àïïðîêñèìàöèè [ , ]a b îïðåäåëÿåò ñïèñîê (a,b).

4. Ïàðàìåòð n àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Ñòðóêòóðà äàííûõ íà âûõîäå. Ìíîãî÷ëåí yn (21) èìååò ÷èñëîâûå êîýôôè-

öèåíòû è åñòåñòâåííûé âèä d f*x n� � �
� .

APLAN-ïðîöåäóðà. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñïåöèôèêàöèÿ àëãîðèòìà 3:

Ñòðóêòóðà âûõîäà îïåðàòîðîâ APLAN-ïðîöåäóðû. Îïåðàòîð

main_pol(p) âû÷èñëÿåò ìíîãî÷ëåí u Pp p	 â âèäå

c(0) c(1) c(p)*x p� � � �
� ,

ãäå x è êîýôôèöèåíòû c(0) c(p), ..., ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè.

Îïåðàòîð n_int ïðåîáðàçóåò ýòîò ìíîãî÷ëåí â ìíîãî÷ëåí V u Pk
p p( )	 ,

sub_du(Dy,y_n) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì D V u P y Gk
p p k[ ( ) ]	 � ��1 .

Îïåðàòîð canplf ïðåîáðàçóåò ýòîò ìíîãî÷ëåí â ñóììó ìîíîìîâ

c(i)*x j $b� � bc xi
j , (69)

ãäå $ — îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ òåðìà íà ÷èñëî. Ïàðàìåòðû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

i p j m r� � � � �0 0, , , , , .
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let( LDUMK , Dy = 0 ); /* D[y] + G */
k := ord_equ( Dy ); /* ïîpÿäîê D[y] */
p := n - k; /* \deg( u_p \in P_p ) */
u_p := main_pol(p); /* u_p \in P_p */
y_n := T + n_int( u_p , k ); /* T + V^k[u_p \in Pp] */
Dn := canplf(sub_du(Dy , y_n)); /* D[y_n] + G */
r := deg_nul(canplf(ein_pol(Dn))); /* nul(D[y_n] + G) */
Dn --> ndiv_x( Dn , r ); /* (D[y_n]+G)/x^r */
m := deg(canplf(ein_pol(Dn)));/* deg((D[y_n]+G)/x^r) */
Em := Enl(p, m-p); /* E_{m,p} */
z --> canplf( -1 + (2/(arg(interval,2) + (-1)*

arg(interval,1)) * (x + (-1) * arg(interval,1)) );
Em --> canplf( subs( x = z, Em )); /* E_m(z(x)) */
Dn --> canplf(Dn + Em); /* (D[y_n]+G)/x^r + E_m(z(x)) */
S := pol_equ(Dn , m); /* ÑËÀÓ - àïïp. çàäà÷è */
Xn := c; Coef := solve(S); /* påøåíèå ÑËÀÓ */
u_p := ser(p , Coef); /* àïïpîêñèìàöèÿ dif(y,k) */
y_n := T + n_int( u_p , k ); /* àïïpîêñèìàöèÿ y */



Îïåðàòîð Enl âû÷èñëÿåò ìíîãî÷ëåí E Hm p m p, \ [ , ]	 �1 1 âèäà

c(p 1)*cheb(p 1,x) ... c(m)*cheb(m,x)� � � � ,

ãäå êîýôôèöèåíòû c(p 1) c(m)� , ..., ÿâëÿþòñÿ àòîìàìè. Ìíîãî÷ëåíû

cheb(i,x) âû÷èñëÿåò ñîëâåð gr_solve.exe ñèñòåìû APS. Ìíîãî÷ëåí

E Hm p m p, \ [ , ]	 �1 1 è åãî ïðåîáðàçîâàíèå E H a bm p m p, \ [ , ]	 èìåþò ïîðÿäîê m.

Îïåðàòîð canplf ïðåîáðàçóåò ìíîãî÷ëåí E H a bm p m p, \ [ , ]	 â ñóììó ìîíî-

ìîâ (69), ãäå i p m j m� � � � �1 0, , , , , .

Îïåðàòîð pol_equ ïðåîáðàçóåò ìíîãî÷ëåí (65) â óðàâíåíèÿ (66) âèäà

c(m)$f ... c(0)$e d 0� � � � .

Îïåðàòîð solve âû÷èñëÿåò ðåøåíèå (67) ñèñòåìû óðàâíåíèé (66) â âèäå

òîæäåñòâ

c(0) h c(p) r c(m) q� � � � � � �� � .

Îïåðàòîð ser ïðåîáðàçóåò ýòè òîæäåñòâà â ìíîãî÷ëåí up (68) åñòåñòâåííîãî

âèäà.

ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÜ APLAN-ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

Òåîðåìà 6. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ è äðóãèå êîíñòàíòû îïåðàíäîâ

âõîäà APLAN-ïðîöåäóðû ÿâëÿþòñÿ öåëûìè èëè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè.

Òîãäà ýòà ïðîöåäóðà âû÷èñëÿåò ìíîãî÷ëåí yn (21) áåç ïîãðåøíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. APLAN-ïðîöåäóðà èìååò èçâåñòíûå îïåðàòîðû [5]. Ýòè îïå-

ðàòîðû â ñèñòåìå APS âûïîëíÿþò àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ öåëûìè è ðàöèî-

íàëüíûìè ÷èñëàìè â àðèôìåòèêå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äëèíà ÷èñëèòåëÿ è çíàìå-

íàòåëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë â APS íå îãðàíè÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè êîýôôèöè-

åíòû ìíîãî÷ëåíîâ, óðàâíåíèé è çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîöåäóðû ÿâëÿþòñÿ

öåëûìè èëè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, òî îïåðàòîðû ïðîöåäóðû âûïîëíÿþò âû÷èñ-

ëåíèÿ òî÷íî.

Òåîðåìà 7. Ñëîæíîñòü APLAN-ïðîöåäóðû îïðåäåëÿåò òîæäåñòâî

Q D y G y a b n( ( [ ] , ( , ), [ , ], ))algorithm init_ cond3 0 0� � �

� �O n O n Q O n( ) ( ) ( , ( ))3 canplf ,

ãäå Q m( , )canplf — ñëîæíîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ îïåðàòîðîì canplf ìíîãî÷ëåíà P :

ìíîãî÷ëåí canplf ( )P ïðåäñòàâëÿåò ñóììó ìîíîìîâ âèäà (69), ãäå i j m, , ,� �0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðåííàÿ ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé. Ñëåäîâà-

òåëüíî, âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ïðîöåäóðû òîæäåñòâåííà ñóììå âû÷èñëè-

òåëüíîé ñëîæíîñòè åå îïåðàòîðîâ. Îïåðàòîðû ïðîöåäóðû, çà èñêëþ÷åíèåì îïå-

ðàòîðà canplf , èìåþò ïî ïàðàìåòðó n ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü:

Q p n O n( ( ), ) ( )main_ pol � ,

Q u k n O np( ( , ), ) ( )n_ int � ,

Q Dy y n O nn( ( , ), ) ( )sub_du � 2 ,

Q Dn n O n( ( ), ) ( )ein_ pol � 2 ,

Q p m p n O n( ( , ), ) ( )Enl � � 2 ,

Q x z E n O nm( ( , ), ) ( )subs � � 2 ,

Q Dn m n O n Q O n O n( ( , ), ) ( ) ( , ( )) ( )pol_equ canplf� � 3 ,

Q S n O n( ( ), ) ( )solve � 3 ,

Q p n O n( ( , ), ) ( )ser Coef � .
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Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé ïî îñòàëüíûì îïåðàòîðàì íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà n.
Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îïåðàòîðîâ ïðîöåäóðû òîæ-
äåñòâåííà äîêàçûâàåìîé îöåíêå. Îïåðàòîð canplf â ïðîöåäóðå ïðåîáðàçóåò
ìíîãî÷ëåíû â ñóììó ìîíîìîâ âèäà (69).

Îïèñàíèå çàäà÷è Êîøè (22), (23) íà ÿçûêå APLAN:

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïðîöåäóðîé ýòîé çàäà÷è äëÿ n � 2 ïîëó÷àåì

y_n 1 x 2 $rat( 2,9)� � � � � �� y xn 1 2 9 2( / ) .

Ïîñòðîåííàÿ âûøå APLAN-ïðîöåäóðà äîêàçûâàåò âîçìîæíîñòü ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà 1 â äðóãèõ ÑÊÀ. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ýòîé ïðîöåäóðû äîêàçûâà-
þò ýôôåêòèâíîñòü òàêîé ðåàëèçàöèè.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñòðîåí àëãåáðàè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3) íà îòðåçêå [ , ]a b . Ïî ýòîìó àëãîðèòìó â ñèñòåìàõ
êîìïüþòåðíîé àëãåáðû âû÷èñëÿþò àëãåáðàè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí yn (5) ïîðÿäêà
n N	 . Ýòîò ìíîãî÷ëåí àïïðîêñèìèðóåò ñîâìåñòíî ðåøåíèå y y x� ( ), x a b	[ , ] è

åãî ïðîèçâîäíûå y y k( ) ( ), ,1
� îïòèìàëüíî.

Ýòîò àëãîðèòì â ñëó÷àå çàäà÷è Êîøè äëÿ ËÄÓÌÊÎ (1)–(3) ðåøàåò çàäà÷ó
Äçÿäûêà: íà îñíîâàíèè a-ìåòîäà ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû ðå-
øåíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé.

ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ ÎÁËÀÑÒÈ ÏÐÈÌÅÍÅÍÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ

Àëãîðèòì 1'. Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà 1. Äîïîëíèòåëüíûé ìíîãî÷ëåí óðàâíå-
íèÿ (14) èìååò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Ãèëüáåðòà H a b[ , ] .

Äëÿ àëãîðèòìà 1' èìåþò ìåñòî àíàëîãè òåîðåì 1–4, ãäå ïðîñòðàíñòâî
L a b2 ( , ; )� çàìåíåíî ïðîñòðàíñòâîì H a b[ , ] .

Àëãîðèòì 3'. Ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà 3. Ýòîò àëãîðèòì ýêâèâàëåíòåí àëãî-

ðèòìó 1'. Äîïîëíèòåëüíûé ìíîãî÷ëåí óðàâíåíèé (66) èìååò îðòîãîíàëüíûé áàçèñ

ïðîñòðàíñòâà Ãèëüáåðòà H a b[ , ] .

Ìîäèôèêàöèÿ APLAN-ïðîöåäóðû äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà 3' . Îïåðà-
òîð âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ×åáûøåâà çàìåíåí îïåðàòîðîì âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷-
ëåíà áàçèñà ïðîñòðàíñòâà H[ , ]�1 1 .

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà 1 â ïðîñòðàíñòâå EG , ãäå G — îáëàñòü
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñïðàâåäëèâû òîæäåñòâà òåîðåì 2–4.

Äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà 1' â ïðîñòðàíñòâå EG ñïðàâåäëèâû àíà-
ëîãè òåîðåì 2–4.
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process[1] := (
LDUMK := ( x * dif(y , 2) + dif(y , 1) + x * y = 0 );

T := 1; interval := (-1 , 1) ; ...);


