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íàÿ òåîðèÿ ðàçìåðíîñòåé.

Íà îñíîâå ýêñòðåìàëüíîé òåîðèè ðàçìåðíîñòåé [1] ïîÿâèëèñü ðàíåå íåäîñòóï-

íûå âîçìîæíîñòè âûâîäà ìàòåìàòè÷åñêèì ïóòåì òî÷íûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

ëþáûõ ïðîöåññîâ è îòêðûòèÿ íåèçâåñòíûõ äî ñèõ ïîð çàêîíîâ ïðèðîäû,

îáóñëîâëèâàþùèõ ýòè ïðîöåññû. Ïîëó÷àåìûå óðàâíåíèÿ è çàêîíû äâèæåíèÿ

íå òðåáóþò ïðåäâàðèòåëüíîãî çíàíèÿ êàêèõ-ëèáî çàêîíîâ ôèçèêè è ýêñïåðè-

ìåíòàëüíîé ïðîâåðêè. Ìàòåìàòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ñòðîãî ñîîòâåòñòâóþò çàêî-

íàì ïðèðîäû êàê óæå èçâåñòíûì, òàê è åùå íå îòêðûòûì, ïîñêîëüêó ïðè èõ

ïîèñêå íå èñïîëüçóåòñÿ íèêàêèõ ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ, à ïðèíèìàåòñÿ âî

âíèìàíèå òîëüêî íåïðåðåêàåìûé ôàêò ñóùåñòâîâàíèÿ â ìèðå ðàçìåðíûõ ïî-

ñòîÿííûõ è ïåðåìåííûõ âåëè÷èí, à òàêæå ïîíÿòèÿ ýêñòðåìóìà.

Îòêðûòûé Ëàãðàíæåì â êîíöå XVIII â. «ïðèíöèï ýêñòðåìàëüíîñòè» ëåæèò, âèäè-

ìî, â îñíîâå ëþáûõ ïðîöåññîâ â ìàòåðèàëüíîì ìèðå. Ïî ñóòè, âñå ïîëó÷åííûå äî ñèõ

ïîð è ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîäòâåðæäåííûå çàêîíû äâèæåíèÿ è ïðîöåññû óäîâëåòâîðÿ-

þò ýòîìó ïðèíöèïó. Åñëè êàêèå-ëèáî èç èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå óðàâíåíèé åìó íå

óäîâëåòâîðÿþò, çíà÷èò, îíè ÿâëÿþòñÿ ëèøü íåêîòîðîé àïïðîêñèìàöèåé åùå íå íàé-

äåííûõ òî÷íûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñëåäóþùèõ èç ïðèíöèïà ýêñòðåìàëüíîñòè.

Îäíèì èç ìíîæåñòâà ïîäòâåðæäåíèé ýòîìó ìîãóò ñëóæèòü ïîëó÷åííûå â [2] íà åãî

îñíîâå è äîêàçàííûå ïîçäíåå ñ ïîìîùüþ ýêñòðåìàëüíîé òåîðèè ðàçìåðíîñòåé îáùèå

óðàâíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ, ñîäåðæàùèå â êà÷åñòâå ñïåöèàëüíîãî ÷àñòíîãî

ñëó÷àÿ èíòóèòèâíî íàéäåííûå âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX â. è ñòàâøèå êëàññè÷åñêèìè

ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå (îñíîâàííûå íà äîñòóïíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòàõ) óðàâíå-

íèÿ ýëåêòðîäèíàìèêè Ìàêñâåëëà–Ëîðåíöà.

Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî åñëè êëàññè÷åñêèé àíàëèç ðàçìåðíîñòåé [3–5] äî-

ïîëíèòü ïðèíöèïîì ýêñòðåìàëüíîñòè — ïîíÿòèåì îñîáûõ ýêñòðåìàëåé

[6, ñ. 295–320; 7, ñ. 200–245] (÷òî êàçàëîñü íåâîçìîæíûì, òàê êàê äàííûé àíàëèç

îñíîâàí íà ëèíåéíîé àëãåáðå), òî ýòî ïîçâîëÿåò íåîãðàíè÷åííî ðàñøèðèòü âîç-

ìîæíîñòè òàêîãî àíàëèçà, ïðåäñêàçàòü íîâûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïîñòî-

ÿííûå, óòî÷íèòü çíà÷åíèÿ óæå èçâåñòíûõ êîíñòàíò, âûäåëèòü èç ìíîæåñòâà ôèçè-

÷åñêèõ êîíñòàíò òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé ñòðîåíèÿ âñåëåííîé, íàéòè íîâûå

ïðèíöèïû äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå è íîâûå çàêîíîìåðíîñòè â ïðèðîäå, îòêðûâà-

þùèå íåîáîçðèìûå âîçìîæíîñòè äëÿ íàó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà. Ñëåäóåò

îòìåòèòü, ÷òî ëþáûå óðàâíåíèÿ, ôîðìóëû è çàêîíû ïðèðîäû âûâîäÿòñÿ â ýòîé òå-

îðèè, ïî ñóùåñòâó, èç àáñîëþòíîãî íóëÿ, òàê êàê â òåîðèè ðàçìåðíîñòåé âñå çàäà-
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, à ñëåäîâàòåëüíî, òðåáîâàíèå îáðàùåíèÿ â íóëü

ïðîèçâîäíûõ dy dxk/ � 0 îçíà÷àåò, ÷òî ak � 0. Èñõîäÿ èç ýòîãî ïàðàäîêñàëüíîãî

òðåáîâàíèÿ (ò.å. ôàêòè÷åñêè èç íóëÿ), âîçìîæíî, íàéäåíî áûëî áû âñå, ÷òî ñóùåñò-

âóåò â ìèðå (çàêîíû, óðàâíåíèÿ è ò.ä.), ïðè÷åì ýòî ìîãëè áû òåîðåòè÷åñêè

îáîñíîâàòü åùå â XVII â. Ëåéáíèö, áðàòüÿ Áåðíóëëè è Íüþòîí.
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Ïðåäëàãàåìîå ââåäåíèå â ýêñòðåìàëüíóþ òåîðèþ ðàçìåðíîñòåé ïðåäîñòàâëÿåò

ýôôåêòèâíûé èíñòðóìåíò äëÿ ôîðìàëèçîâàííîãî âûâîäà äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé (êàê â îáûêíîâåííûõ, òàê è â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ) ëþáûõ ïðîöåññîâ,

â îòíîøåíèè êîòîðûõ èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî îíè çàâèñÿò îò íåêîòîðîãî íàáîðà ïåðå-

ìåííûõ è ïàðàìåòðîâ. Ýòà òåîðèÿ äàåò âîçìîæíîñòü åñëè è íå âñåãäà ïîëíîñòüþ

âûâîäèòü óðàâíåíèÿ ñëîæíûõ ïðîöåññîâ, òî, âî âñÿêîì ñëó÷àå, îïðåäåëÿòü ôóíê-

öèîíàëüíûé âèä âåñüìà ñëîæíûõ ìíîãî÷ëåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,

íå òðåáóÿ ïðè ýòîì îò ÷åëîâåêà ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé î ïðèðîäå îïðåäåëÿþ-

ùèõ èõ ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, ïîñêîëüêó ýòè çàêîíû îáíàðóæèâàþòñÿ â ôîðìå ïî-

áî÷íîãî ðåçóëüòàòà ïðè ñóãóáî ìàòåìàòè÷åñêîì âûâîäå óðàâíåíèé.

Â [8] îïèñàíà íåêàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ñèñòåìà ðàíåå íåèçâåñòíûõ íåëèíåéíûõ

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ, êàæäîå èç êîòîðûõ îïðåäå-

ëÿåò òó èëè èíóþ âûñøóþ ïðîèçâîäíóþ, ñîîòâåòñòâóþùåå óïðàâëåíèå êîòîðîé

ïðè ëþáîé ñêîðîñòè è óñêîðåíèè òåëà ïîçâîëÿåò îáåñïå÷èòü äâèæåíèå ïî ñåìåé-

ñòâó íàéäåííûõ òðàåêòîðèé ñ àâòîìàòè÷åñêîé êîìïåíñàöèåé ïåðåãðóçîê íà äâè-

æóùåìñÿ îáúåêòå. Â äàííîé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ îáëàäàþò ìíî-

æåñòâîì äðóãèõ èíòåðåñíûõ îñîáåííîñòåé, â ÷àñòíîñòè, îíè îñòàíàâëèâàþò

«âíóòðåííåå» âðåìÿ íà äâèæóùåìñÿ îáúåêòå, ïîçâîëÿþò îáåñïå÷èòü äèñêðåòíûå

ïåðåõîäû â ïðîñòðàíñòâå, à â ñëó÷àå èõ ïðèìåíåíèÿ ê ýëåêòðîìàãíèòíûì ïî-

ëÿì — ðåàëèçîâàòü ïåðåõîäû ìàòåðèàëüíûõ òåë äàæå â ïðîøëîå è áóäóùåå è

«ìãíîâåííûå» ïåðåõîäû èç íàøåé «ýëåêòðè÷åñêîé» âñåëåííîé â äâîéñòâåííóþ

åé «ìàãíèòíóþ» âñåëåííóþ, âûïîëíÿåìûå çà ñ÷åò áîëüøèõ ýíåðãèé, â ÷àñòíîñòè

ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé áîëüøîé íàïðÿæåííîñòè [9–15].

Åñëè íå èìåòü ïðåäñòàâëåíèÿ î çàêîíàõ Êåïëåðà è Íüþòîíà, à çíàòü òîëüêî

òî, ÷òî â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò íåêàÿ ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿí-

íàÿ, òî ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ýëåìåíòàðíî íàéòè ýòè çàêîíû è âûâåñòè èçâåñò-

íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå [16, ñ. 470–525], à òàêæå íàéòè

åùå îäèí, äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíûé çàêîí äâèæåíèÿ â ãðàâèòàöèîííûõ ïîëÿõ,

îáåñïå÷èâàþùèé âõîä â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî áåç ðàñõîäà ýíåðãèè.

Íà ïðèìåðå ïîëåòà ñàìîëåòà â àòìîñôåðå äåìîíñòðèðóåòñÿ âîçìîæíîñòü îïðå-

äåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî âèäà ïðàâûõ ÷àñòåé, ïî ñóùåñòâó, ëþáûõ ñêîëü óãîäíî

ñëîæíûõ ìíîãî÷ëåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (âêëþ÷àÿ óðàâíåíèÿ

â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ), ïðè÷åì â îáùåì ñëó÷àå âèä ïðàâûõ ÷àñòåé îïðåäåëÿåòñÿ

÷èñëîì è ôóíêöèîíàëüíûì âèäîì ïðåäâàðèòåëüíî íàéäåííûõ îñîáûõ ýêñòðåìàëåé.

Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî íåñêîëüêî òèïîâ óðàâíåíèé è èõ ðåøåíèé, îïðåäåëÿ-

þùèõ äâèæåíèå, âåðîÿòíî, â ðàçðåæåííûõ ðàñïðåäåëåííûõ ãðàâèòàöèîííûõ ïî-

ëÿõ, â êîòîðûõ âëèÿíèå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà è åå âîçìîæíûõ àíàëîãîâ äëÿ ìàêðî-

ìèðà [1, 8, 12] ïðîÿâëÿåòñÿ â íå ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì âëèÿíèå ãðàâèòàöèè.

ÝÊÑÒÐÅÌÀËÈ È ÈÕ ÎÃÈÁÀÞÙÈÅ Â ÒÅÎÐÈÈ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÅÉ

Ââåäåííîå â ðàáîòàõ [1, 8] â êëàññè÷åñêèé àíàëèç ðàçìåðíîñòåé ïîíÿòèå îñî-

áûõ ýêñòðåìàëåé ïîçâîëèëî íàõîäèòü íîâûå ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå ïî-

ñòîÿííûå è ïîëó÷àòü âåñüìà ïðîñòî, íå ïîëüçóÿñü íèêàêèìè çíàíèÿìè î ôèçè-

÷åñêèõ çàêîíàõ, êàê óæå èçâåñòíûå, òàê è íîâûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

äâèæåíèÿ, óêàçûâàþùèå íà ñóùåñòâîâàíèå åùå íå ïîçíàííûõ îñîáåííîñòåé

íàøåãî ìèðà.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðåäëàãàåìàÿ òåîðèÿ ïîçâîëÿåò íàõîäèòü íå àáñòðàêòíûå, à îòâå-

÷àþùèå ðåàëüíîñòè ïðîöåññû è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ôóíäàìåíòàëüíûå ôèçè÷åñêèå

ïîñòîÿííûå. Íåðåàëèñòè÷åñêèå ïðîöåññû è ïàðàìåòðû îáíàðóæèâàþòñÿ êàê ðåçóëü-

òàò òîãî, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé íå èìååò îãèáàþùåé [8].

Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê îòíîñèòåëüíî ïðîñòûì, íî íàãëÿäíûì ïðèìåðàì âûâî-

äà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ è ïîèñêà ïðèðîäíûõ çàêîíîìåðíîñòåé, îïèðàÿñü òîëüêî

íà ýêñòðåìàëüíóþ òåîðèþ ðàçìåðíîñòåé [1, 8]. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàñ-
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ñìîòðèì çàäà÷ó äâèæåíèÿ â öåíòðàëüíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ïîêàæåì, ÷òî

êàê óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, òàê è çàêîíû Êåïëåðà è Íüþòîíà, èñòîðè÷åñêè óñòàíîâ-

ëåííûå â ðåçóëüòàòå íàáëþäåíèé è ôåíîìåíîëîãè÷åñêîãî âûâîäà óðàâíåíèé äâè-

æåíèÿ íà îñíîâå çàêîíîâ Íüþòîíà, ìîæíî ïîëó÷èòü, íå èìåÿ çíàíèé î çàêîíàõ

ïðèðîäû, à ëèøü ðàññìàòðèâàÿ â ðàìêàõ ýêñòðåìàëüíîé òåîðèè ðàçìåðíîñòåé

ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ (îäíîìåðíóþ) çàäà÷ó.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü òðåáóåòñÿ íàéòè çàêîíû äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòî-

ðîé ìàññû M 0 â öåíòðàëüíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, âûâåñòè óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ è ïîëó÷èòü èõ ðåøåíèÿ. Ýêñòðåìàëüíàÿ òåîðèÿ ðàçìåðíîñòåé ïîçâîëÿåò ýòî

ñäåëàòü äàæå áåç çíàíèÿ î ñèëàõ, äåéñòâóþùèõ â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, çàêîíàõ

Íüþòîíà è Êåïëåðà, íî èìåÿ ïðåäñòàâëåíèå îá ýëåìåíòàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíà-

ëèçà (ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íà îñíîâå óêàçàííûõ çàêîíîâ ïðèðîäû ìîæíî

íàéòè, íàïðèìåð, â [16, ñ. 470–525]).

Åñëè ïîïûòàòüñÿ èçó÷èòü äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî ìàññû M 0 , îïèðàÿñü òîëü-

êî íà ýêñòðåìàëüíóþ òåîðèþ ðàçìåðíîñòåé [1, 8], òî äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è

îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íûì çíàíèÿ òîãî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñóùåñòâóåò íåêàÿ ãðàâè-

òàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ G, èìåþùàÿ, íàïðèìåð, â ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö [ÑÃÑ]

(ñàíòèìåòð [ ]L , ãðàìì [ ]M , ñåêóíäà [ ]T ) ðàçìåðíîñòü [ ]L M T3 1 2� .

Ðåøåíèå äëÿ ìîäóëÿ ðàäèóñ-âåêòîðà | ( )| ( )
�
r t r t� öåíòðà ìàññ ýòîé ìàññû áó-

äåì èñêàòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ (ðàçëîæåíèÿ) [1, 8]

r t CG M r rk m n p( ) � ���
0

, (1)

ãäå C — íåèçâåñòíûé áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð, �r — âåëè÷èíà ñêîðîñòè, ��r —

âåëè÷èíà óñêîðåíèÿ.

Çàïèøåì óðàâíåíèå (1) â îñíîâíûõ ðàçìåðíîñòÿõ [ÑÃÑ]:

[ ] [ ] .L
L

MT
M

L

T

L

T

k

m
n p

�
�

�
�
�

�

	





�

��
�

	

�

�
�

�

	



3

2 2

Óðàâíèâàÿ ñòåïåíè ðàçìåðíîñòåé ñ îáåèõ ñòîðîí ýòîãî ðàâåíñòâà äëÿ êàæäîé

èç òðåõ ðàçìåðíîñòåé [ ], [ ], [ ]L M T , ïîëó÷àåì ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé,

êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò ÷åòûðå íåèçâåñòíûõ (ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè) — k m n p, , , :

1 3 0 0 2 2� � � � � � � � �k n p k m k n p, , .

Âûðàæàÿ èç ýòîé ñèñòåìû ëþáûå òðè ñòåïåíè ÷åðåç îñòàëüíûå, ïîëó÷àåì,

íàïðèìåð, k m n m p m� � � � �, ,2 4 1 . Â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèå (1) ïðèíèìàåò âèä

r t CG M r rm m m m( ) � �� .� � �
0

2 4 1 (2)

Ëîãàðèôìèðóÿ (2) è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïðîèçâîäíóþ îò lg r ïî m (ò.å. îïðå-

äåëÿÿ îñîáóþ ýêñòðåìàëü [1, 8]), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñåìåé-

ñòâî îñîáûõ ýêñòðåìàëåé,
� ( ) ��r GM r4

0� , (3)

ãäå GM r0 0 0� 
 � �, , è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåèçâåñòíîå äî ñèõ ïîð óðàâíåíèå

â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå. Ñ ó÷åòîì (3) ðàçëîæåíèå (2) ñâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ

r r Cr�� �� . (4)

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ýêñòðåìàëåé (3) çàäàåòñÿ ôóíêöèåé

r
GM r

GM
C

GM
t t� �

�

�
��

�

�
�� � �

�

�

�
�

�

	






| |

| |
( )

/
0 0

0
1

3 2

0
0

2

2
2

3

2 3

12

/

.�

�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

C (5)
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Ïîäñòàíîâêà ðåøåíèÿ (5) â óðàâíåíèå (4) äàåò

C t C
r

GM
C

GM
t t( )

| |
( )

/

� � � �
�

�
��

�

�
�� � �

�

�

�
�

�
1

2

2
2

3
1

0

0
1

3 2

0
0

	






�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�2 3/

.
(6)

Åñëè â (4) èñïîëüçîâàòü C t( ) èç (6), òî ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé (5) â íåêîòî-

ðîì ñìûñëå îêàçûâàåòñÿ îäíîâðåìåííî è ñîáñòâåííîé îãèáàþùåé, à â ñëó÷àå

C1 0� è C � �const = 1/ 2 ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé (3) èìååò «êëàññè÷åñêóþ»

îãèáàþùóþ

r
GM

GM
r

GM
t t�

�

�
��

�

�
�� � �

�

�

�
�

�

	






| |

| |
( ) ,

/
/

0

0
0

3 2

0
0

2 3

2

2 3
(7)

ñîâïàäàþùóþ ïî âèäó ñ èçâåñòíûì ðåøåíèåì (5.76) èç [16] äëÿ ñåìåéñòâà ïà-

ðàáîëè÷åñêèõ îðáèò â öåíòðàëüíîì ãðàâèòàöèîííîì ïîëå, îòêóäà â ïðåäåëü-

íîì ñëó÷àå (ïðè r0 0� ) ñëåäóåò Òðåòèé çàêîí Êåïëåðà:
2 3

0

3

0

2
r

GM

t

GM

�

�
��

�

�
��

�

�
��

�

�
�� �/

= const. Çàìåòèì, ÷òî çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà C1 ôóíêöèÿ (5) îïðåäåëÿåò ïðè

C1 0
 , ãäå C
r

GM r
1

0

0
0
2

1

2
� �

| | �

, íåèçâåñòíîå äî ñèõ ïîð âåñüìà îáøèðíîå ïàðà-

ìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïàðàáîëè÷åñêèõ îðáèò â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

à ïðè C1 0� â ñåìåéñòâå ðåøåíèé (5) âûäåëÿþòñÿ «ñòðàííûå» ïàðàáîëè÷åñêèå

îðáèòû, «âåòâè» êîòîðûõ, óäàëåííûå îò ïåðèöåíòðà, ðåàëèçóþòñÿ â íàøåì

ïðîñòðàíñòâå, à ó÷àñòêè ýòèõ îðáèò â îêðåñòíîñòè ïåðèöåíòðà — â äâîé-

ñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå X * , ââåäåííîì â ðàññìîòðåíèå è èçó÷åííîì â [11–14], áåç

êîòîðîãî ìèð íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âîéòè â äâîéñòâåííîå

ïðîñòðàíñòâî ìîæíî áåç ðàñõîäà ýíåðãèè ïî óêàçàííûì ñòðàííûì ïàðàáîëàì.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî åñëè âìåñòî ðàçëîæåíèÿ (1) âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì,
â êîòîðîì èùåòñÿ íå r , à âðåìÿ t êàê ôóíêöèÿ îò ( , , , �, ��)G M r r r0 , òî â ðåçóëüòàòå ïðî-
öåäóð, àíàëîãè÷íûõ ïðîâåäåííûì âûøå, âìåñòî ýêñòðåìàëè (3) îïðåäåëÿåòñÿ ïàðà

ýêñòðåìàëåé rr GM rr r� , �� �
2

0
2� � , ïðè÷åì ïîäñòàíîâêà r èç âòîðîé ýêñòðåìàëè â ïåð-

âóþ ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ (3), à ïîäñòàíîâêà �r 2 — ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ

r r GM2
0�� � [16, ñ. 509] . Ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ïîëó÷èòü êàê

êëàññè÷åñêîå, òàê è äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíîå óðàâíåíèå (3), èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî
ïîìèìî çàêîíîâ Êåïëåðà è Íüþòîíà â ãðàâèòàöèîííîì ïîëå äåéñòâóåò åùå çàêîí,
óòâåðæäàþùèé, ÷òî «èíåðöèàëüíîå óñêîðåíèå òåëà â öåíòðàëüíîì ãðàâèòàöèîííîì
ïîëå ïðîïîðöèîíàëüíî ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îò åãî ñêîðîñòè è îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëü-
íî ìàññå öåíòðà ãðàâèòàöèè».

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî òåîðèÿ [1, 8] ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ïðåäñòàâëåíèå î âèäå

ïðàâûõ ÷àñòåé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìîäåëèðóþùèõ ëþáûå ñêîëü

óãîäíî ñëîæíûå ïðîöåññû, äàæå êîãäà èõ ïðàâûå ÷àñòè âêëþ÷àþò áîëüøîå

÷èñëî àääèòèâíûõ ÷ëåíîâ. Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ôóíêöèîíàëüíûé âèä ïðàâîé ÷àñòè
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî ãîðèçîíòàëüíûé ïîëåò ñàìîëåòà
ñ ðàáîòàþùèì äâèãàòåëåì, åñëè èìååòñÿ ëèøü ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ñêîðîñòè ïîëåòà �, ïëîòíîñòè àòìîñôåðû �,
ñèëû òÿãè äâèãàòåëÿ F , ìàññû ñàìîëåòà m è ïëîùàäè åãî êðûëà S . Ñ ïîìîùüþ
ýêñòðåìàëüíîé òåîðèè ðàçìåðíîñòåé [1, 8] îïðåäåëèì âîçìîæíûé âèä ïðàâîé
÷àñòè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

m
d

dt
f S m F

�
� �� ( , , , , ), (8)

îïèñûâàþùåãî ïîäîáíûé ïîëåò.
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Áóäåì èñêàòü ôóíêöèþ f èç (8) â âèäå ðàçëîæåíèÿ

m f C S m Fk l n p q
� ,� � �� �

�
(9)

ãäå C — áåçðàçìåðíûé ïàðàìåòð.

Â ðàçìåðíîñòÿõ [ÑÃÑ] ðàâåíñòâî (9) ïðèíèìàåò âèä

ML

T

L

T
L M

M

L

ML

T

k
l n

p q

2

2

3 2

�

�
�

�

	

 � �

��
�

	

�

�
�

�

	



�

�
�

�

	

[ ] [ ] ,

îòêóäà, ïðèðàâíèâàÿ ðàçìåðíîñòè îáåèõ ñòîðîí, ïîëó÷àåì

1 1 2 3 2 2� � � � � � � � �n p q k l p q k q, , .

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî ëþáûõ òðåõ íåèçâåñòíûõ, íàõîäèì

k q l q p n p q� � � � � � � �2 2
1

2
3 1 1, ( ), .

(10)

Ñ ó÷åòîì (10) ðàçëîæåíèå (9) ïðèíèìàåò âèä

m f C S m Fq q p p q p q
� ./ ( )� � �� � � � � � �� 2 2 1 2 3 1 1 (11)

Ëîãàðèôìèðóÿ âûðàæåíèå (11) è ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

îò lg f ïî p è q (ò.å. îïðåäåëÿÿ îñîáûå ýêñòðåìàëè), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ýêñ-

òðåìàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ:

�
�

� �
m

S
F

m

S3 2

2

/
, . (12)

Ïîäñòàâëÿÿ ýêñòðåìàëè (12) â (11), íàõîäèì

f C
m

S
�

� 2

. (13)

Ñ ó÷åòîì ýêñòðåìàëåé (12) îáùåå âûðàæåíèå f äëÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà ýêñ-

òðåìàëåé äîïóñêàåò âñåãî äâà ïðåäñòàâëåíèÿ:

f C F f C S1 1 2 2
2� �, .�� (14)

Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (8) äîëæíî èìåòü òàêîé âèä

(ñ òî÷íîñòüþ äî áåçðàçìåðíûõ ïîñòîÿííûõ):

m C F C S� .� ��� �1 2
2 (15)

Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå (15) ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëåòà ñàìîëåòà â äåéñòâè-

òåëüíîñòè èìååò âèä

m F
c

Sx
� cos

( )
,� �

�
��� �

2

2
(16)

ãäå � — óãîë (àòàêè) ìåæäó âåêòîðîì ñêîðîñòè è âåêòîðîì ñèëû òÿãè äâèãà-

òåëÿ, cx ( )� — êîýôôèöèåíò ëîáîâîãî ñîïðîòèâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûé ïîëÿðîé

ñàìîëåòà, êîíêðåòíîé äëÿ êàæäîãî ñàìîëåòà.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå êîíñòàíòû C1 è C2 íå ìîãóò áûòü íàéäåíû òåîðå-

òè÷åñêè íè íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ (9), íè êàêèìè-ëèáî èíûìè òåîðåòè÷åñêèìè

ìåòîäàìè, ïîñêîëüêó îíè çàâèñÿò îò ôîðìû ñàìîëåòà è êîíêðåòíîãî óãëà óñòà-

íîâêè äâèãàòåëÿ â åãî êîðïóñå (ÿâíî íå ó÷èòûâàåìûõ â ïîñòàâëåííîé çàäà÷å (8)),

âëèÿþùèõ íà âåëè÷èíó àãðåãèðîâàííûõ ýìïèðè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ cos � � C1

è � �c Cx ( ) / .� 2 2 Ïðè÷åì ýòè êîýôôèöèåíòû íåîäèíàêîâû äàæå ó ñàìîëåòîâ îä-
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íîãî è òîãî æå òèïà, ñõîäÿùèõ ñ îäíîãî è òîãî æå êîíâåéåðà, âñëåäñòâèå ÷åãî íå-

îáõîäèìû ëåòíûå èñïûòàíèÿ êàæäîãî ñàìîëåòà.

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëüíàÿ òåîðèÿ ðàçìåðíîñòåé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü âèä

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ìîäåëèðóþùèõ ñëîæíûå äèíàìè÷åñêèå ïðîöåñ-

ñû, ïðè÷åì ñ òîé òî÷íîñòüþ, ñ êàêîé ìîæíî ïðåäóãàäàòü ïàðàìåòðû è ïåðåìåí-

íûå, îò êîòîðûõ ýòîò ïðîöåññ çàâèñèò (â ïîñëåäíåì ïðèìåðå ðîëü óãàäàííûõ ïà-

ðàìåòðîâ âûïîëíÿþò òå, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ àðãóìåíòàìè ôóíêöèè f â ïðàâîé ÷àñòè

óðàâíåíèÿ (8)). Òàêèì îáðàçîì, â îáùåì ñëó÷àå ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî íàõîäèòü

âèä è ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ýêñ-

òðåìàëüíóþ òåîðèþ ðàçìåðíîñòåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü íå òîëüêî äëÿ ïîèñêà íîâûõ

ôóíäàìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ è ïàðàìåòðîâ ïîäîáèÿ (êàê ýòî ïðîäåìî-

íñòðèðîâàíî â [1, 8]), íî è äëÿ âûâîäà óðàâíåíèé, ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëèðóþùèõ

ñëîæíûå äèíàìè÷åñêèå ïðîöåññû, à òàêæå äëÿ îöåíêè ñòåïåíè äîñòîâåðíîñòè

óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ óæå èçâåñòíûå ïðîöåññû.

ÎÑÎÁÛÅ ÐÅØÅÍÈß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÑÂÎÁÎÄÍÎÃÎ ÄÂÈÆÅÍÈß

Â ðàáîòå [8] íàéäåíû íåèçâåñòíûå äî ñèõ ïîð îáùèå óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî

äâèæåíèÿ, îáëàäàþùèå ìíîãèìè èíòåðåñíûìè îñîáåííîñòÿìè. Ýòè óðàâíåíèÿ,

ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè x t( ) ,

x t Cx x x x x x x xk l p q r s u( ) �� � ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 3 4 5 6 7 8 �
� (17)

èìåþò âèä
�� � , , , , ...( )x x x kk k k� �� �1 2 1 2 3 (18)

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (18) èìååò îáùåå ðåøåíèå

x e C e ds C e
C

C
e C

C t

t

t
C s C t C t� �

�

�

�
�

�

�

�
�

� �
�

�
 

� �1

0

1 1 1 0
2 3

2

1
3��

�

�
��� � �

C

C
K e K

C t2

1
1 2

1 , (19)

ïðè÷åì âñå óðàâíåíèÿ (18) îïèñûâàþò ñâîáîäíîå äâèæåíèå òåëà, ÷òî ñëåäóåò

èç ñàìîãî èõ âèäà, âêëþ÷àþùåãî òîëüêî èíåðöèàëüíûå ïåðåìåííûå x k( ) .

Îòìåòèì, ÷òî ðåøåíèå (19) óäîâëåòâîðÿåò òàêæå âñåì îñòàëüíûì óðàâíåíèÿì

áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû (18).

Èç âèäà óðàâíåíèé (18) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ ñêîðîñòÿõ �x âûïîëíåíèå

ýòèõ óðàâíåíèé â ëþáîé ìîìåíò t îáåñïå÷èâàåòñÿ çà ñ÷åò êîìïåíñàöèè èíåðöè-

àëüíîãî óñêîðåíèÿ ��x òåìè èëè èíûìè âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè ïî çàêîíó

x t x xk k k( ) ( ) �� / �
� ��2 1 , îáåñïå÷èâàþùåìó íå òîëüêî êîìïåíñàöèþ óñêîðåíèÿ ��x ïðè

ëþáîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ �x, íî îäíîâðåìåííî è äâèæåíèå ïî òðàåêòîðèÿì ñå-

ìåéñòâà (19). Áîëåå òîãî, ýòè óðàâíåíèÿ îáëàäàþò ìíîãèìè äðóãèìè èíòåðåñíû-

ìè ñâîéñòâàìè, ïðè÷åì îíè èìåþò åùå è ðåøåíèÿ, íå âûðàæåííûå â èçâåñòíûõ

ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ.

Íàéäåííûå â [8] óðàâíåíèÿ îãèáàþùåé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà (17) âèäà

� , , , , ...,( )x x x kk k k� �� �1 1 1 2 3 (20)

è ïîëó÷àåìûå ïîñëå ïîäñòàíîâêè ýêñòðåìàëåé (18) â ñåìåéñòâî (17), èìåþò

ðåøåíèå

x K e
C t� 1

1 , (21)

çàäàþùåå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ïîäñåìåéñòâî òðåõïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà (19).

Óðàâíåíèÿ îñîáûõ ýêñòðåìàëåé (18) è óðàâíåíèÿ (20) îãèáàþùåé ïàðàìåò-

ðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà (17), êàê ñëåäóåò èç èçëîæåííîãî, ïðèâåëè ê èíòåðåñíîìó

ðåçóëüòàòó: îáúåêò (èëè ïðîöåññ), óäîâëåòâîðÿþùèé èì, ìîæåò íàõîäèòüñÿ
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â ñïåöèôè÷åñêîì ñâîáîäíîì äâèæåíèè â óñëîâèÿõ èçìåíÿþùèõñÿ åãî ñêîðîñòåé

è óñêîðåíèé, íå èñïûòûâàÿ ïðè ýòîì íèêàêèõ èíåðöèàëüíûõ ïåðåãðóçîê, ïî-

ñêîëüêó èíåðöèàëüíûå óñêîðåíèÿ ïðè ëþáûõ ñêîðîñòÿõ êîìïåíñèðóþòñÿ òåìè

èëè èíûìè âûñøèìè ïðîèçâîäíûìè.

Êðîìå òîãî, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ ñêîðîñòÿõ äâèæåíèÿ îáúåêòà ïî

ýêñïîíåíöèàëüíîé îãèáàþùåé (ýòî íå èìååò íèêàêîãî îòíîøåíèÿ ê ïðîáëåìàì,

ñâÿçàííûì ñ ðåëÿòèâèñòñêèìè ñêîðîñòÿìè) âðåìÿ â ñàìîì îáúåêòå, ò.å. åãî «ñîá-

ñòâåííîå» âðåìÿ, íå èçìåíÿåòñÿ, êàê áû äîëãî îíî íå ïðîòåêàëî â îêðóæàþùåì

åãî ïðîñòðàíñòâå; ïðè ýòîì ñàì îáúåêò îñòàåòñÿ íåèçìåíÿåìûì â ïðîöåññå åãî

íàõîæäåíèÿ íà ëþáîé èç êðèâûõ x K e
C t� 1

1 .

Â ñàìîì äåëå, åñëè âìåñòî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (17) ðàññìîòðåòü ðàç-

ëîæåíèå íå x, à t t x x x x� ( , �, ��, , ... )( )3 , òî ñíîâà ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ (18) è îãèáàþ-

ùóþ ýòîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà, èìåþùóþ âèä (ñ ó÷åòîì óðàâíåíèé (18))

t Cx x Cx x� � �/ � � / �� � (22)

Ïîäñòàâëÿÿ ëþáîå èç âûðàæåíèé t èç (22) â (21) è äèôôåðåíöèðóÿ ïîëó÷åí-

íîå âûðàæåíèå, íàõîäèì

� ( )
� ��

�

/ � / �
x

d

dt
K e CC K e

x xx

x

CC x x CC x x� �
��

�

�
�

�

�

�
1 1 1

2

2
1 1

�
� 0, (22a)

ò.å. îáúåêò x, íåçàâèñèìî îò ñâîåé ïðèðîäû è ðàçìåðíîñòè, íå âëèÿþùèõ íà

âèä óðàâíåíèé (18) è (20), âî âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîé îãèáàþ-

ùåé íå èçìåíÿåòñÿ; ïîäñòàâëÿÿ â (22) ýêñïîíåíòó (21), ïîëó÷àåì

t C
x

x
C

K e

K C e

C

C

C t

C t
� � � �

�
,1

1 1 1

1

1

const (22á)

ò.å. âðåìÿ â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ «äâèæóùèìñÿ» îáúåêòîì, íå èç-

ìåíÿåòñÿ, íåçàâèñèìî îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ.

Óêàçàííûå ñâîéñòâà îñîáûõ ýêñòðåìàëåé è èõ îãèáàþùèõ, âåðîÿòíî, óäàñòñÿ

èñïîëüçîâàòü â áóäóùåì ïðè ñîçäàíèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, íå ïîäâåðæåííûõ

âîçäåéñòâèþ âðåìåíè è èíåðöèàëüíûõ ïåðåãðóçîê. Ê äàííûì ñâîéñòâàì óðàâíå-

íèé îãèáàþùåé (20) ñëåäóåò äîáàâèòü åùå îðãàíè÷åñêè ïðèñóùóþ èì âîçìîæ-

íîñòü ðàçðûâà ôàçîâûõ êîîðäèíàò ( , �)x x , ÷òî ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâûâàòü äèñêðåò-

íûå ïåðåõîäû â ïðîñòðàíñòâå (â ñëó÷àå óäîâëåòâîðåíèÿ îãðàíè÷åíèé íà ýíåðãèþ

â òî÷êàõ ðàçðûâà [11–15]) è ïåðåõîäû â ïðîøëîå è áóäóùåå (âñëåäñòâèå èíäèô-

ôåðåíòíîñòè óðàâíåíèé (18) è (20) îòíîñèòåëüíî çíàêà t).

Íà ðèñ. 1 â ïðîñòðàíñòâå ( , )x t ñõåìàòè÷åñêè èçîáðàæåíû äâà òèïà âîçìîæíûõ

ïåðåõîäîâ â áóäóùåå èç A â E (ïî êðèâûì ABCDE è ABE) èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿ-

íèÿ ( , )x0 0� â ìîìåíò � t0 , ãäå x x t0 0� �( ) (òî÷êà A), â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå

( , )x0 0� (òî÷êà E) â ìîìåíò t0 . Â ëþáîì èç ýòèõ ïåðåõîäîâ âîçâðàò â èñõîäíîå ñî-

ñòîÿíèå ( , )x0 0� (ò.å. â òî÷êó E) ïî òðàåêòîðèÿì óðàâíåíèé (20) âîçìîæåí òîëüêî

ïðè äâóêðàòíîì ðàçðûâå îäíîé èç ôàçîâûõ êîîðäèíàò ( ( ), ( ))x t t� , ãäå �( ) �t x� , ïðè

t � 0 è t t� 0 , ïîñêîëüêó íåïðåðûâíûå òðàåêòîðèè ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé ïîëó-

ïëîñêîñòÿìè íà ðèñ. 1 íåâîçìîæíû, ÷òî ñëåäóåò èç óðàâíåíèé (20) è õîðîøî ñîãëà-

ñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [11–15], íàéäåííûìè ðàäèêàëüíî èíûìè ìåòîäàìè.

Ïåðâûé ïóòü — äâèæåíèå ïî òðàåêòîðèè ABCDE ñ äâóêðàòíûì ðàçðûâîì

ïîëîæåíèÿ x t( ) â ìîìåíòû t � 0 è t t� 0 ñ ðåàëèçàöèåé â ýòè ìîìåíòû ýíåðãîçàò-

ðàò íà ïåðåõîä (â äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî), ðàññ÷èòàííûõ â [11, 12, 14]. Âòî-

ðîé ïóòü — äâèæåíèå ñ èìïóëüñíûì èçìåíåíèåì ñêîðîñòè: â ìîìåíò t � 0 âåêòîð

ñêîðîñòè �( )�0 èìïóëüñíî çàìåíÿåòñÿ âåêòîðîì � ( )�0 (íà ðèñ. 1), à â ìîìåíò t0

âåêòîð ñêîðîñòè � ( )t0 0� çàìåíÿåòñÿ èñõîäíûì � 0 (ðàçóìååòñÿ, òîæå ñ îãðîìíû-

78 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 5



ìè ýíåðãîçàòðàòàìè). Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðåìåùåíèå èç A â E äëÿ âíåøíåãî íà-

áëþäàòåëÿ äëèòñÿ 2 0t (íàïðèìåð, 2 1000t � ëåò), à äëÿ ó÷àñòíèêà äâèæåíèÿ, ñîãëàñ-

íî (22á), âðåìÿ îñòàíîâèëîñü. Ïðè÷åì ó÷àñòíèê óâåðåí, ÷òî îí ïåðåíåññÿ íà 100

ëåò â áóäóùåå ìãíîâåííî (ïî ñóùåñòâó, îêàçàâøèñü «çàìîðîæåííûì» âî âðåìåíè).

Â îáùåì ñëó÷àå íåïðåðûâíàÿ êîìïåíñàöèÿ èíåðöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ íà ýêñ-

ïîíåíöèàëüíûõ òðàåêòîðèÿõ äâèæåíèÿ âîçìîæíà òîëüêî ïðè äâèæåíèè îáúåêòà,

ò.å. ïðè | ( )|� t ! 0 . Ïðè÷åì áåçûíåðöèîííàÿ òðàåêòîðèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ó÷àñòêîâ

ýêñïîíåíò ìåæäó ìîìåíòàìè ti , ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà çà ñ÷åò ñêà÷êîîáðàçíîãî

èçìåíåíèÿ (íå òðåáóþùåãî ðàñõîäà ýíåðãèè) çíà÷åíèÿ óñêîðåíèÿ ��( )x ti �0 â ìî-

ìåíò ti íà çíà÷åíèå ��( )x ti �0 è ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ x ti
( ) ( )3 0� íà

x ti
( ) ( )3 0� , íå íàðóøàÿ âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèé (18) è (20) ìåæäó òî÷êàìè ti è

íåïðåðûâíîñòè êàê òðàåêòîðèè, òàê è ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íà âñåì èíòåðâàëå

( , )t T0 . Ýòà âîçìîæíîñòü äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 1 êàê ïåðåõîä â òî÷êå B ñ èñ-

õîäíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé òðàåêòîðèè ABF ñåìåéñòâà (21) íà ó÷àñòîê BH äðóãîé

âîçìîæíîé ýêñïîíåíöèàëüíîé êðèâîé GBH ñåìåéñòâà (19) çà ñ÷åò óêàçàííîãî

äèñêðåòíîãî èçìåíåíèÿ óñêîðåíèÿ â ìîìåíò t � 0.

Åñëè ó÷åñòü, ÷òî ñîçäàíèå ëþáîãî íåîáõîäèìîãî óñêîðåíèÿ (è ñêîðîñòè åãî

èçìåíåíèÿ) â ëþáîé ìîìåíò íå ïðåäñòàâëÿåò ïðèíöèïèàëüíûõ òðóäíîñòåé è íå

òðåáóåò çàòðàò ýíåðãèè, òî è ðåàëèçàöèÿ áåçûíåðöèîííîé òðàåêòîðèè, ñîñòàâëåí-

íîé èç îòðåçêîâ ýêñïîíåíò, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîæåò îáîéòèñü áåç ðàçðûâîâ òðà-

åêòîðèè x t( ) è ñêîðîñòè �x. Ïðè÷åì åñëè â ëþáîé êîíêðåòíîé çàäà÷å ðàññ÷èòàíà

òðåáóåìàÿ (â ÷àñòíîñòè, îïòèìàëüíàÿ) òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ îáúåêòà x g t t( ( ), ) ,

ãäå g t( ) — ðàñ÷åòíîå óñêîðåíèå íà òðàåêòîðèè, òî âñåãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü

àïïðîêñèìèðîâàòü ýòó òðàåêòîðèþ (ñ ëþáîé æåëàåìîé òî÷íîñòüþ) òðàåêòîðèåé

x t( ) , ñîñòàâëåííîé èç ìíîæåñòâà ó÷àñòêîâ ýêñïîíåíò (19), ïðè äâèæåíèè ïî êî-

òîðîé îáúåêò íå èñïûòûâàåò íèêàêèõ ïåðåãðóçîê.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî ýêñïîíåíöèàëüíûå òðàåêòîðèè (19) è (21) íå îòíîñè-

òåëüíû, à àáñîëþòíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíè äîëæíû ôîðìèðîâàòüñÿ îòíîñèòåëü-

íî íåïîäâèæíîãî ïðîñòðàíñòâà (ýôèðà), ò.å. äëÿ ðåàëèçàöèè, íàïðèìåð, òðàåêòî-

ðèé (21) íåîáõîäèìî çíàòü àáñîëþòíóþ ñêîðîñòü è óñêîðåíèå äâèæóùåãîñÿ îáú-

åêòà íå îòíîñèòåëüíî êàêèõ áû òî íè áûëî âíåøíèõ îáúåêòîâ, à îòíîñèòåëüíî

íåïîäâèæíîãî ïðîñòðàíñòâà. Åñëè àáñîëþòíàÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü �( )x t� �0 0� è
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Ðèñ. 1

x

t

B

0

C

F

H

G

D
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� t0 t0

�0

�0

�0

�����

��	��

x a0 0 00 0 0� � �, ,�

x a0 0 00 0 0� � �, ,�x a0 0 00 0 0� � �, ,�

x a0 0 00 0 0� � �, ,�
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óñêîðåíèå ��( )x t a� �0 0 çàäàíû, òî êàê ñèñòåìà êîîðäèíàò ( , )x t íà ðèñ. 1, òàê è íà-

÷àëüíûé ó÷àñòîê AB ýêñïîíåíöèàëüíîé òðàåêòîðèè (21) â äàííîé ñèñòåìå êîîð-

äèíàò àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿþòñÿ ïî ýòèì äâóì íà÷àëüíûì äàííûì íà

îñíîâàíèè ôîðìóë

x t x
a

x K x e
x t

( ) , ( ) .
( / )� � � � �0 0

0
2

0
1 00 0 0 0

� �

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äâèæåíèå ñ êîìïåíñàöèåé èíåðöèàëüíîãî óñêîðåíèÿ ðåàëè-

çóåòñÿ òîëüêî íà ýêñïîíåíöèàëüíûõ êðèâûõ ñåìåéñòâà (19) è (21) è óïðàâëåíèå âòî-

ðîé ïðîèçâîäíîé ��x ïî çàêîíó g t K C e
C t

( ) � 1 1
2 1 îáåñïå÷èâàåò ðåàëüíî äîñòèæèìîå

äâèæåíèå ïî óêàçàííûì êðèâûì, åñëè èçâåñòíû, íàïðèìåð, íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü è

óñêîðåíèå îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîãî ïðîñòðàíñòâà (ýôèðà). Ê ñîæàëåíèþ, â íà-

ñòîÿùåå âðåìÿ ïîêà íå ñîçäàíû ñðåäñòâà äëÿ ðåàëèçàöèè ïîäîáíûõ èçìåðåíèé.

ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÅÐÑÏÅÊÒÈÂÛ ÏÎÈÑÊÀ ÍÎÂÛÕ ÐÅØÅÍÈÉ

×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíîñòè âûÿâëåíèÿ óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ

èëè îòñóòñòâèÿ îãèáàþùåé ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ýêñòðåìàëåé, ðàññìîò-

ðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàçëîæåíèÿ

x t Ch G x x xk p q r s( ) � �� ( ) ,( )� 3 (23)

ãäå C — íåèçâåñòíàÿ áåçðàçìåðíàÿ ïîñòîÿííàÿ, h — ýêñòðåìàëüíàÿ áàçîâàÿ ïî-

ñòîÿííàÿ èç [1, 8] (àíàëîã ïîñòîÿííîé Ïëàíêà), G — ãðàâèòàöèîííàÿ

ïîñòîÿííàÿ.

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â îñíîâíûõ ðàçìåðíîñòÿõ ãàóññîâîé ñèñòåìû åäèíèö
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Ïðèðàâíèâàÿ ðàçìåðíîñòè ñ îáåèõ ñòîðîí, ïîëó÷àåì ñèñòåìó òðåõ ëèíåéíûõ

óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïÿòè íåèçâåñòíûõ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé, èç êîòîðîé âû-

ðàæàåì ëþáûå äâà ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè ÷åðåç îñòàëüíûå:

k p r s q r s� � � � � � � �1 2 1 2 3 2 7 2 6/ ( / ) , / ( / ) . (24)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîêàçàòåëè ñòåïåíè k è q â (23), èìååì ðàçëîæåíèå

x t Ch G xr s r s r s( ) �
/ ( / ) / ( / ) / ( / )� " "� � � � � � �1 2 1 2 1 2 1 2 3 2 7 2 6 " "�� ( ) .( )x xr s3

(25)

Âû÷èñëÿÿ ýêñòðåìàëè è ïîäñòàâëÿÿ èõ â (25), ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå óðàâíå-

íèÿ äëÿ îãèáàþùåé:
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Òðè óðàâíåíèÿ (26) íå èìåþò ðåøåíèÿ x t( ) íè ïðè êàêîì çíà÷åíèè C. Ñëåäî-

âàòåëüíî, îãèáàþùåé â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò, ÷òî óêàçûâàåò íà íåäîïóñòè-

ìîñòü ïðèíÿòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåííîé x t( ) . Îäíàêî åñëè â (24) ïîëîæèòü

s � 0 , ò.å. èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ òðåòüþ ïðîèçâîäíóþ, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

îãèáàþùàÿ ñóùåñòâóåò ïðè C 2 4 9� / , óäîâëåòâîðÿåò ïåðâûì äâóì óðàâíåíè-

ÿì (26) è çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì ñåìåéñòâîì x t Gh t C( )
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,

îïðåäåëÿþùèì íåêîòîðûé êëàññ âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé, çàâèñÿùèõ îò ôóíäà-

ìåíòàëüíûõ ôèçè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ G è h. Ïîäîáíûå òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ äî

ñèõ ïîð íå áûëè èçâåñòíû, è îíè îïèñûâàþò, âåðîÿòíî, äâèæåíèå â íåêîòîðûõ

ðàñïðåäåëåííûõ ãðàâèòàöèîííûõ ïîëÿõ, â êîòîðûõ áîëüøîå âëèÿíèå íà äâèæå-



íèå îêàçûâàåò íå òîëüêî ãðàâèòàöèîííàÿ ïîñòîÿííàÿ, íî è ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà

(åñëè äâèæåíèå ïðîèñõîäèò â ìèêðîìèðå) èëè àíàëîã ïîñòîÿííîé Ïëàíêà [1, 8]

(â ñëó÷àå äâèæåíèÿ â ìàêðîìèðå).

Åñëè â ðàçëîæåíèè (25) èñêëþ÷èòü ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ, ò.å. ïîëîæèòü

â (23) è (24) q � 0 , òî â ýòîé çàäà÷å òîæå ñóùåñòâóåò îãèáàþùàÿ, óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ (ñ áåçðàçìåðíîé ïîñòîÿííîé C � 49 6/ ) óðàâíåíèÿì
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Îãèáàþùàÿ ñóùåñòâóåò, åñëè â ðàçëîæåíèè (25) óñòðàíèòü âòîðóþ ïðîèç-

âîäíóþ. Îäíàêî â îáùåì ñëó÷àå çàðàíåå ïðåäâèäåòü, ñóùåñòâóåò ëè îãèáàþùàÿ

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ýêñòðåìàëåé â ïðîèçâîëüíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷å

(ò.å. ñóùåñòâóåò ëè ðåàëüíîå ôèçè÷åñêèå ðåøåíèå çàäà÷è), åäâà ëè âîçìîæíî.

Ïðè ñîâðåìåííîì ñîñòîÿíèè íàóêè è òåõíèêè îïðåäåëåíèå ëþáûõ êîîðäè-
íàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîãî ïðîñòðàíñòâà — çàäà÷à íåâûïîëíèìàÿ. Îäíàêî
êîãäà ðå÷ü èäåò íå î äâèæåíèè òåëà â àáñîëþòíîì íåïîäâèæíîì ïðîñòðàíñòâå, à
ëèøü î òåõ èëè èíûõ ïðîöåññàõ, ïðîòåêàþùèõ ïî çàêîíó ýêñïîíåíòû (21), òî äëÿ
ðåàëèçàöèè ìíîãèõ ïðîöåññîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèÿì (20), íå òðåáóåòñÿ
ïðèâÿçêè ê íåïîäâèæíîìó ïðîñòðàíñòâó ( , )x t . Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ðàçëîæå-
íèå âèäà (17), â êîòîðîì âìåñòî ïåðåìåííîé x t( ) èñïîëüçóåì íàïðÿæåííîñòü
ýëåêòðè÷åñêîãî èëè ìàãíèòíîãî ïîëÿ (ñ ó÷åòîì òîãî ôàêòà, ÷òî â ãàóññîâîé ñèñ-
òåìå åäèíèö ýëåêòðè÷åñêîå è ìàãíèòíîå ïîëÿ èìåþò îäèíàêîâóþ ðàçìåðíîñòü),
êîòîðóþ îáîçíà÷èì H t( ) :

H t CH H Hp q r( ) � �� ( )� 3
� (27)
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Ïðèðàâíèâàÿ ðàçìåðíîñòè ñ îáåèõ ñòîðîí, èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó äâóõ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì íåèçâåñòíûõ (ñòåïåíåé):

1 1 2 3 4� � � �# � � � �#p q r p q r; ,

Îòñþäà ïîëó÷àåì

p r q r� � �# � � � �#2 1 2;

Ýòî ïðèâîäèò ê ðàçëîæåíèþ

H CH H Hr r r� � � � � �� ��( ) ( ) ( )2 1 2 3� �
� (28)

è ê ìíîæåñòâó îñîáûõ ýêñòðåìàëåé

�� � , �� � ,( ) ( )H HH H H H2 3 3 2 4� � � (29)

Ïîäñòàâëÿÿ (29) â (28), ïîëó÷àåì

H CH H� � / ��,2 (30)

ïðè÷åì ñîâìåñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèé (29) è (30) äàåò C �1 è ñèñòåìó áåñêî-

íå÷íîãî ÷èñëà óðàâíåíèé

� , , , , ...( )H H H kk k k� �� �1 1 1 2 3 , (31)

çàäàþùèõ óðàâíåíèÿ îãèáàþùåé è èìåþùèõ ýêñïîíåíöèàëüíîå ðåøåíèå

H K e
C t� 1

1 . (32)

Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ýëåêòðîïðîâîäÿùåå òåëî, ïîìåùåííîå
â ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå H , êîòîðîå èçìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó, óäîâëåòâîðÿþùåìó
óðàâíåíèÿì (31), ïî ñóùåñòâó, îêàçûâàåòñÿ â ñðåäå, â êîòîðîé âðåìÿ îñòàíàâëè-
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âàåòñÿ. Ïðè ýòîì, êàê òîëüêî íàïðÿæåííîñòü âîêðóã òåëà äîñòèãàåò êðèòè÷åñêîé

âåëè÷èíû H c m* � 8 2
� (ãäå c — ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå, � m — ñðåäíÿÿ

ïëîòíîñòü òåëà), îïðåäåëÿåìîé ôîðìóëîé (23) èç [14, ñ. 110], ïðîèñõîäèò åùå è
ïåðåõîä ýòîãî òåëà èç íàøåé «ýëåêòðè÷åñêîé» âñåëåííîé X â äâîéñòâåííóþ åé

«ìàãíèòíóþ» âñåëåííóþ X * [11–15]. Ïîñêîëüêó âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîãî ïîëÿ
ïðîïîðöèîíàëüíà êîðíþ êâàäðàòíîìó èç ïëîòíîñòè òåëà, ýíåðãåòè÷åñêè íàèáî-
ëåå öåëåñîîáðàçíî ñîçäàâàòü ìàãíèòíîå ïîëå ñíàðóæè îáúåêòîâ ìàëîé ïëîòíîñ-
òè, íàïðèìåð âîêðóã òîíêîñòåííîé ìåòàëëè÷åñêîé êàïñóëû ìàññîé m è äîñòàòî÷-
íî áîëüøîãî îáúåìà V , òàê ÷òî åå ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü � m m V� / îêàçûâàåòñÿ ïðè-
åìëåìî ìàëîé.

Äâèæåíèå â ïðîñòðàíñòâå X * âîçìîæíî ïî «êàíàëàì» (èíòåãðàëàì â X * [13])

ïðè ïîääåðæàíèè H H� * . Êàê òîëüêî íàïðÿæåííîñòü ìàãíèòíîãî ïîëÿ ñíèæàåò-

ñÿ äî H H� * , ïðîèñõîäèò îáðàòíûé ïåðåõîä èç X * â X .

Ðàññìîòðåííûå ïðèìåðû äåìîíñòðèðóþò, ÷òî ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðåä-

ñòàâëåíèè ëþáîãî èññëåäóåìîãî äèíàìè÷åñêîãî ïðîöåññà öåëåñîîáðàçíî èñïîëü-

çîâàòü êàê ìîæíî áîëüøå ïàðàìåòðîâ è ïåðåìåííûõ, ÷òîáû íå ïðîïóñòèòü ñàìîå

ñóùåñòâåííîå, ÷òî îïðåäåëÿåò èçó÷àåìûé ïðîöåññ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïëàòîé çà

ëèøíåå êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ áóäåò ìíîæåñòâî ýêñòðåìàëåé, êîòîðûå

ê èçó÷àåìîìó ïðîöåññó ìîãóò íå èìåòü íèêàêîãî îòíîøåíèÿ.
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