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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ X t( ), êîòîðûé îïèñûâàåò

òàê íàçûâàåìóþ ìîäåëü óïðàâëåíèÿ òèïà ( , )s S . Ýòîé ìîäåëè ïîñâÿùåíû ìíî-
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ãî÷èñëåííûå ðàáîòû (ñì., íàïðèìåð, [1–11]). Èññëåäîâàíèå ìîäåëè ïðîèñõîäèò

ñ ó÷åòîì òðåáîâàíèé òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè, ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ,

íàäåæíîñòè, ñòðàõîâàíèÿ è ò.ä.; îíà èçâåñòíà êàê ñèñòåìà «ìèíèìóì–ìàêñè-

ìóì», èìååò äâà ðåãóëèðóþùèõ ïàðàìåòðà: íèæíèé (êðèòè÷åñêèé) óðîâåíü çà-

ïàñà s è âåðõíèé óðîâåíü çàïàñà S . Ýòà ñèñòåìà ôóíêöèîíèðóåò ñëåäóþùèì

îáðàçîì: â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû â ñèñòåìó ïîñòóïàþò òðåáîâàíèÿ â ñëó÷àéíûõ

îáúåìàõ, ïîïîëíåíèå íå ïðîèñõîäèò, åñëè çàïàñîâ áîëüøå s ; åñëè èìåþùèéñÿ

óðîâåíü ìåíüøå èëè ðàâåí s, òî ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå î ïîïîëíåíèè çàïàñà

îáÿçàòåëüíî äî âåðõíåãî óðîâíÿ S .

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî âèäà ïðîöåññà X t( ), îïèñûâàþùåãî ìîäåëü

óïðàâëåíèÿ òèïà ( , )s S , ââåäåì íåêîòîðûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Ïóñòü { }�n è { }� n n, � 1 , — ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, îïðåäåëåííûõ íà íåêîòîðîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , )� J P ,

ïðè÷åì âåëè÷èíû âíóòðè êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî

ðàñïðåäåëåíû, ñîîòâåòñòâåííî ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ �( )t P t� �{ }�1 , t � 0 ,

è F x P x( ) � �{ }�1 , x � 0.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }Tn è { }Yn , n � 0 1, , ... , êîòîðûå îáðàçóþò

äâà íåçàâèñèìûõ ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ:

T Y n T Yn i

i

n

n i

i

n

� � � � �
� �
	 	� �

1 1

0 01 2 0, , , , ;� .

Ââåäåì òàêæå öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå îçíà÷àþò ÷èñëî

ñêà÷êîâ ïðîöåññà X t( ) äî ïîïàäàíèÿ â òàê íàçûâàåìûé êîíòðîëüíûé óðîâåíü s :

� �0 10 1� � � 
 �, min :{ }k S Y sk ,

� � �n n kk S Y Y s
n� � � � 
 
 �1 1min : ( ){ }.

Ïóñòü �n — ìîìåíòû ïîïàäàíèÿ ïðîöåññà X t( ) â êîíòðîëüíûé óðîâåíü s :

� �n T
n

� , n �1 2, ,� , �0 0� .

Îïðåäåëèì ñ÷èòàþùèé ïðîöåññ �( ) max :t k T tk� � �{ }0 , êîòîðûé îçíà÷àåò

÷èñëî ñêà÷êîâ ïðîöåññà X t( ) íà îòðåçêå [ , ]0 t . Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåññ �( )t îñòàåòñÿ

ïîñòîÿííûì íà ïîëóèíòåðâàëàõ [ , )T Tn n�1 è íåïðåðûâåí ñïðàâà: �( )T nn � �0 .

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ âûøå ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èññëåäóåìûé ñëó÷àéíûé

ïðîöåññ X t( ) , îïèñûâàþùèé ìîäåëü óïðàâëåíèÿ òèïà ( , )s S , áóäåò èìåòü âèä

X t S Y Yt( ) ( )� 
 �� �k
ïðè � �k kt� � �1, k � 0 1 2, , ,�

Îñíîâíàÿ öåëü äàííîé ðàáîòû — èññëåäîâàíèå ïðåäåëüíîãî ïîâåäåíèÿ ýðãî-

äè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà X t( ) ïðè �  
 � �S s , à òàêæå ïîëó÷åíèå

îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

ÑËÀÁÀß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÝÐÃÎÄÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÏÐÎÖÅÑÑÀ X t( )

Èññëåäóåì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé-

íîãî ïðîöåññà X t( ), îïèñûâàþùåãî ìîäåëü òèïà ( , )s S .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èñõîäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí { }�n è

{ }� n , n � 1 , óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèÿì:

i) E�1 � �; ii) E�1 � �; iii) �1 — íåðåøåò÷àòàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ â ðàáîòå [8] íàéäåíà ýðãîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ ïðîöåññà X t( ):

Q x
U S x

U S s
( )

( )

( )
� 







1 , s x S� � , (1)
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ãäå U z( ) — ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿ, ïîðîæäåííàÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû �1, ò.å. U z F zn

n

( ) ( )*�
�

�

	
0

(* îçíà÷àåò îïåðàöèþ ñâåðòêè).

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà X t( ) âíà÷àëå ââåäåì âñïîìîãàòåëüíûé ïðîöåññ

W t
X t s

S s
� ( )

( )
�






, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðîñòûì ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì îò

ïðîöåññà X t( ). Â îïðåäåëåííîì ñìûñëå W t� ( ) ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ïðîöåñ-

ñîì, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ñîñðåäîòî÷åíû íà îòðåçêå [ , ]0 1 . Ýðãîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà W t� ( ), ò.å. Q x W t x
W t�

�( ) lim ( ) �
��

P{ }, îáîçíà÷èì Q xW�
( ).

Ôóíêöèþ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà îòðåçêå [ , ]0 1 îáîçíà÷èì G x0 ( ):

G x

x

x x

x

0

1 1

0 1

0 0

( )

, ,

, [ , ),

, .

�

�

�

�

�

�
�

�
�

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò â âèäå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ i)–iii) è m E2 1
2� � �� . Òîãäà ïðè

� � � äëÿ êàæäîãî x �[ , ]0 1 ýðãîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà W t� ( )

èìååò ñëåäóþùåå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå:

Q x P W t x G x
m

m
oW

t� �
� �

( ) lim ( ) ( ) � � 

�
�
�

�
�
�
�

�

�
�

��
{ } 0

2

1

1
2

1 �

�
� . (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ïðîöåññà W t� ( ) äëÿ ëþáîãî x �[ , ]0 1

èç ôîðìóëû (1) èìååì

Q x X t S s x S s
U x

U
W

t�

�

�
( ) lim ( ) ( )

( ( ))

( )
� � � � 
 � 





��
P{ } 1

1
.

(3)

Èç òåîðèè âîññòàíîâëåíèÿ èçâåñòíî, ÷òî åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò êî-

íå÷íûé âòîðîé ìîìåíò, òî ôóíêöèÿ âîññòàíîâëåíèÿU ( )� èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå (ñì., íàïðèìåð, [12, ñ. 415] ïðè � � �:

U
m

m

m
o( ) ( )�

�
� � �

1

2

1
22

1 ,
(4)

ãäå m Ek
k� �
1

, k �1 2, .

Àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîãî x �[ , ]0 1 ïðè � � �

U x
x

m

m

m
o( ( ))

( )
( )�

�
1

1

2
1

1

2

1
2


 �



� � .
(5)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå èç (4) ïðè � � � èìååì

[ ( )]U
m m

m
o�

� � �


 � 
 �
�

�
�

�

�
�

�

�
 

!

"
#

1 1 2

1

1
2

1
.

(6)

Ñ ó÷åòîì (5) è (6) èç (3) ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1. $
Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïðîöåññ W t� ( ) — ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîöåñ-

ñà X t( ), èç òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùé ðåçóëüòàò.
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Ñëåäñòâèå. Ýðãîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà X t( ) ïðè äîñòà-

òî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà � � 
S s ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ íà îòðåçêå [ , ]s S .

OÖÅÍÊÀ ÑÊÎÐÎÑÒÈ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ

Âîïðîñ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ïðåäåëüíûõ òåîðåìàõ — îäèí èç âàæíåéøèõ

â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, ïîñêîëüêó îò íåãî çàâèñèò, íàñêîëüêî òî÷íû è ýôôåê-

òèâíû ïðèìåíåíèÿ ýòèõ òåîðåì íà ïðàêòèêå. Åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ

î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â òåîðåìå 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

Êðàìåðà [13, ñ.179], ýêâèâàëåíòíîå ýêñïîíåíöèàëüíîìó óáûâàíèþ õâîñòà ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �1:

e dF y E ey� ��
( ) ( )

0

1

�

% � � � ïðè íåêîòîðîì �� 0.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 1. Êðîìå òîãî, ïóñòü ðàñ-

ïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû �1 ñîäåðæèò àáñîëþòíî íåïðåðûâíóþ êîìïî-

íåíòó è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Êðàìåðà. Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ c� � è �� 0 äëÿ

êàæäîãî � � 
S s èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ðàâíîìåðíàÿ ïî x �( , )0 1 îöåíêà ñêî-

ðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà W t� ( ) :

| ( ) � ( )| ( )Q x Q x
m c

eW
x

� �
��

�

 � 
 
2 1 1 ,

(7)

ãäå � ( )
� ( ( ))

� ( ) /
Q x

U x

U

x

m
�

�

� �
 




�

�
1

1

1 12

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî (ñì., íàïðèìåð, [14]) â óñëîâèÿõ òåîðåìû 2

U
m

m

m
R( ) ( )�

�
�� � �

1

2

1
22

, (8)

ãäå | ( )|R ce� ��
 è var
( , )

( )
�

���
�


�R ce ïðè íåêîòîðûõ c� � è �� 0.

Òîãäà

| ( ) � ( )| | ( )|U U R ce� � � ��
 � � 
 , (9)

ãäå � ( )U
m

m

m
�

�
� �

1

2

1
22

. Îòñþäà

� ( ) ( ) � ( )U ce U U ce� � ��� ��
 � � �
 
 . (10)

Àíàëîãè÷íî äëÿ êàæäîãî x �( , )0 1

� ( ( )) ( ( )) � ( ( ))( ) (U x ce U x U x cex� � ��� ��1 1 11 1
 
 � 
 � 
 �
 
 
 
x) . (11)

Êðîìå òîãî, èç (10) èìååì

1 1 1

� ( ) ( ) � ( )U ce U U ce� � ��� ���
� �



 

. (12)



Èñïîëüçóÿ (11) è (12), èç (3) ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå äâîéíîå íåðàâå-

íñòâî äëÿ ýðãîäè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà W t� ( ) :

1
1

1
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� ( (( )U x ce

U ce
Q x

Ux

W
�

�

���

�� �


 


�


 





x ce
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x))
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���

1

. (13)

Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç (13) ïîëó÷èì
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�( )Q x
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(14)

ãäå � ( )
� ( ( ))

� ( ) /
Q x

U x

U

x

m
�

�

� �
 




�

�
1

1

1 21

.

Ïîñêîëüêó 1 1
 �

ce

U

��

�� ( )
è 1 1� �


ce

U

��

�� ( )
, òî èç (14) èìååì

� ( )
� ( )

[ ] ( ) � ( )
� ( )

( )Q x
c

U
e e Q x Q x

c

U

x
W�

�� ��
�

� �
�


 � � � �
 
 
1 [ ] .( )e e x
 
 
��� �� 1
(15)

Íàêîíåö, èç (15) ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

| ( ) � ( )| [ ]( )Q x Q x
m c

e eW
x

� �
�� ��

�

 � �
 
 
2 1 1 .

Òåîðåìà äîêàçàíà. &
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Òîãäà ïðè íåêîòîðûõ
c� � è äëÿ êàæäîãî � � 
S s èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ðàâíîìåðíàÿ ïî x �( , )0 1
îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà W t� ( ):

| ( ) ( )|Q x G x
m c m x

W� �

 �

�
0

1 212
, (16)

ãäå m
m

m
21

2

12
� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � ( )Q x
x

m
�

�

�

�1 21

(ñì. òåîðåìó 2), äëÿ ëþáîãî

x �( , )01 èìååì

| � ( ) ( )|Q x G x

m x

m

m x
�

�

�

�

 �

�

�0

21

21

21

1

.

(17)

Èñïîëüçóÿ îöåíêó, ïîëó÷åííóþ â òåîðåìå 2, à òàêæå (17), ìîæíî ïîëó÷èòü

ñëåäóþùóþ îöåíêó:

| ( ) ( )| | ( ) � ( )| | � ( ) ( )|Q x G x Q x Q x Q x G xW W� � � �
 � 
 � 
 �0 0

� � �
�
 
2 21 1 21 1 21m c

e
m x m c m xx

� � �

��( ) .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà � � 
S s ýðãîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà X t( ), îïèñûâàþùåãî òàê íàçûâàåìóþ ìîäåëü óïðàâëå-

íèÿ òèïà (s,S), ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ íà îòðåçêå [ , ]s S ,

à òàêæå ïîëó÷åíà îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè â ïðåäåëüíîé òåîðåìå. Äîêà-

çàíî, ÷òî äëÿ êàæäîãî � � 
S s ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðå-

äåëåíèþ ýðãîäè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíà �. Ïîëó÷åí-

íûå ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðèìåíèòü â òåîðèè óïðàâëåíèÿ çàïàñàìè.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü àêàäåìèêó ÍÀÍ Óêðàèíû À.Â. Ñêîðîõîäó.
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