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Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðàâëåíèå ñëó÷àéíûì ïîëåì, ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöè-

àëüíîå óðàâíåíèå, äðîáíîå âèíåðîâñêîå ïîëå, ïàðàìåòð Õåðñòà.

Â ñòàòüå èçó÷àåòñÿ ïðîáëåìà óïðàâëåíèÿ ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôå-

ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòè ñ àääèòèâíûì äðîáíûì áðîóíîâñêèì

ïîëåì. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ äðîáíûõ âèíåðîâñêèõ ïðîöåññîâ èçó÷àëèñü

â [1] äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ïàðàìåòð Õåðñòà ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (1/2, 1), è

â [2], êîãäà ïàðàìåòð Õåðñòà ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó (0, 1/2).
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Ïîä ñëàáûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (1) áóäåì ïîíèìàòü [3] ñîâîêóïíîñòü
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Òåîðåìà 1 [3]. Ïóñòü ôóíêöèîíàë a z x u( , , ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

| ( , , )| ( | | | | )a z x u L x� �1 . Òîãäà óðàâíåíèå (1) èìååò, ïðè÷åì åäèíñòâåííîå, ñëàáîå

ðåøåíèå.

Ïðèìåíèì ê äðîáíîìó áðîóíîâñêîìó ïîëþ èíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå [4]
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exp{ (( , ), ( , ))}�� 1 1 a z Wu � exp ( , ) ( )
,

[ , ]

� K a z W dz z d
H H u

z

	



	 	

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

�
1

0

W z( )

[ , ]0 1
2
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�

�
�

�
�
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,
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( , ) ( )dz

[ , ]0 1
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� �



	 	
	



exp (( , ), ( , )) ( , )

,
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� �
� �

1 1
2

2
1

0

a z W K a z W dzu H H u

z

��

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

�
�

�

�
�

�
�

�

 
�

!
�

�

2

0

1

( )z dz

� �



�

�

�
�

��

�

�exp (( , ), ( , )) ( | ( )| )� �
� �

1 1
2

1

2
2

0

1

a z W M W z dzu  
�

!�

.

Ïîëîæèì � � � �( ) ( ) ( , )
,

[ , ]

z W z K a W d
H H u

z

� 


�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�

�

�

�

	




	

�
1

0

�
�

	 	� ( )

[ , ]

z dz

z0

. Êðîìå òîãî,

| ( )| | ( )| | ( )|

[ , ]

W z z M W z dz

z

2 2 2 2

0

2 2 1� � � 	 	

�

�

�

�

�

�

�

��� � ,

îòêóäà ïî ëåììå Ãðîíóîëëà ïîëó÷àåì

| ( )| ( | ( )| )exp{ }

[ , ]

W z M z M

t

2 2

0 1

2 2
2 2� �

�

� � �sup .

Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ ëåììû 1 âûïîëíåíû, E a z Wuexp{ (( , ), ( , ))}�� 11 1� . Òàêèì

îáðàçîì, �( )z ÿâëÿåòñÿ áðîóíîâñêèì ïîëåì íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ñ ìå-

ðîé
~
P , dP a z W dPu

~
exp{ ( ( , ))}� �� , ïîýòîìó

~
exp{ ( ( , ))}E a z Wu�� �

� � 
 	

	�

h E a z W M z dzu

z z

( )
~

exp ( ( , )) ( ) | ( )|

[ , ]

� � � � � �
2

0

2
sup

[ , ]0 1
2

�

�

�
�

�
�

�

 
�

!
�

,

ãäå

h M Me
M

( ) exp�
� �

�
�

�



�
�

�
�

��

�

 
�

!�

2
2 2

2
2

2

;

ñëåäîâàòåëüíî,

E a z Wuexp{ ( ( , ))}�� � h E M e W
M

( ) exp{ ( ) || || }� � �
�2 2 2

2


 .

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ h( )� îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè � �1, è åñëè âûáðàòü

çíà÷åíèå �
*

, áëèçêîå ê åäèíèöå, ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà áóäåò êîíå÷íîé è

E a z W C Muexp{ (( , ), ( , ))} ( , )�� �1 1 � � � .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ïëîòíîñòåé D ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìî. Ëåììà

äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1–6. Òîãäà ìíîæåñòâî D âûïóêëî â

ïðîñòðàíñòâå L P1 ( , , )� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì a z x a z x u z xu ii
( , ) ( , , ( , ))� , x C� , u Ui � ,

i �1 2, , è ïóñòü 
 i $ 0 , 
 
1 2 1� � . Ïîëîæèì

� 
 � 
 �( ) exp{ ( , ( , ))} exp{ ( , ( , ))}z z a z x z a z xu u� �1 21 2
.

Ïîñêîëüêó ïî ôîðìóëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ Èòî

d a z W a z W K a z W du u H H ui i
exp{ ( ( , ))} exp{ ( ( , ))} ( , )

,
� �� 	

	


1
z d z

z

	

�

�

�

�

�

�

�

��
[ , ]

, ( )

0

� , i � 1, 2,
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èìååì

d z z a z x K a z W dzu H H u

z

� 
 �( ) exp{ ( , ( , ))} ( , )
,

[ , ]

� 	 	
	




1

1

0

1 1�

�

�

�

�

�

�

�

�
�, ( )d z�

� 	 	

�

�

�

�	




�
 �2

1

0

2 2
exp{ ( , ( , ))} ( , )

,

[ , ]

z a z x K a z W dzu H H u

z

�

�

�

�
, ( )d z� ,

ýòî ìîæíî ïåðåïèñàòü êàê d z z z d z� � � �( ) ( ) ( ), ( )� � � , ãäå

� 
 � 
 �( ) ( exp{ ( , ( , ))} {exp ( , ( , ))})z z a z x z a z xu u� �



1 2

1

1 2
�

� 	 	

�

�

�

�	




�
 �1

1

0

1 1
exp{ ( , ( , ))} ( , )

,

[ , ]

z a z x K a z W dzu H H u

z

�

�

�

�
�

� 	 	

�

�

�

�	




�
 �2

1

0

2 2
exp{ ( , ( , ))} ( , )

,

[ , ]

z a z x K a z W dzu H H u

z

�

�

�

�
.

Ïðèìåíèì ôîðìóëó Èòî è ïîëó÷èì

d z z d z

z

(ln ( )) ( ), ( )

[ , ]

� � �� � 	 	 � 
�
0

1

2

2

0

| ( )|

[ , ]

� z dz

z

	 	� ,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò � � �( , ) exp (( , ), )1 1 1 1� , ãäå � — âûïóêëàÿ êîì-

áèíàöèÿ a z x a z x u z xu ii
( , ) ( , , ( , ))� . Â ñèëó óñëîâèÿ 6 �( , ) ( , , )z x a z x� U , è, òà-

êèì îáðàçîì, � [7, ëåììà 1] ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå �( , ) ( , )z x a z xu� 	 , ãäå

u	 — äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå. Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì ïîäìíîæåñòâî D
0

èç ìíîæåñòâà D òàêèõ ïëîòíîñòåé, ÷òî

E a z xuexp{ (( , ), ( , ))}� 1 1 1� . Ìíîæåñòâî P � � � $ �{ : ( , , ), , }� � � �L P E1 0 1�

âûïóêëî è D D
0
� % P . Îòñþäà èìååì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Â óñëîâèÿõ 1–6 ìíîæåñòâî D
0

âûïóêëî.

Âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a z xun
( , ) , n � 1, 2, ... , òàêóþ, ÷òî äëÿ

âñåõ n E a z xun
exp{ (( , ), ( , ))}� 1 1 1� , è ïîëîæèì � � �L P

1
( , , )� , �� �lim exp{ (( , ),

n��

1 1

a z xun
( , ))}, ÷òî ïî÷òè íàâåðíîå ïî ìåðå P â ïðîñòðàíñòâå L P1 ( , , )� � . Äëÿ ëþáî-

ãî íåîòðèöàòåëüíîãî öåëîãî N ïîëîæèì

a z x
a z x x z N z z

u

N u

n

n( , )
( , ), || ( ) || ,

�
	 � 	 �åñëè äëÿ

0 â ïðîòèâíîì ñëó

�
�
� ÷àå

è äëÿ N � 1, 2, ... âûáåðåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a z x
u

N

k

( , ) , k K N� , è �
N N

�& ,

&
N

C R z x N� � � �{ :[ , ] , | ( , )| }� �0 1
2

, ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ N �1 âîçüìåì

a z x
uk

1
( , ) , k K� 1 , ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü a z x

un

1
( , ) è âûáåðåì �

1
òàê, ÷òîáû

exp{ (( , ), ( , ))} lim exp{ (( , ), ( , )� � �1 1 1 1
1 1

1

z x a z x
k K

uk

�
�

)}

(çäåñü ñõîäèìîñòü ïîíèìàåòñÿ â ñëàáîì ñìûñëå â ïðîñòðàíñòâå L P2 ( , , )� � ).

Äîïóñòèì, ÷òî a z x
u

N

k

( , ) , k K N� , è �
N N

�& îïðåäåëåíû. Ïîëîæèì

a z x
u

N

k

�1
( , ) , k K N� �1 , ÿâëÿåòñÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ a z x

u

N

k

( , ) , k K N� , è

âûáåðåì

exp{ (( , ), ( , ))} lim exp{ (( , ),� � �1 1 1 1
1

1

N

k K
u

N
z x a

N
k

�

�

�
�

�

1
( , ))}z x .
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Ïîñêîëüêó ñåìåéñòâî ïëîòíîñòåé D z x
N N

( ) {exp (( , ), ( , )), }& &� �� � �1 1

ñëàáî êîìïàêòíî â L P2 ( , , )� � (ñì. [5]), òî òàêîé âûáîð èìååò ñìûñë.

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî

exp{ (( , ), ( , ))} lim exp{ (( , ), ( , )� � �1 1 1 1
N

k K
u

N
z x a z x

N
k

�
�

)} ,

èìååì

E z x E a
N

z
k K

u
N

(exp{ (( , ), ( , )) / ) lim (exp{ (( , ),� � �1 1 1 1� �
� k

N

zz x( , ))}/ )� .

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî E z x
N

� �(( , ), ( , ))1 1 1� è E a z x
u

N

k

�(( , ), ( , ))1 1 1� , ïîëó÷èì, ÷òî

ïî÷òè íàâåðíoå ïî ìåðå P

exp{ ( , ( , ))} (exp{ (( , ), ( , ))} / )� � � �z z x z x
N N

z� �1 1

è

exp{ ( , ( , ))} (exp{ (( , ), ( , ))} / )� �z a z x a z x
u

N

u

N

z
k k

� �1 1 .

Cëåäîâàòåëüíî,

exp{ ( , ( , ))} lim exp{ ( , ( , ))}� � �z z x z a z x
N

k K
u

N

N
k

�
�

.

Äàëåå ïîëîæèì, ÷òî � �
N

z
C z N z z� � 
 � 	 � 	 �{ : , ( , ) , | ( , )| , }� � � � � � . Ïî

îïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëÿ i $ 0 èìååì

a z a z
u

N

u

N i

k k

( , ( , )) ( , ( , ))	 
 � 	 

�

� � � � äëÿ z z	 � è � ��
N

z
.

Òàêèì îáðàçîì,

exp{ ( , ( ))} exp{ ( , ( ))}� � � � � �z z
N N�

�
1

äëÿ z z	 � è � ��
N

z
.

Îöåíèì

0 1 1 1 1
2

� 

�

|exp{ (( , ), ( ))} exp{ (( , ), ( ))}| (� � � � � � �
N i N

P d )

�N

1

� �

� � � 

� �

�� | exp{ ( , )} ( ), ( )

[ , ]

� � � �z z d z
N i N i

N 0 1
21

�


 � � �� exp{ ( , )} ( ), ( ) | ( )

[ , ]

� � � � �z z d z P d
N N

0 1

2

2

� 

�

| exp { ( , )}| ( , ( , )) ( , ( , ))|

[ ,

2
2

0

� � � � � � � �z z z z z dz
N N i N

1
21

]

| ( )�� P d

N

�

�

è ïîñêîëüêó � �( , )z
N

# 0 ïî ìåðå P, ïîëó÷èì

| | ( , ( , ) ( , ( , )| | ( )

[ , ]

� � � � � � �
N i N

z z z z dz P d

N

�

��

2

0 1
21

�

.

Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ �: [ , ]0 1
2
� �C R ñëå-

äóþùèì îáðàçîì: � �( , ) ( , )z x z x
N i

�
�

äëÿ z �[ , ]0 1
2

, || ||x N� , i $ 0 . Ïîêàæåì

äàëåå, ÷òî � �a z x( , , )U . Ïîñêîëüêó

exp{ (( , ), ( , ))} lim exp{ (( , ), (� � �1 1 1 1

1

N

k K
u

N
z x weak a

k

�
�

z x, ))} ,
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òî ââèäó ñëàáîé ñõîäèìîñòè â L P2 ( , , )� � ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ

exp{ (( , ), ( , ))}� 1 1 a z x
u

N

k

, ñõîäÿùàÿñÿ ê exp{ (( , ), ( , ))}� �1 1
N

z x â òîïîëîãèè ïðî-

ñòðàíñòâà L P2 ( , , )� � , ò.å. äëÿ ëþáîãî n íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ 
 i

n
,

i n�1, ..., , 
 i

n

i

n

�

' �

1

1 , èìååò ìåñòî

lim exp{ (( , ), ( , ))} exp{ (( , ), (
n

N

i

n

u

N
E z x a z

i��


� � 
 �1 1 1 1 , ))}x

i

n

�

' �

1

0 . (4)

Ïîëîæèì � 
 �n i

n

u

N

i

n

z a z x
i

( ) exp{ (( , ), ( , ))}�

�

' 1 1

1

è ïðèìåíèì ê ýòîé ôóíêöèè

òå æå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî ê ôóíêöèè �( )z â ëåììå 3. Òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî

� � �n nz z( ) exp{ (( , ), ( ))}� 1 1 ïî÷òè íàâåðíoå ïî ìåðå P, à � n z x( , ) ÿâëÿåòñÿ âû-

ïóêëîé êîìáèíàöèåé a z x
u

N

i

( , ) . Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî a z x( , , )U âûïóêëî è çàì-

êíóòî, à âñå a z x
u

N

i

( , ) ïðèíàäëåæàò a z x( , , )U äëÿ || ||x N� , ïîëó÷èì

� n z x a z x( , ) ( , , )� U äëÿ || ||x N� .

Äàëåå îöåíèì

E z x z x
N

n|exp{ (( , ), ( , ))} exp{ (( , ), ( , ))}|� � � �1 1 1 1
2


 �

� � � 
 ��E z z d z z
N N

n nexp{ ( , )} ( ), ( ) exp{ ( , )}

[ , ]

� � � � � � �

0 1
2

( ), ( )

[ , ]

z d z� � ��
0 1

2

2

� 
E z z x z x z x
N N

n|exp{ ( , ( , ))} ( , ) exp{ (( , ), ( , ))}� � � � � �1 1 n z x dz( , )|

[ , ]

2

0 1
2

� �

� 
E z z x z x a z x
N N

i

n

u

N

i

exp{ ( , ( , ))} ( , ) exp{ (( , ), ( ,� � � 
 � 1 1 ))}

[ , ]
i

n

dz

�

'�
1

2

0 1
2

.

Ïîñëåäíåå ìàòîæèäàíèå â ñèëó (4) ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n � � . Îòñþäà ïî-

ëó÷èì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âûïîëíÿåòñÿ

ðàâåíñòâî

exp{ ( , ( , ))} ( , ( , )) lim exp{ (( , ),� � � � � � � �z z z
N N

n
n
 �

��

11 ( , ))} ( , ( , ))z zn� � � �


ïî÷òè âåçäå ïî ïðîèçâåäåíèþ ìåð l P( , ãäå l — ìåðà Ëåáåãà íà [ , ]0 1
2

.

Êðîìå òîãî, ïî÷òè âñþäó ïî P èìååì � � � � � �( , ( , )) { (( , ), ( , )) / }z z E z
N N

z� �1 1

è � � � � � �( , ( , )) { (( , ), ( , )) / }z z E zn n z� �1 1 , ò.å. èç (4) ïîëó÷àåì

lim |exp{ ( , )} exp{ ( , )}|

[ , ]
n

N

nE z z dz
��


 �� � � � �
2

0 1
2

0 ;

òàêèì îáðàçîì,

exp{ ( , )}( ) exp{ ( , )}( )� � � � � �z zn

N
� , n � �, ïî÷òè âñþäó ïî l P( ,

� � � � � �n

N
z z z z( , ( , )) ( , ( , ))� , n � �, ïî÷òè âñþäó ïî l P( .
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Èç çàìêíóòîñòè a z x( , , )U ñëåäóåò � � �
N

z z a z( , ( )) ( , , )� U äëÿ || ||� � N ïî÷òè

âñþäó ïî l P( .

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 4. Â óñëîâèÿõ 1–6 ìíîæåñòâî ïëîòíîñòåé D âûïóêëî â ïðîñòðàíñòâå

L P1 ( , , )� � .

Èç ëåìì 2–4 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1–6. Òîãäà ìíîæåñòâî ïëîòíîñòåé D

ñëàáî êîìïàêòíî â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà L P1 ( , , )� � .

Îïðåäåëèì äîïóñòèìûå óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèÿ (1) êàê âñå âîçìîæíûå îòî-

áðàæåíèÿ u C: [ , ]0 1 � � U è îáîçíà÷èì êëàññ äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé
~

U . Îáîçíà÷èì

òàêæå � ìåðó â ïðîñòðàíñòâå C, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñëó÷àéíîìó ïîëþ B z
H H,

( )
	

.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìíîæåñòâî äîïóñòèìèõ óïðàâëåíèé U íåïóñòî. Òîãäà ñó-

ùåñòâóåò u U
*
� òàêîå, ÷òî J u J u( ) ( )

*
� äëÿ âñåõ u U� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèþ ñòîèìîñòè ìîæíî çàïèñàòü êàê

J u c z x u z x a dzu

C

( ) ( , , ( , ) ( ) ( )� � � � .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ c t x u( , , ) îãðàíè÷åíà è èçìåðèìà, J u( ) — ëèíåéíà îòíîñè-

òåëüíî �( )au , òî ìíîæåñòâî { ( ),
~

}� a u Uu � ñëàáî êîìïàêòíî â ïðîñòðàíñòâå

L C B1 ( , , )� . Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4 äàåò äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-

ëíåíèÿ ðåøåíèåì ñòîõàñòè÷åñêîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1) ïðè ôóíê-

öèè ñòîèìîñòè èíòåãðàëüíîãî âèäà.
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