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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Øèðîêèé êðóã âàæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ

îòðàñëÿõ ïðîìûøëåííîñòè è íàóêè, ñâîäÿòñÿ ê ìîäåëèðîâàíèþ âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ìíîãîãðàííèêîâ. Ê òàêèì çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ïðèêëàäíûå çà-

äà÷è ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ [1], êîòîðûå ñâÿçàíû ñ îáðàáîòêîé

ñëîæíîé ãåîìåòðè÷åñêîé, àíàëèòè÷åñêîé è ëîãè÷åñêîé èíôîðìàöèè ñ öåëüþ

îïòèìèçàöèè ðàçìåùåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííûì

êðèòåðèåì êà÷åñòâà, à òàêæå çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ðîáîòîòåõíèêå [2].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â êëàññå çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ

îáúåêòîâ íàèìåíåå èçó÷åííûìè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ òðåõìåðíûõ íåîðè-

åíòèðîâàííûõ îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ äîïóñêàþòñÿ àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ íå

òîëüêî òðàíñëÿöèè, íî è íåïðåðûâíîãî ïîâîðîòà. Ýòè çàäà÷è èìåþò âàæíîå òåî-

ðåòè÷åñêîå è ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå [3]. Òàê, íàïðèìåð, çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ íå-

îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â ÑÀÏÐ ïðè ñîçäàíèè

ïðîòîòèïîâ ïðîìûøëåííûõ èçäåëèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ëàçåðíîé òåõíîëîãèè èç-

áèðàòåëüíîãî ñïåêàíèÿ ñïåöèàëüíîãî ïîðîøêà [4]. Êðîìå òîãî, äàííàÿ çàäà÷à

ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ òðåõìåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âèçóàëüíîãî è êîëè÷åñòâåííîãî

àíàëèçà ñòðóêòóðíûõ îñîáåííîñòåé è ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ðàçëè÷íûõ òâåðäûõ,

æèäêèõ, ñòåêëîâèäíûõ ìàòåðèàëîâ, ãðàíóëèðîâàííûõ ñðåä, ãåòåðîãåííûõ ìàòå-

ðèàëîâ è áèîëîãè÷åñêèõ ñèñòåì [5, 6]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàäà÷à óïàêîâêè

ìíîãîãðàííèêîâ òàêæå ïðèìåíÿåòñÿ ïðè âíåäðåíèè ìàòåðèàëîñáåðåãàþùèõ

òåõíîëîãèé [7] è ïðè îïðåäåëåíèè îáúåìà áàãàæíèêà àâòîìîáèëÿ â ñîîòâåòñòâèè

ñ åâðîïåéñêèìè íîðìàìè [8].

Ïî ñâîåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ òðåõìåðíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ

ÿâëÿþòñÿ îïòèìèçàöèîííûìè. Îäíàêî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò ïðîáëåìà ïðè-

ìåíåíèÿ ìåòîäîâ ëîêàëüíîé è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçìåùå-

íèÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ 3D îáúåêòîâ. Ýòî îáóñëîâëåíî îòñóòñòâèåì êîíñòðóêòèâ-

íûõ ñðåäñòâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ýòèõ îáúåêòîâ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è òðåõìåðíîé óïàêîâêè ââèäó ñëîæíî-

ñòè çàäà÷ àâòîðû òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò òîëüêî øàðû è ïðàâèëüíûå îðèåíòèðîâàí-

íûå ìíîãîãðàííèêè. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðèìåíÿþò ñóììó Ìèíêîâñêîãî,

êîòîðàÿ ìîæåò óñïåøíî èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåò÷àòîé óïàêîâêè îáúåêòîâ [9].

Îáçîðó ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ìîäåëèðîâàíèÿ îòíîøåíèé âêëþ÷åíèÿ, ïåðå-

ñå÷åíèÿ è êàñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ ïîñâÿùåíà ñòàòüÿ [10]. Â íàñòîÿùåé

ðàáîòå îòìå÷åíî, ÷òî îäíèì èç ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõîäîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àäåêâàò-

íûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ è óïàêîâêè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä

Ô-ôóíêöèé [11]. Â ðàáîòå [12] ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîä Ô-ôóíêöèé ïîçâîëÿåò óëó÷-

øèòü ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ óïàêîâêè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â ðåçóëüòàòå

ïðèìåíåíèÿ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè.
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Â ðàáîòå [13] ïîñòðîåíû Ô-ôóíêöèè äëÿ áàçîâûõ îðèåíòèðîâàííûõ 3D îáú-

åêòîâ, ãðàíèöû êîòîðûõ èìåþò îäíó èç ñëåäóþùèõ ôîðì: øàð, ïàðàëëåëåïèïåä,

êîíóñ, öèëèíäð. Ñòàòüÿ [14] ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ Ô-ôóíêöèè äëÿ äâóõ âûïóê-

ëûõ îðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è óïàêîâêè îðè-

åíòèðîâàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ ðàññìîòðåíû â [4, 15].

Ïîñêîëüêó ôóíäàìåíòàëüíîé îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ

îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ óïàêîâêè íåîðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ ÿâëÿåòñÿ

àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå îòíîøåíèé èõ âêëþ÷åíèÿ, ïåðåñå÷åíèÿ è êàñàíèÿ, òî

öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå Ô-ôóíêöèè äëÿ äâóõ íåîðèåíòèðîâàí-

íûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.
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Çàäà÷à. Ïðåäñòàâèòü â àíàëèòè÷åñêîì âèäå îïèñàíèå îòíîøåíèé âêëþ÷åíèÿ,

ïåðåñå÷åíèÿ è êàñàíèÿ äëÿ ïàðû íåîðèåíòèðîâàííûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì Ô-ôóíêöèé [11]

è ïîñòðîèì äëÿ ïàðû íåîðèåíòèðîâàííûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ P u1 1( ) è

P u2 2( ) Ô-ôóíêöèþ �( , ):u u R R1 2

12 1
� , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì

õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâàì:

1) �( , ) ,u u1 2 0� åñëè cl clP u P u1 1 2 2( ) ( )� � �;

2) �( , ) ,u u1 2 0� åñëè int intP u P u1 1 2 2( ) ( )� � � è fr frP u P u1 1 2 2( ) ( )� � � ;

3) �( , ) ,u u1 2 0� åñëè int intP u P u1 1 2 2( ) ( )� � �,

ãäå cl A , fr A è int A — ñîîòâåòñòâåííî çàìûêàíèå, ãðàíèöà è âíóòðåííîñòü

ìíîæåñòâà A [16].

ÌÅÒÎÄ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß Ô-ÔÓÍÊÖÈÈ ÄËß P u1 1( ) È P u2 2( )

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ Ô-ôóíêöèè îñíîâàí ôàêòè÷åñêè íà ìîäå-

ëèðîâàíèè êàñàíèÿ äâóõ ïðîèçâîëüíûõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì êàñàíèè âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ èìååò ìåñòî îäèí

èëè êîìáèíàöèÿ íåñêîëüêèõ òèïîâ êàñàíèÿ ýëåìåíòîâ èõ ãðàíèö: âåðøèíà

P u1 1( ) êàñàåòñÿ ãðàíè P u2 2( ) ; ðåáðî P u1 1( ) êàñàåòñÿ (èìååò îáùèå òî÷êè) ãðàíè

P u2 2( ) ; ãðàíü P u1 1( ) êàñàåòñÿ (èìååò îáùèå òî÷êè) ãðàíè P u2 2( ) ; âåðøèíà

P u2 2( ) êàñàåòñÿ ãðàíè P u1 1( ) ; ðåáðî P u2 2( ) êàñàåòñÿ (èìååò îáùèå òî÷êè) ãðà-

íè P u1 1( ); ðåáðî P u1 1( ) êàñàåòñÿ (èìååò îäíó îáùóþ òî÷êó) ðåáðà P u2 2( ) .

Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ âñå âîçìîæíûå êàñàíèÿ

ìîæíî ñìîäåëèðîâàòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå òðè âèäà êàñàíèé:

1) âåðøèíà P u
2 2( ) êàñàåòñÿ ãðàíè P u1 1( ), ò.å. p u P u P u

j2 2 1 1 2 2( ) ( ) ( )� �fr fr ,

j W� 2 , è int intP u P u1 1 2 2( ) ( )� � � (ðèñ. 2, à);

2) âåðøèíà P u
1 1( ) êàñàåòñÿ ãðàíè P u2 2( ), ò.å. p u P u P u

j1 1 1 1 2 2( ) ( ) ( )� �fr fr ,

j W�
1
, è int intP u P u1 1 2 2( ) ( )� � � (ðèñ. 2, á);

3) ðåáðî P u1 1( ) êàñàåòñÿ (èìååò îäíó îáùóþ òî÷êó) ðåáðà P u2 2( ) (ðèñ. 2, â).

×òîáû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå îïèñàòü óêàçàííûå òðè âèäà êàñàíèÿ, çàïèøåì

ñëåäóþùåå óñëîâèå êàñàíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ. Åñëè P u1 1( ) è P u2 2( ) êàñàþòñÿ, òî
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Ðèñ. 1. Ìíîãîãðàííèê P u
i i
( ), ïîëó÷åííûé èç ìíîãîãðàííèêà P

i



ñóùåñòâóåò, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà ïàðà òî÷åê � �* ( ) ( )1 1 1�fr P u è

� �** ( ) ( )2 2 2�fr P u , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (ðèñ. 3)

� � � � � �* **( ) ( )1 2 1 2� � � . (3)

Èñïîëüçóÿ äàííîå óñëîâèå, âûïîëíèì àíàëèòè÷åñêîå îïèñàíèå êàæäîãî âèäà

êàñàíèÿ.

Ïåðâûé âèä êàñàíèÿ. Ïóñòü âåðøèíà p u P u
j2 2 2 2( ) ( )� êàñàåòñÿ ãðàíè

H P u
p1 1 1� ( ). Äëÿ ïðîñòîòû ïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî u1 0� . Òîãäà, êàê ñëåäóåò

èç (3), ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ãðàíü H P
p1 1

0� ( ), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ðà-

âåíñòâîì f p
p j1 2 2 2 0( ( ))� �� � , ðàçäåëÿåò P1 0( ) è P u2 2( ) . Äðóãèìè ñëîâàìè,
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Ðèñ. 2. Âèäû êàñàíèÿ ìíîãîãðàííèêîâ

à á

â

Ðèñ. 3. Êàñàíèå ìíîãîãðàííèêîâ



åñëè äëÿ u R2

6
� âûïîëíÿåòñÿ äàííîå ðàâåíñòâî, òî P1 0( ) è P u2 2( ) êàñàþòñÿ, ïî

êðàéíåé ìåðå, â òî÷êå p u P P u
j2 2 1 2 20( ) ( ) ( )� �fr fr . Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè äëÿ

u R2

6
� âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f p

p j1 2 2 2 0( ( ))� �� � , òî p u P
j2 2 1 0( ) ( )� int .

Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî min ( ( )),{ }f p j W
pj j1 2 2 2 2 0� �� � � âû-

ïîëíÿåòñÿ, òî p u P
j2 2 1 0( ) ( )� int , j W� 2 . Îòñþäà åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

max min ( ( )), ,{ { } }f p j W p G
pj j1 2 2 2 2 1 0� �� � � � , (4)

òî ìíîãîãðàííèêè P1 0( ) è P u2 2( ) íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïîëîæèì òåïåðü, ÷òî u R1

6
� òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé. Íà îñíîâàíèè

óðàâíåíèÿ f R X
p1 1

0( )� � èç ñèñòåìû (2) è âûðàæåíèÿ (3) ïîñòðîèì óðàâíåíèå

ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãðàíü H P u
p1 1 1� ( ) â ñëåäóþùåì âèäå:

F u u f R R p
pj pj

j
1 1 2 1 1 2 1 2 2

0( , ) ( ( ) ) .� � � �
	




�
�

�




�
�

�� �
T T T

(5)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè F u u
pj1 1 2 0( , ) � äëÿ j W� 2 , òî äàííàÿ ïëîñêîñòü ðàçäåëÿ-

åò P u1 1( ) è P u2 2( ), ò.å. p u P u
j2 2 1 1( ) ( )� int , j W�

1
, è int intP u P u1 1 2 2( ) ( )� � �.

Èñõîäÿ èç âûðàæåíèé (4) è (5), ïîñòðîèì ôóíêöèþ

�1 1 2 1 1 2 2 1( , ) max min ( , ), ,u u F u u j W p G
pj

� � �{ { } }, (6)

êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè �1 1 2 0( , )u u � , òî ìíîãîãðàííè-

êè P u1 1( ) è P u2 2( ) íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Âòîðîé âèä êàñàíèÿ. Ïóñòü âåðøèíà p u P u
j1 1 1 1( ) ( )� êàñàåòñÿ ãðàíè

H P u
k2 2 2� ( ) . Òîãäà, îñíîâûâàÿñü íà óðàâíåíèè f R X

k2 2
0( )� � èç ñèñòåìû (2) è

âûðàæåíèè (3), ìîæíî ïîñòðîèòü óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ãðàíü

H P u
k2 2 2� ( ), â âèäå

F u u f R R p
kj kj

j
2 1 2 2 2

2 1 1 1
0( , ) ( ( ) ) .� � � �

	




�
�

�




�
�

�� �
T T T

(7)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè F u u
kj2 1 2 0( , ) � äëÿ j W� 1, òî äàííàÿ ïëîñêîñòü ðàçäåëÿ-

åò P u1 1( ) è P u2 2( ) , ò.å. p u P u
j1 1 2 2
( ) ( )� int , j W� 1, è int intP u P u1 1 2 2( ) ( )� � �.

Îñíîâûâàÿñü íà âûðàæåíèè (7), ïîñòðîèì ôóíêöèþ

�2 1 2 2 1 2 1 2( , ) max min ( , ), ,u u F u u j W k G
kj

� � �{ { } }, (8)

êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè �2 1 2 0( , )u u � , òî ìíîãîãðàííè-

êè P u1 1( ) è P u2 2( ) íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè âçàèìîäåéñòâèÿ P u1 1( ) è P u2 2( )

ìîæåò âîçíèêíóòü ñèòóàöèÿ, êîãäà �
i

u u( , )1 2 0� , i �1 2, , îäíàêî

int intP u P u1 1 2 2
( ) ( ) .� � � Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò âîçíèêíóòü, íàïðèìåð, êîãäà

ìíîãîãðàííèêè êàñàþòñÿ ðåáðàìè (ðèñ. 3, â).

Òðåòèé âèä êàñàíèÿ. Ïóñòü ðåáðî e u p u p u P u
j j j1 1 1 1 1 1 1 11 2
( ) [ ( ), ( )] ( )� � êàñà-

åòñÿ ðåáðà e u p u p u P u
t t t2 2 2 2 2 2 2 21 2
( ) [ ( ), ( )] ( )� � . Òîãäà ïëîñêîñòü, ðàçäåëÿþ-

ùàÿ ìíîãîãðàííèêè, áóäåò ïðîõîäèòü ÷åðåç ýòè äâà ðåáðà. ×òîáû ïîñòðîèòü ðàç-

äåëÿþùóþ ïëîñêîñòü, ñîâìåñòèì âåðøèíû p u
j1 11

( ) è p u
t2 21

( ) . Â ýòîì ñëó÷àå

âåêòîð 	 � �
jt
( , )1 , êîòîðûé îïðåäåëÿåò ðàñïîëîæåíèå ñîáñòâåííîé ñèñòåìû êî-
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îðäèíàò P u
2 2( ) ïî îòíîøåíèþ ê ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò P u1 1( ) , îïðåäå-

ëÿåòñÿ ôîðìóëîé 	 � � � �
jt j t

p p( , ) ( ) ( )1 2 1 1 2 21 1
� � . Èñõîäÿ èç ýòîãî, âåêòîð

� � �
jt

( , )
1 2 , êîòîðûé îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòû p

t2 22
( )� ïî îòíîøåíèþ ê ñîáñòâåííîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò P u
1 1( ), èìååò âèä � � � � � �

jt j t t
p p p( , ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 2 21 1 2

� � �

(ðèñ. 4). Òîãäà ïëîñêîñòü E
jt

( , )� �1 2 , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êè p
j1 11

( )� , p
j1 12

( )�

è � � �
jt

( , )1 2 , îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì

�
jt

j

T

jt
j

T

j
X x g p A y r p B( , , ) ( )

~
( , ) ( )

~
� � � �1 2 1 1 1 2 1 11 1

� � � �
t
( , )� �1 2 �

� � �( )
~

( , ) ,z q p C
j

T

jt1 1 1 2
1

0� � j T t T� �1 2, , (9)

ãäå êîýôôèöèåíòû
~

( , )A
jt

� �1 2 ,
~

( , )B
jt

� �1 2 è
~

( , )C
jt

� �1 2 îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç

êîîðäèíàòû òî÷åê p
j1 1
1

( )� , p
j1 12

( )� è � � �
jt

( , )1 2 .

Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèé (3) è (9) ïîñòðîèì óðàâíåíèå

� �
jt jt t

u u p( , ) ( ( ), , ) ,1 2 2 1 2 2 1 21
0� � � �� � � � � j T t T� �1 2, . (10)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè òî÷êà ( , )u u R1 2

12
� óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (10), òî

e u e u E
j t jt1 1 2 2( ), ( ) � .

Ïóñòü ïëîñêîñòü E
jt

äåëèò ïðîñòðàíñòâî R
3

íà ïîëîæèòåëüíîå �
jt

�
è îòðèöà-

òåëüíîå �
jt

�
ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ �

jt
u u( , )1 2 èñïîëü-

çóåòñÿ â ôîðìèðîâàíèè Ô-ôóíêöèè â îäíîì èç ñëó÷àåâ, êîãäà P u
jt2 2( ) �
�

� è

P u
jt1 1( ) �
�

� èëè P u
jt2 2( ) �
�

� è P u
jt1 1( ) �
�

� .

×òîáû îïðåäåëèòü óñëîâèå ó÷àñòèÿ �
jt

u u( , )1 2 â ôîðìèðîâàíèè Ô-ôóíêöèè,

äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ óðàâíåíèÿ (9) â âåðøèíàõ
~

( )p
j1

1

1
1

� è
~

( )p
j1

2

1
1

� ,

ñìåæíûõ ê âåðøèíå p
j1 1
1

( )� ðåáðà e
j1 1( )� ìíîãîãðàííèêà P u1 1( ) , à òàêæå â âåð-

øèíàõ
~

( )p
t2

1

2
1

� è
~

( )p
t2

2

2
1

� , ñìåæíûõ ê âåðøèíå p
t2 21

( )� ðåáðà e
t2 2( )� ìíîãî-

ãðàííèêà P u2 2( ) (ðèñ. 5).
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Ðèñ. 4. Ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþùåé ïëîñêîñòè äëÿ

òðåòüåãî âèäà êàñàíèÿ

Ðèñ. 5. Âåðøèíû, â êîòîðûõ ïðîâåðÿåòñÿ

óñëîâèå ó÷àñòèÿ �
jt

u u( , )
1 2

â ôîðìèðîâàíèè

Ô-ôóíêöèè



Íà îñíîâàíèè èçëîæåííîãî ïîñòðîèì ôóíêöèþ

F u u

u u

u u
jt

jt jt

jt3 1 2

1 2 1 2

1( , )

( , ), ( , )

( ,�

�

�

�

�

åñëè 0,1� � �

2 1 2

1 2

), ( , )

, ( , )

åñëè 0,

åñëè 0,

2

3

� � �


 � � �

jt

jt

�

�

�

�
�

�
�

(11)

ãäå

� � � � � � 	1 {
jt jt

j

i

jt jt
j

p p( , ) min (
~

( ), , ), (
~

1 2 1 1 1 2 2
� � �� �

i
i( ), , ), , ,� � �2 1 2 1 2� }

� � � � � � 	2 {
jt jt

j

i

jt jt
p p( , ) min (
~

( ), , ), ( (
~

1 2 1 1 1 2 2
� � �� �

j

i
i( ), , )), , ,� � �2 1 2 1 2� }

� � � � � � � � �3 1 2max{ }
jt jt jt

( , ) ( , ), ( , )1 2 1 2 1 2� .

Ïîñêîëüêó ëþáàÿ Ô-ôóíêöèÿ îãðàíè÷åíà ñíèçó äëÿ îãðàíè÷åííûõ ãåîìåòðè-

÷åñêèõ îáúåêòîâ, òî 
 � min ( , )� u u1 2 . Ýòî çíà÷èò, ÷òî �
jt

u u( , )1 2 ïðèíèìàåò

ó÷àñòèå â ôîðìèðîâàíèè �( , )u u1 2 òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè � � �3 0
jt

( , )1 2 � .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïëîñêîñòü E
jt

ðàçäåëÿåò P u1 1( ) è P u2 2( ), êîãäà

F u u
jt3 1 2 0( , ) � .

Îñíîâûâàÿñü íà âûðàæåíèè (11), ïîñòðîèì ôóíêöèþ

�3 1 2 3 1 2( , ) max ( , ),u u F u u
jt

� {

j T t T� �1 2, }, (12)

êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè �3 1 2 0( , )u u � , òî ìíîãîãðàííè-

êè P u1 1( ) è P u2 2( ) íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Ïîñêîëüêó ðàññìîòðåííûå òðè âèäà êàñàíèé ïîçâîëÿþò îïèñàòü âñå âîçìîæ-

íûå âèäû êàñàíèÿ, òî íà îñíîâàíèè ôóíêöèé (6), (8) è (12) Ô-ôóíêöèÿ äëÿ äâóõ

íåîðèåíòèðîâàííûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

� �( , ) max ( , ), , ,u u u u i
i1 2 1 2 1 2 3� � �{ }

� � � �max min ( , ), , , min ( , ),{ { } {F u u j J p K F u u j
pj kj1 1 2 1 1 2 1 2 J2 },

k K F u u j T t T
jt

� � �2 3 1 2 1 2, ( , ), , }. (13)

Ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ôóíêöèÿ (13) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ïîñòðî-

åíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è óïàêîâêè íåîðèåíòèðîâàííûõ ïàðàëëåëåïè-

ïåäîâ â ïàðàëëåëåïèïåä äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äâóõ îñíîâíûõ âèäîâ

îãðàíè÷åíèé çàäà÷è:

1) ïîïàðíîãî íåïåðåñå÷åíèÿ ðàçìåùàåìûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ;

2) ïðèíàäëåæíîñòè êàæäîãî ïàðàëëåëåïèïåäà îáëàñòè ðàçìåùåíèÿ.

Ïåðâûé òèï îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü, èñïîëüçóÿ Ô-ôóíêöèþ äëÿ

äâóõ íåîðèåíòèðîâàííûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ:

P x y z R l x l w y w h z h
i i i i i i i

� � � � � � � � � � �{ }( , , , ) : , ,
3

, i �1 2, .

Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ (6) ïðèìåò âèä

�1 1 2 1 1 2 1 2 8 1 2( , ) max min ( , ), , , , , , ,u u F u u j p
pj

� � �{ { { }} {� � , 6}},

ãäå

F u u g g p x g r p y g q p
j

j

T

j

T

11 1 2 11 2 2 12 2 2 13 2( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � �
2 1

j

T
z l� �) ,

F u u g g p x g r p y g q
j

j

T

j

T

12 1 2 11 2 2 12 2 2 13 2( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � p z l
j

T

2 1� �) ,

F u u r g p x r r p y r q p
j

j

T

j

T

13 1 2 11 2 2 12 2 2 13 2( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � �
2 1

j

T
z w� �) ,
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F u u r g p x r r p y r q
j

j

T

j

T

14 1 2 11 2 2 12 2 2 13 2( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � p z w
j

T

2 1� �) ,

F u u q g p x q r p y q q p
j

j

T

j

T

15 1 2 11 2 2 12 2 2 13 2( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � �
2 1

j

T
z h� �) ,

F u u q g p x q r p y q q
j

j

T

j

T

16 1 2 11 2 2 12 2 2 13 2( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � p z h
j

T

2 1� �) ,

x x x y y y z z z� � � � � �2 1 2 1 2 1, , .

Ôóíêöèÿ (8) ïðèìåò âèä

�2 1 2 2 1 2 1 2 8 1 2( , ) max min ( , ), , , , , , ,u u F u u j k
kj

� � �{ { { }} {� � , ,6}}

ãäå

F u u g x g p g y r p g z q
j

j

T

j

T

21 1 2 21 1 1 22 1 1 23( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � 1 1 2p l
j

T
) ,�

F u u g x g p g y r p g z
j

j

T

j

T

22 1 2 21 1 1 22 1 1 23( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � � q p l
j

T

1 1 2) ,�

F u u r x g p r y r p r z q
j

j

T

j

T

23 1 2 21 1 1 22 1 1 23( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � 1 1 2p w
j

T
) ,�

F u u r x g p r y r p r z
j

j

T

j

T

24 1 2 21 1 1 22 1 1 23( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � � q p w
j

T

1 1 2) ,�

F u u q x g p q y r p q z q
j

j

Ò

j25 1 2 31 1 1 32 1 1 33 1( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � p h
j1 2) ,�

F u u q x g p q y r p q z q
j

j

Ò

j26 1 2 31 1 1 32 1 1 33( , ) ( ) ( ) (� � � � � � � � � � 1 1 2p h
j
) .�

Ôóíêöèÿ (12) ïðèìåò âèä

�3 1 2 3 1 2 1 2 12( , ) max ( , ), , , , ,u u F u u j t
jt

� �{ { }}� ,

ãäå

F u u

u u

jt

jt jt

jt3 1 2

1 2 1 2

( , )

( , ), ( , )

�

�

�

�

�

åñëè 0,1� � �

( , ), ( , )

, ( ,

u u
jt

jt

1 2 1 2

1

åñëè 0,

åñëè

2

3

� � �


 � �

�

�2 )�

�

�
�

�
�

0,


 � �max , , , ,{ }2 2 2 1 2l w h i
i i i

.

Òîãäà Ô-ôóíêöèþ äëÿ äâóõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

�( , ) max min ( , ), ( , , ..., ) , minu u F u u j F
pj1 2 1 1 2 21 2 8� �{ { } {

kj
u u( , ),1 2

j p k� �( , , ..., ) , , , , ,1 2 8 1 2 6} { };� F u u j t
jt3 1 2 1 2 12( , ), , , , ,�{ }}� .

Âòîðîé òèï îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü, èñïîëüçóÿ Ô-ôóíêöèþ äëÿ íå-

îðèåíòèðîâàííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà P x y z R l x l
i i i

� � � � �{( , , ) : ,
3

� � �w y w
i i

,

� � �h z h
i i

} è îáúåêòà cl ( \ )R S
3

, ãäå S x y z R l x l w y w� � � � � � � �{( , , ) : , ,
3

� � �h z h} — îáëàñòü ðàçìåùåíèÿ, ïðåäñòàâëåííàÿ â âèäå ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïðè

ýòîì ïîëþñ ïàðàëëåëåïèïåäà S ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz.

Òîãäà Ô-ôóíêöèÿ äëÿ P
i

è îáúåêòà cl ( \ )R S
3

ïðèìåò âèä

�( ) min ( ), , , , , , , ,u F u k j
i kj i

� � �{ { } { }}1 2 6 1 2 8� � ,

ãäå

F u x g p l
j i i i ij1 ( ) � � � �

T
, F u x g p l

j i i i ij2 ( ) � � �
T

,

F u y r p w
j i i i ij3 ( ) � � � �

T
,

F u y r p w
j i i i ij4 ( ) � � �

T
, F u z q p h

j i i i ij5 ( ) � � � �
T

,

F u z q p h
j i i i ij6 ( ) � � �

T
.
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Íà îñíîâå ïîñòðîåííîé Ô-ôóíêöèè (13) ëåãêî ìîæíî ïîñòðîèòü Ô-ôóíêöèþ

äëÿ ïàðû íåîðèåíòèðîâàííûõ íåâûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ

òàêîé Ô-ôóíêöèè íåîáõîäèìî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ Ô-ôóíê-

öèè äëÿ ñëîæíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ [17].

Ïðåäñòàâëåííàÿ â ðàáîòå Ô-ôóíêöèÿ (13) ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêèå

ìîäåëè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîãðàííè-

êîâ, â êîòîðûõ îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ìîæåò

áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîäîáëàñòåé. Ïðè ýòîì êàæäàÿ òàêàÿ ïîä-

îáëàñòü îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ, ëåâûå ÷àñòè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íåïðå-

ðûâíûìè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè. Ýòî ñâîéñòâî äàåò âîç-

ìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü ñîâðåìåííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ïðè-

êëàäíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ óïàêîâêè íåîðèåíòèðîâàííûõ ìíîãîãðàííèêîâ.
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