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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû âîïðîñû îöåíîê õàðàêòåðèñòèê òî÷íîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòè êîìáèíèðîâàííîãî �s-àëãîðèòìà îòäåëåíèÿ âñåõ ðåøåíèé â çàäàííîé îãðàíè-
÷åííîé îáëàñòè è èõ èòåðàöèîííîãî óòî÷íåíèÿ äî òðåáóåìîé òî÷íîñòè ïðè ïðèáëèæåí-
íîì ÷èñëåííîì ðåøåíèè ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè äâàæäû íå-
ïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îöåíêà, ïîãðåøíîñòü, îïòèìèçàöèÿ, ýêñòðåìóì, ôóíêöèîíàë, ñëîæíîñòü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðàêòèêà ðàçðàáîòêè è ñîçäàíèÿ íîâûõ ìàòåðèàëîâ è âûñîêîýôôåêòèâíûõ òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ íà-
ó÷íûõ èäåé, õèìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ôèçè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, îïðåäåëÿþùèõ îá-
ùóþ ñòðóêòóðó è ñâîéñòâà ñîçäàâàåìîãî îáúåêòà, ïðåäóñìàòðèâàåò âûáîð íàèëó÷-
øåãî ñî÷åòàíèÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ýòîãî îáúåêòà ïî ðàçëè÷íûì êðèòåðèÿì
(íàïðèìåð, ïî ðàçìåðàì, ãåîìåòðèè, ôèçè÷åñêèì, ôóíêöèîíàëüíûì õàðàêòåðèñòè-
êàì è ò.ä.), êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè.

Èçâåñòíî, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè ðàçëè÷íûõ ñëîæíûõ ÿâëåíèé è
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûå çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòè-
ìèçàöèè, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íåëèíåéíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè è îãðà-
íè÷åíèÿìè, îïðåäåëÿþùèìè äîïóñòèìûå çàìêíóòûå îãðàíè÷åííûå îáëàñòè èç-
ìåíåíèé àðãóìåíòîâ è ñîîòíîøåíèé ìåæäó íèìè. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè (ìèíèìèçàöèè, ìàêñèìèçàöèè èëè îäíîâðåìåííî îáåèõ) òàêèõ
ôóíêöèé èëè ôóíêöèîíàëîâ ïðè çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Î÷åâèäíî, ÷òî âûáîð
òî÷íîãî èëè ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ýòèõ ôóíêöèîíà-
ëîâ ñóùåñòâåííî áóäåò çàâèñåòü îò ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ñòðóêòóðû è
äèôôåðåíöèàëüíûõ ñâîéñòâ ôóíêöèîíàëà è èìåþùèõñÿ îãðàíè÷åíèé.

Ðàçëè÷íûì àñïåêòàì èçó÷åíèÿ è èññëåäîâàíèÿ òàêèõ çàäà÷ è ÷èñëåííûõ ìå-
òîäîâ èõ ðåøåíèÿ ïîñâÿùåíî ìíîãî ðàáîò [1–6]. Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåíü ïîëíîòû
èññëåäîâàíèÿ è ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îïèñûâàåìûõ çàäà÷ çàâèñèò îò èõ ñëîæíîñ-
òè è òðåáîâàíèé ê êà÷åñòâó èõ ðåøåíèÿ. Íàèáîëåå ñëîæíûìè â ýòîì ïëàíå ÿâëÿ-
þòñÿ ìíîãîýêñòðåìàëüíûå íåëèíåéíûå çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, â êîòî-
ðûõ ãëîáàëüíûå ðåøåíèÿ (âìåñòå ñ ëîêàëüíûìè) ìîãóò íàõîäèòüñÿ êàê â ñåðåäè-
íå äîïóñòèìîé îáëàñòè, òàê è íà åå ãðàíèöå. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íà çàäàííîé îáëàñòè âñåõ ëîêàëüíûõ òî÷åê
ýêñòðåìóìà ñî çíà÷åíèÿìè â íèõ öåëåâîé ôóíêöèè è ïîñëåäóþùèì âûáîðîì
îïòèìàëüíûõ ãëîáàëüíûõ çíà÷åíèé, êîòîðûå ïî êðèòåðèþ âåëè÷èí íåâÿçêè öåëå-
âîé ôóíêöèè ìîãóò õàðàêòåðèçîâàòü ñîñòîÿíèå (â äàííûé ìîìåíò) ñìîäåëèðîâàí-
íîãî èññëåäóåìîãî ÿâëåíèÿ èëè ïðîöåññà, à ïî êðèòåðèþ êà÷åñòâà — åãî ñòîè-
ìîñòü è îïòèìàëüíûå èëè ïðèåìëåìûå ðàçìåðû ñîñòàâëÿþùèõ. Òàêèå çàäà÷è
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè â ñèëó ñâîåé ñëîæíîñòè èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî è òðåáó-
þò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ, ïðåäóñìàòðèâàþùåãî âûÿâëåíèÿ è îòäåëåíèÿ
âñåõ âîçìîæíûõ òî÷åê ýêñòðåìóìà, à íà ïðàêòèêå — ðåàëèçàöèè ïðèáëèæåííîãî
ìåòîäà ïîèñêà âñåõ òàêèõ òî÷åê è íàõîæäåíèÿ â íèõ çíà÷åíèé ýêñòðåìóìà ñ ïî-
ñëåäóþùèì âûáîðîì ãëîáàëüíûõ çíà÷åíèé.

Åñëè î öåëåâîé ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèÿõ íè÷åãî, êðîìå èõ íåïðåðûâíîñòè, íå-
èçâåñòíî, òî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì â ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ
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íàïðàâëåíèå, îñíîâàííîå íà íåðàâíîìåðíîì ïîêðûòèè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ñ ïî-
ñëåäóþùåé ðåàëèçàöèåé íà ýëåìåíòàõ ïîêðûòèÿ öåëåíàïðàâëåííîãî ìåòîäà ïåðåáîðà.

Åñëè íåëèíåéíûé ôóíêöèîíàë (öåëåâàÿ ôóíêöèÿ) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöè-
ðóåìûé, òî, ðåàëèçóÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, èñõîäíóþ çàäà÷ó ìîæíî
ñâåñòè ê çàäà÷å ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ
èëè ýêâèâàëåíòíîé åìó ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìå íåëèíåéíûõ ñêàëÿðíûõ
óðàâíåíèé (ÑÍÑÓ).

Â äàííîé ðàáîòå íà áàçå ýëåìåíòîâ îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ
èññëåäóþòñÿ îïðåäåëÿþùèå õàðàêòåðèñòèêè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ÷èñëåí-
íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, à èìåííî òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî
ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïðåäñòàâëåííóþ ñóììîé îöåíîê ðàçëè÷íûõ âèäîâ ïî-
ãðåøíîñòåé (âêëþ÷àÿ ïîëíóþ ïîãðåøíîñòü), è âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü,
ïðåäñòàâëåííóþ ñóììîé èñïîëüçóåìûõ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé, îñíîâàííûõ
íà ïðèâåäåííîé â ðàáîòàõ [7, 8] ìåòîäèêå.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È È ÝËÅÌÅÍÒÛ ÎÁÙÅÉ ÒÅÎÐÈÈ ÃËÎÁÀËÜÍÎÉ
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÂ

Ðàññìîòðèì äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé ïî Ôðåøå íåëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë �( )u , çàäàííûé íà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H . Çàäà÷à ñîñòîèò
â ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà �( )u íà íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì çà-

ìêíóòîì ìíîæåñòâå R H� , ò. å. íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå ýëåìåíòû u R
*

� ,

u R* � , ÷òîáû äëÿ ôóíêöèîíàëîâ �( )
*

u è �( )*u âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

� �( ) min ( )
*

u u
u R

�
�

, � �( ) max ( )*u u
u R

�
�

. (1)

Êàê ïðàâèëî, ìåòîäèêà íåïîñðåäñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ è òî÷íîãî èëè ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) îïðåäåëÿåòñÿ ñòðóêòóðîé ôóíêöèîíàëà �( )u è
åãî äèôôåðåíöèàëüíûìè ñâîéñòâàìè, â ÷àñòíîñòè ãðàäèåíòà �� ( )u è âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé ��� ( )u . Ïðèâåäåì äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1) äëÿ ïðîñòîãî
ôóíêöèîíàëà �( )u ñ îäíèì ýêñòðåìóìîì:

— çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà �( )u ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê
îñíîâíàÿ, à óðàâíåíèå �� �( )u 0 õàðàêòåðèçèðóåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìó-
ìà, ïðè ýòîì óñëîâèÿ èëè îãðàíè÷åíèÿ íàêëàäûâàþòñÿ íà ôóíêöèîíàë �( )u è íà
åãî ãðàäèåíò �� ( )u ;

— çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê âñïîìî-
ãàòåëüíàÿ, ñâÿçàííàÿ ñ ðåàëèçàöèåé íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, ò.å. ãëî-
áàëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ �� �( )u 0 , ïðè ýòîì óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïî àðãó-
ìåíòó è ôóíêöèîíàëó âûðàæàþòñÿ â âèäå îãðàíè÷åíèé íà �( )u , �� ( )u , ��� ( )u .

Â äàëüíåéøåì ïðè íàõîæäåíèè îöåíîê õàðàêòåðèñòèê êà÷åñòâà àëãîðèòìà
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ îáà ïîäõîäà.

Â îáùåì ñëó÷àå ñëîæíûõ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, âîçíèêàþùèõ íà
ïðàêòèêå, ïðîöåññ èõ ðåøåíèÿ íîñèò ïðèáëèæåííûé õàðàêòåð è ñîñòîèò â ñëåäó-
þùåì. Ñîãëàñíî ïîëîæåíèé îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ [6] ôóíêöèî-
íàë �( )u àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðèáëèæåííûõ ôóíêöèîíàëîâ
�n u( ) , çàäàííûõ â H èëè ïîäïðîñòðàíñòâàõ H Hn � . Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1)

ñòàâèòñÿ äëÿ ôóíêöèîíàëîâ �n u( ) , ò.å. íåîáõîäèìî îòûñêàòü â R H Hn� � ýëå-

ìåíòû un
*

è un
* òàêèå, ÷òîáû èìåëè ìåñòî óñëîâèÿ

� �n
n

u R
nu u( ) min ( )

*
�

�
, � �( ) max ( )*u un

u R
n�

�
. (2)

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷è (1) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (2).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèîíàë �( )u â îáëàñòè R èìååò êîíå÷íîå ìíîæåñòâî

� � { }ui ( , )i m�1 ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ui , ò.å. òî÷åê, â êîòîðûõ �� �( )ui 0 ,

à �( )ui — ñîîòâåòñòâóþùåå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà �( )u â òî÷êàõ ui .
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Ïóñòü ïîñòðîåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåííûõ äëÿ �( )u ôóíêöèîíàëîâ
�n u( ) . Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ìåòîäà ïåðåõîäà îò
çàäà÷è (1) ê (2).

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ïðè ïðîèçâîëüíîì èëè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n çàäà÷à (2)

�n u( ) � extr ( )u R� èìååò ðåøåíèå un
i è ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì i äëÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè { }un
i ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî lim ( , )

n
n
iu

��
�� � 0 , òî ñ÷èòàþò, ÷òî ìå-

òîä ïåðåõîäà îò çàäà÷è (1) ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çàäà÷ (2) ñõîäèòñÿ. Âûðàæåíèå

�( , )un
i � îïðåäåëÿåò ðàññòîÿíèå îò ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè un

i äî ìíîæåñ-

òâà ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê � .

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåøåíèé un
i çàäà÷è (2) íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ðå-

øåíèþ ui çàäà÷è (1), åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: lim ( , )
n

n
i iu u

��
�� 0 ,

lim ( ( ), ( ))
n

n
i iu u

��
�� � � 0 .

Óñòàíîâëåíèå ñõîäèìîñòè àïïðîêñèìàöèîííîãî ìåòîäà ïåðåõîäà îò çàäà-
÷è (1) ê çàäà÷å (2) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ïîñëåäíåé (ïðè êàæäîì äîïóñòèìîì, ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè n) è ïðîâåäåíèÿ
àïîñòåðèîðíîãî àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êàê ïî àðãóìåíòó,
òàê è ïî ôóíêöèîíàëó.

Íà ïðàêòèêå áîëåå ïîëíûì è öåëåñîîáðàçíûì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ìåòîäà ïåðåõîäà
ê çàäà÷àì (2) è ñîîòâåòñòâèÿ ðåøåíèé çàäà÷ (1) è (2) ïðè óñëîâèè íàëè÷èÿ îöåíîê

� �( , ) ( )un
i

n� 	 1 , � �( , ) ( )u un
i i

n	 2 , � � � �( ( ), ( )) ( )u un
i i

n	 3 ,

ãäå �n
j( ) � 0 ( , , )j �1 2 3 ïðè n � � õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìåòîäà

ïåðåõîäà ê çàäà÷àì (2), à òàêæå ñõîäèìîñòè è òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðå-
øåíèé çàäà÷ (1) è (2).

Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî âîçíèêàþò âîïðîñû îòíîñèòåëüíî óñëîâèé, ïðè
êîòîðûõ áóäóò ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1) èç ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê ýêñòðåìóìà ui ôóíêöèîíàëà �( )u (ïðè ïðîèçâîëü-

íîì èëè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n) áóäåò ñëåäîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê ýêñòðåìóìîâ un
i ôóíêöèîíàëîâ �n u( ) è èõ ñõî-

äèìîñòü ïðè n � � ïî ôóíêöèîíàëó è àðãóìåíòó, ò.å. | ( ) ( )|� �n n
i iu u
 � 0 ,

|| ||u un
i i

H
 � 0 ;

2) èç ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷åê ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèîíàëà �n u( ) áóäåò ñëåäîâàòü
(ïðè êàæäîì äîïóñòèìîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà àïïðîêñèìàöèè n)
ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ýêñòðåìóìîâ ôóíêöèîíàëà �( )u è àïîñòå-
ðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé ïî àðãóìåíòó è ôóíêöèîíàëó.

Â ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòè òî÷êè ýêñòðåìóìà, â ÷àñòíîñòè ìèíèìóìà, â çàäàí-

íîé îáëàñòè R óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ðàññìàòðèâàëèñü â [7].

×òî êàñàåòñÿ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ â R , òî óòâåð-
æäåíèÿ 1 è 2 ìîæíî èññëåäîâàòü òîëüêî ïîñëå îòäåëåíèÿ âñåõ ýêñòðåìàëüíûõ òî-

÷åê, ò.å. ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ïîäîáëàñòåé R , êîòîðûå áóäóò ñîäåðæàòü îäíó òî÷êó
ýêñòðåìóìà. Â êà÷åñòâå òàêèõ ïîäîáëàñòåé öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü çàìêíó-

òûå øàðû S r u Ri i( , ) {� � � : || || }u ri i
 	� ( , )i m�1 , ãäå � i — öåíòð øàðà, îïðå-

äåëÿþùèé òî÷íóþ èëè ïðèáëèæåííóþ ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ôóíêöèîíàëà �( )u
èëè �n u( ) , à ri — ñîîòâåòñòâóþùèé åìó ðàäèóñ, ÷èñëîâûå çíà÷åíèÿ êîòîðîãî íà-
õîäÿòñÿ èç äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî (â øàðå)
ðåøåíèÿ è ñõîäèìîñòè äàííîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé â çàäà÷àõ ãëîáàëüíîé

îïòèìèçàöèè ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ è íàõîæäåíèè îöåíîê òî÷íîñ-

òè ïî àðãóìåíòó è ôóíêöèîíàëó ðàññìîòðèì ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè
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ôóíêöèîíàëîâ �( )u è �n u( ) . Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü ôóíêöèîíàë �n u( )

òàêæå äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìûì ïî Ôðåøå. Óñëîâèÿ áëèçîñòè ôóíêöèîíàëîâ

�( )u è �n u( ) è èõ ïðîèçâîäíûõ �� ( )u , �� n u( ) , ��� ( )u , ���n u( ) îïðåäåëèì ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî íà ýëåìåíòå u R S r� � ( , )� âûïîëíåíû óñëî-

âèÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëîâ �( )u , �n u( ) è èõ ïðîèçâîäíûõ �� ( )u , �� n u( ) ,

��� ( )u , ���n u( ) , åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå ôóíêöèîíàëû � j n u( , ) � 0 ïðè n � �
( , , )j �1 2 3 , ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

| ( ) ( ) | ( , )� � �u u n un
 	 1 , (3)

� � �� 
 � 	( ) ( ) ( , )u u n un 2 , (4)

�� 
 �� 	� � �( ) ( ) ( , )u u u nn 3 . (5)

Ïðàâîìåðíîñòü ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ áëèçîñòè â øàðå S r( , )� ôóíêöè-

îíàëîâ �( )u è �n u( ), à òàêæå èõ äâóõ ïðîèçâîäíûõ ïîäòâåðæäåíà òåì, ÷òî ýòè íå-
ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû ìîãóò èìåòü ìíîãî ýêñòðåìàëüíûõ òî÷åê, äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ êîòîðûõ è ñõîäèìîñòü èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ èõ óòî÷íå-
íèÿ âûïîëíÿþòñÿ â ðàçíûõ, äîâîëüíî ìàëûõ îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ òî÷åê. Óñëî-
âèÿ (3)–(5) â äàëüíåéøåì òàêæå áóäóò èñïîëüçîâàíû ïðè íàõîæäåíèè îöåíîê
áëèçîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé ôóíêöèîíàëîâ �( )u è �n u( ) .

Âñå ïîñëåäóþùèå òåîðåìû, òåîðåòè÷åñêèå è ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû îòî-
áðàæàþò çàäà÷ó ãëîáàëüíîé ìèíèìèçàöèè íåëèíåéíîãî ôóíêöèîíàëà �( )u , ïî-
ñêîëüêó çàäà÷à ãëîáàëüíîé ìàêñèìèçàöèè ðåøàåòñÿ àíàëîãè÷íî. Â ñâÿçè ñ ýòèì

ýêñòðåìàëüíóþ òî÷êó ìèíèìóìà â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü u* .
Èòàê, ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè äèôôåðåíöèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà

�( )u íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå R ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â R ñîäåðæèòñÿ åäèíñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà u* . Çàäà÷à çà-

êëþ÷àåòñÿ â ïðèâåäåíèè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ u R* �
è óòî÷íåíèè åãî èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè. Òàêàÿ çàäà÷à ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâè-
ÿõ îòíîñèòåëüíî �( )u , �� ( )u , ��� ( )u ðàññìàòðèâàëàñü â [7] ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà
ïðîåêöèè ãðàäèåíòà, ñîñòîÿùåãî â ïîñòðîåíèè ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðîåêòèðî-
âàíèÿ PR íà R ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

u P u uk
R

k
k

k� � 
 �1 ( ( ))� � , (6)

ãäå ( ( ))w P uR� îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì w R� , || || || ||w u u z
z R


 � 

�
inf .

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèîíàë �( ) ( )u C R� 1 , ò.å. íåïðåðûâíî äèô-

ôåðåíöèðóåìûé íà ìíîæåñòâå R , à åãî ãðàäèåíò �� ( )u äëÿ ëþáîãî u R� óäîâëåò-

âîðÿåò óñëîâèÿì

|| ( ) ( ) || || ||� �� 
 � 	 
u u M u u1 2 1 2 , (7)

( ( ) ( ), ) || ||� �� 
 � 
 � 
u u u u m u u1 2 1 2 1 2 , m  0 . (8)

Èìåþò ìåñòî òðè òåîðåìû, àíàëîãè êîòîðûõ ïðèâåäåíû è äîêàçàíû â [7].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü R H� — îãðàíè÷åííîå, âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,

�� ( )u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7), (8). Òîãäà ïðè � �� k , ãäå 0 2 2� � 
� mM ,

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

— óðàâíåíèå u P u u DuR� 
 � �( ( ))�� èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

u R S r* ( , )� � � ;

— ïîñëåäîâàòåëüíîñòü uk , ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî (6), ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

u* , à ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè è îöåíêà ïîãðåøíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ íåðàâåíñòâîì

|| || || || ( ) [ ]*u u u u q qk k
 	 
 
 
1 0 11 , k � 0 1, ,� ,

ãäå q m M� 
 � �( ) /1 2 12 2 1 2� � â ñèëó 0 2 2� � 
� mM .
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Â ñëåäóþùåé òåîðåìå óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà ôóíê-

öèîíàëà �( )u â îáëàñòè R (íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n) âûòåêàåò ñóùåñòâîâàíèå ñîîò-

âåòñòâóþùåé òî÷êè ìèíèìóìà un
* ôóíêöèîíàëà �n u( ) è ñõîäèìîñòü ìåòîäà

ïåðåõîäà ê �n u( ) .

Òåîðåìà 2. Ïóñòü R H� — îãðàíè÷åííîå, âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,
�n u( ) — íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé ôóíêöèîíàë, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëî-
âèþ (4). Òîãäà â óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 áóäóò ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

— ôóíêöèîíàë �n u( ) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

|| ( ) ( ) || || ||� 
 � 	 
� �n n nu u M u u1 2 1 2 , (9)

( ( ) ( ), ) || ||� 
 � 
 � 
� �n n nu u u u m u u1 2 1 2 1 2
2 , mn  0, (10)

äëÿ âñåõ u R� , ò.å. èìååò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà u Rn
* � ;

— íàéäåòñÿ òàêîå n1, ÷òî ïðè n n� 1 áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî qn � 1;

— ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un
k , ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî (6) äëÿ ôóíêöèîíàëà

�n u( ) ïðè n � � , k � �, ñõîäèòñÿ ê u* — ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå ìèíèìóìà

ôóíêöèîíàëà �( )u . Ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè è îöåíêà ïîãðåøíîñòè õàðàêòåðèçóþò-
ñÿ íåðàâåíñòâîì

|| ||
( , ) || ||

*
( )

u u
n u

q

u

q
qn

k n
k

n

n

n
n
k
 	



�



��� 2

0
1

1 1
,

ãäå q m Mn n n� 
 �1 2 2 2� � , u Pn R n
( ) ( ( ))0 0 0� 
 ��� , � ��n ( )0 0 .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îáðàòíîå óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè ìèíèìóìà
çàäà÷è (1) ïî äàííûì ñóùåñòâîâàíèÿ ìèíèìóìà çàäà÷è (2).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü R H� — îãðàíè÷åííîå, âûïóêëîå, çàìêíóòîå ìíîæåñòâî,
�n u( ) — äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé ôóíêöèîíàë, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèé óñëîâèÿì (4), (5), (9), (10), è ïðè ôèêñèðîâàííîì äîïóñòèìîì çíà÷åíèè n
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

q n c M n c n cn n� � � �2 2 13
2

3
2

3�� � � � �( , ) ( , ) ( , ) .

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

— ôóíêöèîíàë �( )u óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (7), (8) äëÿ âñåõ u R� , ò.å. èìå-

åò åäèíñòâåííóþ òî÷êó ìèíèìóìà u R* � ;

— ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un
k , ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî (6) äëÿ ôóíêöèîíàëà

�n u( ) ïðè 0 2 2� � 
� m Mn n , n � � , k � �, ñõîäèòñÿ ê u* , ïðè÷åì èìååò ìåñòî

îöåíêà ïîãðåøíîñòè
|| ||

( , ) || ||
*

*

u u
n u

q

u

q
qn

k n n

n
n
k
 	



�



��� 2

0
1

1 1
.

Îòñþäà ïðè k � 0 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

|| ||
( , ) || ||

*
*

u u
n u

q

u

q
rn

n n

n


 	



�



	0 2
0

1 1

��
,

êîòîðîå õàðàêòåðèçóåò îöåíêó áëèçîñòè òî÷åê ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëîâ �( )u è
�n u( ) .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè
ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ðåøàòü ïðè äàííûõ óñëîâè-
ÿõ ãëàäêîñòè ôóíêöèîíàëîâ �( )u è �n u( ) ïðîáëåìó îòäåëåíèÿ âñåõ òî÷åê � i ýêñ-

òðåìóìîâ �n u( ), êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ öåíòðàìè øàðîâ S ri i( , )� åäèíñòâåííîñòè

ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê ýêñòðåìóìîâ ui
* ôóíêöèîíàëà �( )u . Çíà÷åíèÿ � �( )i áó-

äóò ïðèáëèæåííûìè ýêñòðåìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèîíàëà �( )u , èç êîòî-
ðûõ âûáèðàþòñÿ ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèÿ äëÿ ïîñëåäóþùåãî
óòî÷íåíèÿ (â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè) èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè.
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Ïîñòðîåíèå ôóíêöèîíàëîâ �n u( ) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñëîæíîñòè ôóíê-
öèîíàëà �( )u . Íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàöèîííûå ìåòîäû
âûðîæäåííûõ ÿäåð è ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ çàäà÷ó ïîèñêà
òî÷åê ýêñòðåìóìà ôóíêöèîíàëîâ �( )u è �n u( ) ìîæíî ñâåñòè ê çàäà÷å ãëîáàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ÑÍÑÓ, ïîëó÷åííîé èç óñëîâèÿ

�� �( )u 0 èëè � ��n u( ) 0 . (11)

Ïóñòü óðàâíåíèÿ (11) ïðåäñòàâëÿþò íîðìàëüíóþ ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑÍÀÓ) n-ãî ïîðÿäêà âèäà

u f u u u

u f u u u
n

n

1 1 1 2

2 2 1 2

�
�

( , , , ),
, ( , , , ),

............

�

�

� ..................
( , , , ),u f u u un n n�

�

�
�

�
�

1 2 �

(12)

ãäå ôóíêöèè f f f n1 2, , ,� îïðåäåëåíû è äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóå-
ìû íà íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè G äåéñòâèòåëüíîãî àðèôìåòè÷åñêîãî
n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà En , ìåòðèçîâàííîãî ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Q , ò.å.
êàæäîé ïàðå òî÷åê �, w En� , ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíò � �( , )w Q� , îïðåäåëÿþ-
ùèé ðàññòîÿíèå ìåæäó � è w.

Ñèñòåìó (12) ïðåäñòàâèì â ýêâèâàëåíòíîì îïåðàòîðíîì âèäå

F u u F u( ) ( )� 
 � 0 , (13)

ãäå u u u u En n� �( , , , )1 2 � — âåêòîð, F u f u f u f un( ) ( ( ), ( ), , ( ))� 1 2 � — âåê-

òîð-ôóíêöèÿ. Ïóñòü âñå ðåøåíèÿ { }u j ( , )j l�1 ñèñòåìû (16), (17) ïðèíàäëåæàò

n-ìåðíîìó çàìêíóòîìó êóáó R u u u un� �{ ( , , , )1 2 � : a u b i ni i i	 	 �( , )1 ,


� � � � ��a b , d b a En� 
 �( )} .

Îïðåäåëåíèå. Ñõîäÿùàÿñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü u u u k1 2, , ...� �� òî÷åê En

íàçûâàåòñÿ ðàçðåøàþùåé äëÿ íåïðåðûâíîãî îïåðàòîðà F u( ) , åñëè

�( , ( ))u F uk k � 0 ïðè k � � .

Äëÿ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (12), (13) ïðèìåíèì �s-àëãîðèòì, ñîñòàâ-

ëÿþùèå êîòîðîãî è ïîðÿäîê îòäåëåíèÿ âñåõ èçîëèðîâàííûõ â R ðåøåíèé ïðèâå-
äåíû â [8]. Ñóòü �s-àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

F u( ) îòîáðàæàåò R â ñåáÿ. Ïðîâîäèòñÿ ðàâíîìåðíîå ìíîãîýòàïíîå äåëåíèå êóáà

R íà ðàâíûå êóáèêè, öåíòðû êîòîðûõ îáðàçóþò â R ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �k -ñå-

òåé, ýëåìåíòû u j êîòîðûõ îïåðàòîðîì F u( ) îòîáðàæàþòñÿ â F u j( )-ýëåìåíòû
	 k -ñåòåé. Èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ u j k�� è F u j k( ) �	 , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèÿì áëèçîñòè ïî íåâÿçêå è àðãóìåíòàì, à òàêæå ñîñåäíèõ �k -ñåòåé
ñòðîÿòñÿ ðàçðåøàþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ãðóïïèðóþùèåñÿ âîêðóã ðåøåíèé
ñèñòåìû. Ïðîöåññ çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàæäîãî ðåøåíèÿ
íàéäåòñÿ ýëåìåíò, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ çàäàííàÿ òî÷íîñòü ïî ôóíêöèîíàëó
èëè áóäóò âûïîëíÿòüñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ
ñèñòåìû (13) è ñõîäèìîñòè èñïîëüçóåìîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà. Òàêèì îáðà-

çîì, ðåàëèçóåòñÿ ïðîöåññ îòäåëåíèÿ âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (13) â îáëàñòè R .
Óòî÷íåíèå îòäåëåííûõ ðåøåíèé äî òðåáóåìîé òî÷íîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ èòåðà-
öèîííûìè ìåòîäàìè, îáùèé âèä êîòîðûõ ïðåäñòàâèì ôîðìóëîé

u u gk k
k k

� � 
1 � ( , , )k � 0 1 � , (14)

ãäå gk — îïåðàòîð, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ èòåðàöèîííîãî ìå-
òîäà, à � k — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, õàðàêòåðèçóþùàÿ åãî
øàã. Êðèòåðèé âûáîðà gk è � k îïðåäåëÿåò èòåðàöèîííûé ìåòîä. Ñóùåñòâîâà-
íèå åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (13) è ñõîäèìîñòè ìåòîäà (14) äîêàçà-
íî â ñëåäóþùåé òåîðåìå [9].
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Òåîðåìà 4. Ïóñòü â øàðå S r( , )� , ãäå � — îäíî èç ðåøåíèé � i ñèñòåìû (13),

à r — ñîîòâåòñòâóþùåå åìó çíà÷åíèå ri , âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

|| ( )||F � �	 0 , || ( )|| ( , )F u M r� 	 � , || ( ) || ( , )�� 	F u N r� ,

|| ( ( ) , ) ( , ) || ||F u h h m r h� � � 2 èëè || ( ) || ( , ) || ||F u h m r h� � � ,

ãäå �0 , M r( , )� , N r( , )� , m r( , )� — êîíñòàíòû, îáåñïå÷èâàþùèå âûïîëíåíèå
óñëîâèé

q r q M r N r m r( ) ( , ( , ), ( , ), ( , ))� �� � � �0 1 ,


 
 � � � �( ) ( , ( , ), ( , ), ( , ))r M r N r m r r� 	0 .

Òîãäà óðàâíåíèå (13) èìååò â øàðå S r( , )� åäèíñòâåííîå ðåøåíèå uk
* , ê êîòî-

ðîìó ñõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }u k , ïîñòðîåííàÿ ñîãëàñíî (14) ïðè ñîîò-

âåòñòâóþùåì âûáîðå gk è � k , ïðè÷åì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè è îöåíêà ïîãðåø-
íîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ íåðàâåíñòâîì

� ( ): || || ( , ( , ), ( , ), ( , ))[ ( )]*u u u M r N r m r q rk
k k� 
 	 
 � � � �0 ,

ïðåäñòàâëÿþùèì ïîãðåøíîñòü ìåòîäà. Ïðè k � 0 èìååì

|| || ( , ( , ), ( , ), ( , )),*u u M u r N u r m u r
 	0
0

0 0 0
 �

÷òî õàðàêòåðèçóåò áëèçîñòü òî÷íîãî è ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ, êîòîðîå ìîæåò ñëóæèòü íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ èòåðàöèîííî-
ãî ìåòîäà. Åñëè ïðèíÿòü, ÷òî

g Fuk
k� , � k

k k k

k k

F u F u F u

F u F u
�

�( ( ) ( ), ( ))

|| ( ) ( ) ||2
, (15)

òî ñîãëàñíî ôîðìóëå (14) ïîëó÷èòñÿ ìåòîä ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê ñî çíà÷åíèÿ-

ìè q r
m

M

N

m
( ) ( ) /� 
 �1

2

2

2

1 2 0

2

�
, 


�
( )

( ( ))
r

m q r
�



0

1
, �u

m q r
q rk

k�



�0

1( ( ))
[ ( )] .

ÎÖÅÍÊÈ ÒÎ×ÍÎÑÒÈ

Â çàâèñèìîñòè îò êëàññîâ ðåøàåìûõ çàäà÷ è èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå îöåíêè ïîãðåøíîñòåé: àïðèîðíûå è àïîñòåðèîðíûå, ìà-
æîðàíòíûå è àñèìïòîòè÷åñêèå, äåòåðìèíèðîâàííûå è ñòîõàñòè÷åñêèå. Ìåòîäû
ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé ìîæíî ðàçäåëèòü íà òàêèå ãðóïïû: àíàëèòè-
÷åñêèå, àëãîðèòìè÷åñêèå èëè ïðîãðàììíûå, ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è
êîìáèíèðîâàííûå.

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ñïîñîáû ïîëó÷åíèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ àïðè-
îðíûõ è àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê ïîãðåøíîñòè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëî-
áàëüíîé îïòèìèçàöèè ïóòåì ïðèìåíåíèÿ êîìáèíèðîâàííîãî ìåòîäà îòäåëåíèÿ
âñåõ ðåøåíèé â çàäàííîé îáëàñòè è èõ èòåðàöèîííîãî êîìïüþòåðíîãî óòî÷íå-
íèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷ ñîïðîâîæäàåòñÿ ñëåäóþùèìè
âèäàìè ïîãðåøíîñòåé: íåóñòðàíèìîé, ìåòîäà, îêðóãëåíèÿ è ïîëíîé. Ñî÷åòàíèå
ïîãðåøíîñòåé àïïðîêñèìàöèè, ìåòîäà è îêðóãëåíèÿ íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíîé.
Ïðè ðåàëèçàöèè �s-àëãîðèòìà ïîãðåøíîñòü ïî íåâÿçêå êàæäîãî ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (13) ìîæíî îòíåñòè ê íåóñòðàíèìîé ïîãðåøíîñòè, à îñòàëü-
íûå — ê âû÷èñëèòåëüíîé. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêà ïîëíîé ïîãðåøíîñòè ãëîáàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) áóäåò èìåòü âèä

|| || || || || || || ||* * * *u u u u u u u un
k

n n n
k

n
k

n
k
 	 
 � 
 � 
� � , (16)

ãäå ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðàâîé ÷àñòè || ||* *u un
 îïðåäåëÿåò íåóñòðàíèìóþ ïî-

ãðåøíîñòü, âòîðîå — ïîãðåøíîñòü ìåòîäà, à òðåòüå — ïîãðåøíîñòü îêðóãëå-
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íèÿ, âû÷èñëåííóþ ïî ìåòîäèêå, ïðèâåäåííîé â [10]. Ïåðâîå ñëàãàåìîå, õàðàê-
òåðèçóþùåå òî÷íîñòü ïðè îòäåëåíèè âñåõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóåò ïîãðåø-
íîñòè íåâÿçêè êàæäîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåé
âîçìîæíîñòü åãî óòî÷íåíèÿ èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè, âòîðîå ñëàãàåìîå —
ïîãðåøíîñòè òàêîãî óòî÷íåíèÿ.

Èçâåñòíî, ÷òî îäíîé èç îñíîâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïîãðåøíîñòè ìåòîäà ÿâëÿ-
åòñÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè (äèñêðåòèçàöèè), ò.å. ïîãðåøíîñòü, âîçíèêàþ-
ùàÿ â ðåçóëüòàòå àïïðîêñèìàöèè (çàìåíû) èñõîäíîé (òî÷íîé) çàäà÷è ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ ïðèáëèæåííûõ çàäà÷. Ýòà ïîãðåøíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ôóíêöèîíà-
ëîì, ñòðóêòóðó è ñâîéñòâà êîòîðîãî îïðåäåëÿþò ýëåìåíòû èñõîäíîé çàäà÷è è
÷èñëåííîãî ìåòîäà. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî òðåáîâàòü, ÷òîáû ôóíêöèîíàë,
õàðàêòåðèçóþùèé ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïåðåõîäà ê ïðèáëèæåííûì çàäà÷àì, îòðà-
æàë áëèçîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòîâ òàêèõ çàäà÷ â íåêîòîðûõ îáëàñòÿõ
(øàðàõ), ñîäåðæàùèõ åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ èñõîäíîé è ïðèáëèæåííûõ çàäà÷.
Êîíêðåòíûé ïðèìåð ðàññìîòðåí â [9] ïðè îòäåëåíèè âñåõ ðåøåíèé îäíîãî êëàññà
íåëèíåéíûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé.

Ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ òî÷íîñòü êîìïüþòåðíîé ðåàëèçà-

öèè âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà, õàðàêòåðèçóåòñÿ îöåíêîé || ||u un
k

n
k
 � , ãäå un

k —

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå òåîðåòè÷åñêè áåç ó÷åòà îïåðàöèè îêðóãëå-

íèÿ, à un
k
� — ïðèáëèæåííîå êîìïüþòåðíîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ñ îêðóãëåíè-

åì âñåõ åãî ñîñòàâëÿþùèõ, àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé è êîíå÷íîãî ðåçóëüòàòà

äî �- äâîè÷íûõ ðàçðÿäîâ â ìàíòèññå. Â îñíîâó ìåòîäèêè [10] çàëîæåíî ïðåäñòàâ-

ëåíèå ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà a â âèäå à à� �( )1 � , ãäå a — îêðóãëåííîå

çíà÷åíèå a ñîãëàñíî äëèíå ìàíòèññû êîìïüþòåðà � , à � — îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-

íîñòü a. Ðàçíîñòü | |a a a
 	 � âûðàæàåò àáñîëþòíóþ ïîãðåøíîñòü ÷èñëà a .

Â ýòîì ñëó÷àå �a a a a� 
 � � èëè
�a

a
� � , à ïîãðåøíîñòü îêðóãëåíèÿ (16) ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

|| || || || ( , , ) , ( )u u u n k cn
k

n
k

n
k
 	 


� �
�� 106 2 . (17)

Ôóíêöèÿ �( , , )n ê ñ , ãäå ñ — íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à n è k õàðàêòåðèçóþò ñî-
îòâåòñòâåííî ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû (12) è êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ èòåðàöèé
â ìåòîäå ìèíèìàëüíûõ íåâÿçîê (14) ïðè çíà÷åíèÿõ � k kg, âèäà (15), îïðåäåëÿåò
îöåíêó êîëè÷åñòâà îêðóãëåíèé àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðè âû÷èñëåíèè

|| ||un
k
� , ò.å. âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü.

ÎÖÅÍÊÀ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ

Ïðè ãëîáàëüíîì ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè íåëèíåéíûõ
ôóíêöèîíàëîâ àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ îöåíêè N ( )� âû÷èñëèòåëüíîé
ñëîæíîñòè ýòîãî ïðîöåññà. Â äàííîì ñëó÷àå ýòà îöåíêà ñîñòîèò èç ñóììû
òðåõ ñîñòàâëÿþùèõ:

— îöåíêè N1 ( )� , õàðàêòåðèçóþùåé ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ F u( ) èç (13)
â îäíîé òî÷êå, à òàêæå �s-àëãîðèòìà èëè îáùåãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ �k -ñåòîê, íà êî-
òîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ F u( ) äî ìîìåíòà îòäåëåíèÿ âñåõ ðåøåíèé èëè ïîëó÷åíèÿ
�-ðåøåíèé ïî íåâÿçêå äëÿ âñåõ òî÷íûõ ðåøåíèé;

— îöåíêè N 2 ( )� ñëîæíîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà óòî÷íåíèÿ âñåõ îòäåëåí-
íûõ ðåøåíèé äî ïîëó÷åíèÿ �-ðåøåíèé ïî àðãóìåíòó;

— îöåíêè N 3 ( )� ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé �( )u èëè �n u( ) â íàéäåí-
íûõ ýêñòðåìàëüíûõ òî÷êàõ.

Ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ îöåíîê N1 ( )� , N 2 ( )� è N u3 ( ) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,
÷òî ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ ìîãóò îòäåëÿòñÿ íà ðàçíûõ ñåòêàõ, êàê è äîñòèãàòü çàäàí-
íîé òî÷íîñòè ïî àðãóìåíòó íà ðàçíûõ èòåðàöèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî îöåíêè
N N N1 2 3( ), ( ), ( )� � � ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè ÷àñòÿìè ïîãðåøíîñòè îêðóãëåíèÿ
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èç (17), ò.å. ôóíêöèè �( , , )n k c . Ýëåìåíòû ìåòîäèêè ïîëó÷åíèÿ òàêèõ îöåíîê,
à òàêæå âàæíûå âîïðîñû îïòèìèçàöèè çà ñ÷åò ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âû÷èñëåíèé
ðàññìîòðåíû â [11].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðèâåäåííàÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìåòîäèêà ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ïîëíîé ïîãðåø-
íîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè êîìáèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî
ðåøåíèÿ ÑÍÑÓ ïîçâîëÿåò íå òîëüêî îïðåäåëÿòü åãî âîçìîæíîñòè ïî òî÷íîñòè
è áûñòðîäåéñòâèþ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, íî è ñòàâèòü è ðå-
øàòü çàäà÷ó îïòèìèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà ïî äàííûì õàðàêòåðèñòè-
êàì ïðè ðåøåíèè äðóãèõ ñëîæíûõ çàäà÷, êîòîðûå ïîÿâëÿþòñÿ â ðåçóëüòàòå íà-
ó÷íî-òåõíè÷åñêîãî ïðîãðåññà.
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