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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôóçèîííàÿ ìîäåëü ñî ñêà÷êàìè, çàäàííàÿ ñòîõàñòè÷åñ-
êèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì ñ êîíå÷íîé ïóàññîíîâñêîé ìåðîé, êîýôôèöèåíòû êî-
òîðîãî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà. Äîêàçàíî, ÷òî ïðè ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ ñõîäÿòñÿ êàê
ðåøåíèÿ, òàê è ìîìåíòû èõ âûõîäà èç ïîëîñû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, ìîìåíòû âûõîäà, ñõîäè-
ìîñòü ïðîöåññîâ, óñëîâèå ßìàäà, ïóàññîíîâà ìåðà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Äèôôóçèîííûå ìîäåëè ñî ñêà÷êàìè èìåþò äîñòàòî÷íî øèðîêîå ïðèìåíåíèå,
ïðè÷åì îñîáî âàæíóþ ðîëü îíè èãðàþò â ìîäåëèðîâàíèè öåíîâûõ ïðîöåññîâ
íà ôîíäîâîì ðûíêå. Èìåííî ïîýòîìó èññëåäîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîäîáíûìè
ìîäåëÿìè, â ÷àñòíîñòè çàäàâàåìûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè äèôôåðåíöèàëüíûìè
óðàâíåíèÿìè (ÑÄÓ), äîâîëüíî àêòóàëüíû. Â äèôôóçèîííûõ ìîäåëÿõ ñî ñêà÷-
êàìè ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ èíâåñòîðà
çàäàåòñÿ ìîìåíòàìè âûõîäà öåíîâîãî ïðîöåññà çà íåêîòîðûé óðîâåíü (ñì., íà-
ïðèìåð, [1, 2]).

Íà ïðàêòèêå ÷àñòî êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðóþùåãî íåêèé ïðî-
öåññ, íåèçâåñòíû è îöåíèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.
Â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ áëèçêè ê êîýôôè-
öèåíòàì óðàâíåíèÿ, çàäàþùåãî ìîäåëèðóåìûé ïðîöåññ. Òàêèì îáðàçîì, õîòåëîñü
áû ãàðàíòèðîâàòü, âî-ïåðâûõ, áëèçîñòü â íåêîòîðîì ñìûñëå ðåøåíèé ïðèáëè-
æåííûõ óðàâíåíèé ê ðåøåíèþ íà÷àëüíîãî óðàâíåíèÿ è, âî-âòîðûõ, áëèçîñòü
îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé, êîòîðûå çàäàþòñÿ ìîìåíòàìè âûõîäà ïðîöåññîâ çà
ïðåäåëû ïîëîñû.

Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå âûøå, â äàííîé ðàáîòå ñôîðìèðîâàíû óñëîâèÿ, ãàðàíòèðó-
þùèå ñõîäèìîñòü ðåøåíèé óðàâíåíèé ñî ñêà÷êàìè è ìîìåíòîâ âûõîäà ýòèõ ðåøå-
íèé çà ïðåäåëû ïîëîñû â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèé. Êàê âñïî-
ìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åíà óñòîé÷èâîñòü ìîìåíòîâ âûõîäà ïî îòíîøåíèþ
ê ãðàíèöàì ïîëîñû. Äàííûé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò îñîáûé èíòåðåñ, òàê êàê óðàâíå-
íèÿ, çàäàþùèå ãðàíèöû ïîëîñû, âûõîä èç êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèåé
äëÿ èíâåñòîðà, î÷åíü ðåäêî ïîäëåæàò òî÷íîìó ðåøåíèþ.

Âîïðîñ ñõîäèìîñòè ðåøåíèé óðàâíåíèé ñî ñêà÷êàìè ðàññìàòðèâàëñÿ â [3, 4]
è âî ìíîãèõ ìîíîãðàôèÿõ, íàïðèìåð â [5, 6]. Íîâèçíà äàííîé ðàáîòû çàêëþ÷àåò-
ñÿ â òîì, ÷òî íà êîýôôèöèåíò äèôôóçèè âìåñòî óñëîâèÿ Ëèïøèöà íàêëàäûâàåòñÿ
áîëåå ñëàáîå óñëîâèé ßìàäà. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü
óðàâíåíèÿ Êîêñà–Èíãåðñîëëà–Ðîññà, êîòîðûå ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ â ôèíàíñîâîì
ìîäåëèðîâàíèè.

Ñòàòüÿ ïîñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ðàçä. 1 îïðåäåëÿåòñÿ îñíîâíîé
îáúåêò èññëåäîâàíèÿ è îïèñûâàþòñÿ âñå ïðåäïîëîæåíèÿ. Â ðàçä. 2 ïðåäñòàâëåíû
ðåçóëüòàòû äëÿ óðàâíåíèé áåç ñêà÷êîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ. Â ðàçä. 3 óñòàíîâëåíà ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ÑÄÓ
ñî ñêà÷êàìè, â ðàçä. 4 — ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ âûõîäà èç ïîëîñû.

1. ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÎÁÚÅÊÒ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Ïóñòü ( , , , , )� F F t Pt{ }� 0 — ïîëíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ ôèëüòðà-
öèåé, óäîâëåòâîðÿþùåé îáû÷íûì óñëîâèÿì.
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Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé

X t X b s X s ds s X s dW sn n n

t

n n

t

n( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( )� � � �� �0

0 0

�

� � ��� f s X s d ds n tn

t

n

0

0 0( , ( ), ) ( , ), ,� � � , (1)

ãäå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ X n ( )0 ÿâëÿþòñÿ F0-èçìåðèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷è-

íàìè, êîýôôèöèåíòû bn n, :� � � �
� � � èçìåðèìû, { }W t t( ), � 0 — âèíåðîâ-

ñêèé ïðîöåññ îòíîñèòåëüíî ôèëüòðàöèè { }F tt , � 0 , � �( , )d dt — ïóàññîíîâñêàÿ

ìåðà, äëÿ êîòîðîé E d dt d dt� � � �( , ) ( ) ,� ïðè÷åì �( )� 	 
 .

Ïðåäïîëàãàåì âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåí-
òîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé óðàâíåíèÿ (1):

Ó1n ) äëÿ âñåõ � � 0 âûïîëíÿåòñÿ sup [| ( ) | ]
n

nE X
�

	 

1

0 � ;

Ó2n ) êîýôôèöèåíòû bn è � n íåïðåðûâíû ïî âñåì ïåðåìåííûì;

Ó3n ) ëèíåéíûé ðîñò êîýôôèöèåíòîâ

| ( , ) | | ( , ) | ( | | )b t x t x L xn n� � �� 1 2 , t x� 0, � ;

Ó4n ) óñëîâèå Ëèïøèöà íà êîýôôèöèåíò bn :

| ( , ) ( , ) | | | , , ,b t x b t y L x y t x yn n� � � � 0 � ;

Ó5n ) óñëîâèå ßìàäà: ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ � n :

� �
� �� , ÷òî � n u du�

�
� � 
2

0

( ) è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

| ( , ) ( , ) | (| | ), , ,� � �n n nt x t y x y t x y� � � � 0 �;

Ó6n ) êîýôôèöèåíò f s xn ( , , )� íåïðåðûâåí ïî x äëÿ âñåõ s è ïî÷òè âñåõ � ïî
ìåðå � �( )d ;

Ó7n ) êîýôôèöèåíò f n îãðàíè÷åí: | ( , , ) |f t x Ln � 	 ;

Ó8n ) | ( , , ) ( , , ) | ( ) | |

�

� � � �f t x f t x d L x xn n� � � �2
1 2

2 .

Îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïðåäïîëîæèì ñëåäóþùåå:

U1n ) äëÿ âñåõ � � 0 èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü íà÷àëüíûõ óñëîâèé

E X X nn[ ( ) ( )] ,0 0 00� � � 
� ;

U2n ) äëÿ âñåõ t x� 0, � èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ

b t x b t x t x t x nn n( , ) ( , ), ( , ) ( , ),� � � 
0 0� � ;

U3n ) äëÿ âñåõ t x�  0, ,� �� èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

f t X s f t X s nn n n( , ( ), ) ( , ( ), ),� �� � 
0 .

2. ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÁÅÇ ÑÊÀ×ÊÎÂ

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû äëÿ óðàâíåíèé áåç ñêà÷êîâ:

Z t Z b s Z s ds s Z s dW s nn n

t

n n

t

n n( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ),� � �� �0

0 0

� � �0 0, t . (2)

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò îòíîñèòåëüíî ðåøåíèé ÑÄÓ (2) áåç ïóàññîíîâñêîé
ìåðû ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòà, ïîëó÷åííîãî â [7], äëÿ ïðîöåññîâ ñî ñëó-
÷àéíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2)
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ó1n )–Ó5n ) è U1n ), U2n ). Òîãäà E Z t Z tn[| ( ) ( ) | ]� �0 0,
n � 
 , ïðè÷åì ñõîäèìîñòü èìååò ìåñòî ðàâíîìåðíî íà êîíå÷íûõ ïðîìåæóòêàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëücòâî äàííîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñò-
âó òåîðåìû 4.1 èç [7].

Òàêæå àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî â [8], ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèé ðå-
çóëüòàò îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè ðåøåíèé ÑÄÓ (2)
áåç ïóàññîíîâñêîé ìåðû ê ãðàíè÷íîìó ïðîöåññó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ó1n )–Ó5n ) è U1n ), U2n ). Òîãäà äëÿ

T � �0 0, � èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

P Z t Z t
t T

n
�

�
� � � �

�
� �


sup | ( ) ( ) |
[ , ]0

0 0� , n � 
 .

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ïðåäûäóùåé òåîðåìû, òî äëÿ
ëþáîãî � � 0

E Z t Z t nn( | ( ) ( ) | ) ,� � � 
0 0� .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè { }| ( ) ( ) | ,Z t Z t nn � �0 1.

Ïîä ìîìåíòàìè âûõîäà èç ïîëîñû [ , ] : , ,l r l r l r 	� , ïðîöåññîâ Z tn ( )
è Z t0 ( ) áóäåì ïîíèìàòü ìîìåíòû âûõîäà

	
Z

l r
n
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t Z t l r n
[ , ]

inf [ , ) : ( ) [ , ] ,�  
 � �{ }0 0 .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [9].

Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ ïðîöåññîâ Z tn ( ) âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ó1n )–Ó5n ):
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç óñëîâèé ëåììû 1 	
Z

l r

n

[ , ] 	 
 ïî÷òè

íàâåðíîå äëÿ êàæäîãî n � 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ó1n )–Ó5n ) è îäíî èç óñëîâèé ëåì-

ìû 1. Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

	 	 

 

Z

l r P

Z

l r

0 0

0
[ , ] [ , ] ,

� � � � �, 	 	 

 

Z

l r P

Z

l r

0 0

0[ , ] [ , ] ,� � � � � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì òîëüêî äëÿ
ïåðâîé ñõîäèìîñòè. Âòîðóþ ñõîäèìîñòü ìîæíî äîêàçàòü àíàëîãè÷íî. Î÷åâèäíî,

÷òî 	 	
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l r

Z

l r

0 0
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0 0

� � � � �
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Ðàññìîòðèì ïåðâîå íåðàâåíñòâî

P Z l P
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 ,

ãäå èñïîëüçîâàíî ñòðîãîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî.
Èç ìîíîòîííîñòè âåðîÿòíîñòè ìîæåì çàïèñàòü, ÷òî
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� � � � �
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0 0 0P Z t l Z l P

t t
� � �

�
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Ïîñêîëüêó êîýôôèöèåíò äèôôóçèè â òî÷êå l ïîëîæèòåëåí, òî èç ñâîéñòâ äèô-

ôóçèîííûõ ïðîöåññîâ P Z t l Z l
t

�

�
� � � �

�
��


min ( ) , ( )
[ , ]0

0 0 0 0
�

.

Òåîðåìà äîêàçàíà.

3. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÄÓ ÑÎ ÑÊÀ×ÊÀÌÈ

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ÑÄÓ (1) ñ êîíå÷íûìè ïóàññîíîâñêèìè ìåðàìè. Äëÿ
i� 0 îáîçíà÷èì ÷åðåç 	 i i-é ìîìåíò ñêà÷êîâ ïóàññîíîâñêîé ìåðû �( , [ , ])� 0 t .

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò êàñàåòñÿ èíòåãðèðóåìîñòè ïðîöåññà X n .

Ëåììà 2. Ïóñòü êîýôôèöèåíòû ÑÄÓ (1) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ó1n )–Ó7n ).

Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ C, íåçàâèñèìàÿ îò n, ÷òî äëÿ âñåõ t � 0 è � � 0

E X t E X C t C tn n| ( ) | [ | ( ) | ] exp[ ]� �	 � � � �0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ âñåõ � � 2 p ,

p N .
Ïóñòü R � 0 ôèêñèðîâàííîå. Ââåäåì òàêèå îáîçíà÷åíèÿ:

A X s RR t
t

n t AR t,
[ , ]

: sup | ( ) | , :
,

� �
�
�

� �
�
�

�
0

1 1 .

Çàïèøåì îöåíêè

E X t C E X E b X s dsn
p

t p n
p

t

n n[ ( ) ] [ ( ) ] ( ( ))2 2

0

2

1 0� �
�

�

�
�

�

�

�
��

p

t1

�

�

 
 
 

!

"

#
#
#

�

�

�

�
�
�

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

 
 
 

!

"

#
#
#

�� � �E X s dW s E f

t

n n

p

t

t

n

�

� ( ( )) ( )

2

0

1

�

( , ( ), )~ ( , )s X s d dsn

p

t� � �
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

 
 
 

!

"

#
#
#

�

2

1

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

 
 
 

!

"

#
#
#

�

� �E f s X s d ds

t

n n

p

t

0

2

1

�

( , ( ), ) ( )� � �

�

�
�
�
� � � � �C A A A A Ap ( )1 2 3 4 5 ,

ãäå C p — íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñèìàÿ òîëüêî îò p, à ~ ( , )� �d ds �
� �� � � �( , ) ( )d ds d ds — êîìïåíñèðîâàííàÿ ïóàññîíîâñêàÿ ìåðà.

Îöåíèì êàæäîå ñëàãàåìîå îòäåëüíî:

A C E X s ds C t E X s dsp

t

n
p

s p

t

n
p

s1

0

2

0

21 1 1� � � �
�

�
� �(( ( ) ) ) ( ( ) )�

�

�

�

�
�
,
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çäåñü èñïîëüçîâàíî íåðàâåíñòâî Èåíñåíà è ëèíåéíûé ðîñò êîýôôèöèåíòà ñíîñà.
Äàëåå,

A E X s dW s

t

n n s

p

2

0

2

1�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

 
 
 

!

"

#
#
#

�� � ( ( )) ( )

� � � �
�

�

�
�� �C E X s ds C t E X s dsp

t

n
p

s p

t

n
p

s

0

2

0

21 1 1(( ( ) ) ) ( ( ) )
�

�

�
�
,

ãäå ïðèìåíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà Áóðêõîëüäåðà è Èåíñåíà. Äëÿ ñëàãàåìîãî A4 èñ-
ïîëüçóåì îöåíêó [11, § 3.4, òåîðåìà 9]:

A C E f s X s d dsp

t

n n s

p

4

0

21�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�

 
 
 
� �

�

( , ( ), ) ( )� � �

�
!

"

#
#
�� �

0

21

t

n n s pf s X s d ds C t

�

( , ( ), ) ( )� � � .

Íàêîíåö, ïðèìåíèâ îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f n , ïîëó÷èì A C tp5 � . Òàêèì îá-
ðàçîì ïðèõîäèì ê îöåíêå

E X t C E X t E X s dsn
p

t p n
p

t

n
p

s( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )2 2

0

21 0 1� � �
�

�

 
 

!

�
"

#
#

.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó Ãðîíóîëëà, èìååì

E X t C E X t C tn
p

t p n
p

p( ( ) ) [ ( ( ) ) ]exp[ ]2 21 0� � � ,

îòêóäà, óñòðåìèâ R ê áåñêîíå÷íîñòè, ïîëó÷èì ðåçóëüòàò ëåììû 2.

Òåïåðü ðåçóëüòàòû òåîðåìû 2 ðàñïðîñòðàíèì íà ñëó÷àé ïðîöåññîâ

{ }X nn , � 0 ñî ñêà÷êàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ðåøåíèÿìè ÑÄÓ (1).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ Ó1n )–Ó8n ) è U1n )–U3n ). Òîãäà äëÿ

T � �0 0, � èìååò ìåñòo ñõîäèìîñòü

P X t X t n
t T

n
�

�
� � � �

�
� � � 



sup | ( ) ( ) | ,
[ , ]0

0 0� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó P
k

k
�

�
� � 
 �

�
� �

�

lim 	 1, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåî-

ðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ k

lim sup | ( ) ( ) |
n t T

nP X t X t

k
�
 � 	 $

�

�
� � � �

�
� �

0
0 0

	

� .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî k. Íà ïðîìå-

æóòêå [ , )	 	k k�1 ïðîöåññ X tn ( ) ñîâïàäàåò ñ âûðîæäåííûì ïðîöåññîì X tn
* ( )

áåç ñêà÷êîâ

X t X b s X s ds s X sn n k

t

n n

t

n n

k k

* * * *( ) ( ) ( , ( )) ( , ( ))� � �� �	 �

	 	

dW s( ) . (3)

Áàçà èíäóêöèè. Îíà îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî íà ïðîìåæóòêå [ , )0 1	 $T èç

òåîðåìû 2 ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ïðîöåññîâ X n
* , êîòî-

ðûå íà äàííîì ïðîìåæóòêå ñîâïàäàþò ñ ïðîöåññàìè X n .

148 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2014, òîì 50, ¹ 2



Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïóñòü X t X t nn

P
( ) ( ),� 0 � 
 , íà [ , )0 	k T$ .

Èíäóêòèâíûé øàã. Ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî äëÿ íåêîòîðî-
ãî �� 0:

P X t X t P
t T

n
tk k

�

�
� � � �

�
� � �

�
�

� 	 $ � 	� �

sup | ( ) ( ) | sup
0

0
01	 	

�
1

0
$

� � � �

�
��

T
n kX t X t T| ( ) ( ) | ,� 	

� �

�
� � � � �

�
�

� 	 $�

P X t X t T
t T

n k

k

sup | ( ) ( ) | ,
0

0

1	

� 	 .

Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êîãäà
n � 
 , ïîýòîìó ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà ïåðâîì ñëàãàåìîì. Ïóñòü 	k T� . Èç ïðåäïî-
ëîæåíèÿ èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñåõ �� 0

P X X nn k k( | ( ) ( ) | ) ,	 	 �� � � � � � 
0 0 .

Â ìîìåíò ñêà÷êà 	k çíà÷åíèå ïðîöåññà X n ðàâíî

X X f Xn k n k n k n k k( ) ( ) ( , ( ), )	 	 	 	 �� � � � .

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâî

| ( ) ( ) | | ( ) ( ) |X X X Xn k k n k k	 	 	 	� � � � � �0 0

� � � �| ( , ( ), ) ( , ( ), ) |f X f Xn k n k k k k k	 	 � 	 	 �0 0 .

Èç ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè X n k( )	 � ê X k0 ( )	 � , íåïðå-
ðûâíîñòè êîýôôèöèåíòîâ f n è ñõîäèìîñòè U3n ) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ âñåõ �� 0

P X X nn k k( | ( ) ( ) | ) ,	 	 �� � � � 
0 0 .

Ïðèáàâèâ ê ïðåäûäóùåìó ðåçóëüòàòó íåðàâåíñòâî sup | ( ) |
, [ , ]n t T

n
pE X t

� 
	 


0 0

2 ,

p�1, ÿâëÿþùåeñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 2, ïîëó÷èì ñõîäèìîñòü

E X X nn k k[| ( ) ( ) | ] ,	 	� � � 
0 0 ,

è îöåíêó sup [| ( ) | ]
n

n k
pE X

�
	 


0

2	 äëÿ âñåõ p�1. Ïðèìåíèâ òåîðåìó 2 íà ïðî-

ìåæóòêå [ , )	 	k k T� $1 , ïîëó÷èì, ÷òî X t X tn

P* *( ) ( )� 0 , n � 
, íà [ , )	 	k k T� $1 .

Âìåñòå ñ ïðåäïîëîæåíèåì èíäóêöèè èìååì ñõîäèìîñòü X t X tn

P
( ) ( )� 0 , n � 
 ,

íà [ , )0 1	k T� $ .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

4. ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ ÌÎÌÅÍÒÎÂ ÂÛÕÎÄÀ ÈÇ ÏÎËÎÑÛ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÑÎ ÑÊÀ×ÊÀÌÈ

Ïîëó÷èì ðåçóëüòàòû, àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòàì ðàáîòû [8], äëÿ ñëó÷àåâ ïðî-
öåññîâ X n , ÿâëÿþùèõñÿ ðåøåíèÿìè ÑÄÓ ñ ïóàññîíîâñêîé ìåðîé è íåëèïøè-
öåâîé äèôôóçèåé.

Îïðåäåëåíèå 1. Ââåäåì, êàê è ðàíåå, ñëåäóþùèå ìîìåíòû âûõîäà:

	
X T

l r
n

n

t X t l r T n
,

[ , ] inf : ( ) [ , ] ,� � � $ �{ }0 0.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìîìåíòàìè âûõîäà èç ïîëîñû [ , ] : , ,l r l r l r 	� , ïðîöåññîâ

X tn ( ) è X t0 ( ) íàçîâåì ìîìåíòû îñòàíîâêè:

	
X

l r
n

n

t X t l r n[ , ] inf [ , ) : ( ) [ , ] ,�  
 � �{ }0 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ìîìåíòîâ âûõîäà äîïðåäåëüíûõ ïðîöåññîâ
èç ïîëîñû ê ìîìåíòó âûõîäà ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà èç ýòîé æå ïîëîñû ñíà÷àëà
äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó.
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Ëåììà 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîìåíòîâ, çàäàííûõ â îïðåäåëåíèè 1, ñïðàâåä-
ëèâà ñõîäèìîñòü

	 	 

 

X T

l r

X T

l r

0 0

0
,

[ , ]

,

[ , ] ,� � � � � ïî âåðîÿòíîñòè.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî äëÿ ëþáèõ t � 0, x � âûïîëíåíî �( ( , )),h l rt x
� �1 0{ } { } , ãäå

h y x f t x yt x, ( ) ( , , )� � , òî èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

	 	 

 

X T

l r

X T

l r

0 0

0
,

[ , ]

,

[ , ] ,� � � � � ïî âåðîÿòíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâóþ ñõîäèìîñòü. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî

P k Tk( :% � �1 	 è X l l r rk0 0( ) [ , ) ( , ] ,	 
 
 � 
 � & � � � 
 .

Ââåäåì ñîáûòèå

A X l l r rk k, ( ) [ , ) ( , ]
 	 
 
�  � & � �{ }0

� � � �  � & �{ }X f X l l r rk k k k0 0( ) ( , ( ), ) [ , ) ( , ]	 	 	  
 
 .

Ïîñêîëüêó k íå çàâèñèò îò

F X B t B B t
k t k	 � 	� �  ' 	  �{{ } { } }, ( ),� 0 ,

à X k0 ( )	 � è 	k èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî �	 k�
, òî

P A E E Fk Ak k
( ) [ [ | ]], ,
 	


� ��1

� � � �  � & ��E X f X y l l r r F dk k k

�

1 0 0{ }( ) ( , ( ), ) [ , ) ( , ] (	 	 	 
 
  y)
�

�
 
 

!

"
#
#

.

Î÷åâèäíî,

{ }X f X y l l r rk k k0 0 0( ) ( , ( ), ) [ , ) ( , ] ,	 	 	 
 
 
� � �  � & � () � � ,

è ïî òåîðåìå Ëåáåãà î ìàæîðèðîâàííîé ñõîäèìîñòè èìååì P Ak( ),
 � 0,

 � �0 . Òîãäà äëÿ ëþáîãî m � 1

P k T X l l r rk k( : , ( ) [ , ) ( , ])% � �  � & � �1 0	 	 
 


� % �  � & � � � �P k m X l l r r P Tk m( , , ..., : ( ) [ , ) ( , ]) ( )1 2 0 	 
 
 	

� � �
�
*P A P Tk

k

m

m( ) ( ), 
 	
1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim ( : , ( ) [ , ) ( , ]) ( )



	 	 
 
 	
� �

% � �  � & � � �
0

01P k T X l l r r P Tk k m .

Óñòðåìëÿÿ m � 
, ïîëó÷àåì æåëàåìóþ ñõîäèìîñòü.

Îáîçíà÷èì

A k T X l r r Ak k

k

k
 
	 	 
 
� % � �  � & � �
�

{ }1 0

1

: , ( ) [ ) ( , ] ,� .

Äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî

P A
X T

l r

X T

l r

X T

l r
k(| | , , )

,

[ , ]

,

[ , ]

,

[ , ]	 	 � 	 	
 




0 0 0

� � � � 	 � 0 0, 
 � � .

Äëÿ k �1 èç òåîðåìû 3 èìååì

P
X T

l r

X T

l r

X T

l r
(| | , ) ,

,

[ , ]

,

[ , ]

,

[ , ]	 	 � 	 	 

 


0 0 0
1 0

� � � � 	 � � �0 .

Îñóùåñòâèì èíäóêòèâíûé ïåðåõîä îò k �1 äî k. Èìååì

P A
X T

l r

X T

l r

X T

l r
k(| | , ,

,

[ , ]

,

[ , ]

,

[ , ]	 	 � 	 	
 




0 0 0
1

� �
�� � 	 ) ,� � �0 0
 .
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Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî

P A
X T

l r

X T

l r

X T

l r
k(| | , , [

,

[ , ]

,

[ , ]

,

[ , ]	 	 � 	 	
 




0 0 0

� �
�� �  1 0 0, ]) ,	 
k � � � . (4)

Íà ñîáûòèè A
X T

l r
k k
 	 	 	'  �{ }

0
1,

[ , ] [ , ] âûïîëíÿåòñÿ èëè

	 	 	
 

X T

l r

X T

l r
k

0 0
1,

[ , ]

,

[ , ]� �� �
� ,

èëè
	 	 	 
 


k X T

l r

X T

l r
�

� �	 �1
0 0,

[ , ]

,

[ , ]
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

P A
X T

l r

X T

l r

X T

l r
k(| | , , [

,

[ , ]

,

[ , ]

,

[ , ]	 	 � 	 	
 




0 0 0

� �
�� �  1, ])	k �

� � � �� �
P

X T

l r

X T

l r

X T

l r

X T
(| | ,

,

[ , ]

,

[ , ]

,

[ , ]

,

[	 	 � 	 	
 


0 0 0 0

l r� � �
 
, ]
)

� � � � �
�P

X T

l r

X T

l r

X T

l r
k(| | , ( ,

,

[ , ]

,

[ , ]

,

[ , ]	 	 � 	 	
 


0 0 0
1 	k )) .

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ðàâíî íóëþ. Äëÿ
âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïî òåîðåìå 3 èìååì

P
X T

l r

X T

l r

X T

l r
k(| | , ( ,

,

[ , ]

,

[ , ]

,

[ , ]	 	 � 	 	 	
 


0 0 0
1

� �
�� �  k )) ,� � �0 0
 .

Èòàê, ìû äîêàçàëè (4).
Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî k �1 çàïèøåì

P
X T

l r

X T

l r
(| | )

,

[ , ]

,

[ , ]	 	 �
 


0 0

� � � � �

� � � 	 �� �
P A P

X T

l r

X T

l r

X T

l r
k(| | , , )

,

[ , ]

,

[ , ]

,

,	 	 � 	 	
 




0 0 0

( ) ( )A P Tk
 	� � .

Òîãäà
lim (| | ) ( )

,

[ , ]

,

[ , ]





 
	 	 � 	
� �

� � � � � �
0 0 0

P P T
X T

l r

X T

l r
k .

Óñòðåìèâ k � 
, ïîëó÷èì íóæíîå óòâåðæäåíèå.
Äëÿ âòîðîé ñõîäèìîñòè åäèíñòâåííûì îòëè÷èåì â äîêàçàòåëüñòâå ÿâëÿåòñÿ

òî, ÷òî ïðè 
 � �0

{ }X f X y l l r rk k k( ) ( , ( ), ) [ , ) ( , ]	 	 	 
 
� � �  � & � �0

� � � �  � �{ { } { }} {X f X y l r hk k k X kk k
( ) ( , ( ), ) , ( ), ( )	 	 	 	 	0 { } { }}l r, +) .

Çàïèøåì
P h l r

k kX k( ( ) , ), ( )	 	 �  �{ } { }

�  �� � ��E E h l r F E h
k k k k kX k X( ( ( ) , | )), ( ) , (1{ { } { }}	 	 	 	 	

�
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Òåîðåìà äîêàçàíà.
Äîêàæåì îñíîâíóþ òåîðåìó ñõîäèìîñòè ìîìåíòîâ âûõîäà èç ïîëîñû.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ó1n )–Ó8n ) è U1n )–U3n ). Òîãäà äëÿ

ïðîèçâîëüíîãî T � 0 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à) äëÿ ìîìåíòîâ âûõîäà 	
X T

l r

n

n
,

[ , ]
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� 	 	 �0 0
0

: ( | | ) ,
,

[ , ]

,

[ , ]
P n

X T

l r

X T

l r

n

;

á) äëÿ ìîìåíòîâ âûõîäà 	
X T

r

n

n
,

[ , ]
,

� 
 � 0 , èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

, � � � � � 
� 
 � 
� 	 	 �0 0
0

: (| | ) ,
,

[ , ]

,

[ , ]
P n

X T

r

X T

r

n

.
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Äîêàçàòåëüñòâî ï. à). Ïóíêò á) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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| |
 � 
 	 	 �' - � �{ }
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0

. Óñòðåìèâ 
 � �0 è èñïîëüçóÿ ëåììó 3,

ïðèõîäèì ê æåëàåìîìó óòâåðæäåíèþ.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
• ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ðåøåíèé ÑÄÓ ñî ñêà÷êàìè ïðè

óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ;
• ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ÑÄÓ ñî ñêà÷êàìè â ñðåäíåì ëþáîãî ïîðÿäêà � � 0

ïðè óñëîâèÿõ ñõîäèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ;
• íåïðåðûâíîñòü ïî ãðàíèöàì ïîëîñû ìîìåíòîâ âûõîäà èç ïîëîñû ðåøåíèé

ÑÄÓ ñî ñêà÷êàìè;
• ñõîäèìîñòü ìîìåíòîâ âûõîäà èç ïîëîñû.
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