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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé íåèçáåæåí è íåîáõîäèì â ðàçíîîáðàç-

íûõ ñôåðàõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè, òàêèõ êàê ýêîíîìèêà, ïðîèçâîäñòâî,

ïðîåêòèðîâàíèå, ñåëüñêîå õîçÿéñòâî è äð. [1–4]. Â çàâèñèìîñòè îò ñëîæíîñòè

ïîñòàâëåííûõ çàäà÷ è öåëåé îí ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ êàê ðåøåíèå íåêîé

ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî èëè ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ çàäàí-

íîãî îïòèìèçèðóåìîãî ïàðàìåòðà. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà âîçìîæíûõ ðåøåíèé

çàäà÷è õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòüþ ê êîìáèíàòîðíîìó ìíîæåñòâó è âëèÿ-

åò íà êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà çàäà÷è, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ íà îïðåäåëåí-

íîé êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèè [5]. Äîñòèæåíèå íàèëó÷øåãî ðåçóëüòàòà äëÿ

íåñêîëüêèõ öåëåé îäíîâðåìåííî îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòè

è ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷ó êàê âåêòîðíóþ, ò.å. ñâÿçàííóþ ñ ïîèñêîì îïòèìàëüíûõ

çíà÷åíèé âåêòîðíîé öåëåâîé ôóíêöèè ïóòåì âûáîðà èç ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ

ðåøåíèé.

Ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè ñëîæíîñòü çàäà÷è âîç-

ðàñòàåò [6–11] è ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü â ðàçðàáîòêå íîâîãî ïîäõîäà ê ðåøå-

íèþ âåêòîðíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, ïîñêîëüêó îáùèé àëãîðèòì íå âñåãäà

ìîæíî àäàïòèðîâàòü è ýôôåêòèâíî ïðèìåíÿòü. Ïîýòîìó àêòóàëåí âîïðîñ î ôîð-

ìå åå ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêè è ïîèñêå ìåòîäîâ ðåøåíèÿ.

Äàííàÿ ðàáîòà — ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé â îáëàñòè êîìáèíàòîðíîé

îïòèìèçàöèè ïðè óñëîâèè ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòè [3, 8–12]. Åå öåëüþ ÿâëÿåòñÿ

ðàçðàáîòêà ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è

íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê, ïîñòðîåíèå àëãîðèòìà ìîäèôèöèðîâàííîãî ïîäõîäà,

ïðîâåäåíèå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÏÐÈ ÓÑËÎÂÈÈ
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÑÒÈ

Ñîãëàñíî [7] â îáùåì ñëó÷àå îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âè-

äå êîðòåæà � �F X D extr, , , ,� , ãäå F X R: � 1 — çàäàííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ,

R 1 — ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, X — ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé, � — ïðåäèêàò, êîòîðûé

îïðåäåëÿåò ïîäìíîæåñòâî D X� äîïóñòèìûõ âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ó÷å-

òîì óñëîâèé åå îãðàíè÷åíèé, extr �{ }min, max — íàïðàâëåíèå îïòèìèçàöèè. Òîã-

äà çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè òàêîå x D X* � � , ÷òî

x extr F x
x D X

* ( )�
� �

arg . (1)
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Äàíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à áóäåò êîìáèíàòîðíîé ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðî-

ñòðàíñòâî ðåøåíèé X îïðåäåëÿåòñÿ êàê íåêàÿ êîìáèíàòîðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ.

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà êîíôèãóðàöèÿ ïåðåñòàíîâîê.

Çàäà÷à áóäåò ìíîãîêðèòåðèàëüíîé, åñëè êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè F âåêòîð-

íûé, ò.å. F f f f n( , , .., )1 2 . Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé çàäà÷à (1) áóäåò

ýêñòðåìàëüíîé êîìáèíàòîðíîé çàäà÷åé ïðè óñëîâèè ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòè.

Îäíàêî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷ó îïòèìèçàöèè íåñêîëüêèõ êðèòåðèåâ (âåêòîð-

íóþ) ìîæíî ïðèâåñòè ìåòîäîì èõ ñâåðòûâàíèÿ ê îäíîêðèòåðèàëüíîé. Ïîýòîìó

ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò â ïîèñêå ýêñòðåìàëüíûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè íà îïðåäå-

ëåííîé êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèè ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Îòìå-

òèì, ÷òî íàõîæäåíèå ýêñòðåìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè îòñóòñòâèè äîïîëíè-

òåëüíûõ îãðàíè÷åíèé ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ëåãêîé çàäà÷åé, ïîñêîëüêó êàê ìàêñè-

ìàëüíîå, òàê è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìîæíî íàéòè, óïîðÿäî÷èâ êîýôôèöèåíòû

ïî âîçðàñòàíèþ, è îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â ìàêñèìàëüíîé èëè ìèíèìàëü-

íîé òî÷êå êîíôèãóðàöèè [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåí ìîäèôèöèðîâàííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ñëå-

äóþùåé çàäà÷è: ïóñòü çàäàíà âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ F f f f n( , , , )1 2 	 , ãäå

f c x extr i Ni i i n� � � � �, , , íà êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèè X x� { } è çàäàíû

äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ A x bij j j
 . Íåîáõîäèìî íàéòè ýëåìåíò (èëè ýëå-

ìåíòû) êîíôèãóðàöèè, äëÿ êîòîðîãî ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ýêñòðåìàëüíîãî (ìàêñè-

ìàëüíîãî, ìèíèìàëüíîãî) çíà÷åíèÿ è ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå

óñëîâèÿ çàäà÷è (îãðàíè÷åíèÿ).

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîãî â [12] òåì, ÷òî âíà÷àëå îñó-

ùåñòâëÿåòñÿ ïîèñê òî÷åê êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ äî-

ïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì, à ñðåäè ìíîæåñòâà ýòèõ îòîáðàííûõ òî÷åê îïðåäå-

ëÿåòñÿ ýëåìåíò êîíôèãóðàöèè, â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå

ôóíêöèè [5]. À â ïîäõîäå [12] âíà÷àëå íàõîäèëèñü ðåøåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ äîñòè-

ãàëñÿ ýêñòðåìóì ôóíêöèè, âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé,

ïîñëå ÷åãî ïðîâåðÿëàñü ïðèíàäëåæíîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé

êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèè.

Êîîðäèíàòíûé ìåòîä ëîêàëèçàöèè çíà÷åíèÿ ëèíåéíîé ôóíêöèè, ìîäèôèöè-

ðîâàííûé äëÿ ïîèñêà òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì

çàäà÷è, ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ÷èñëî ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷åê [6, 7]. Ýòîò ïîäõîä

áàçèðóåòñÿ íà ñâîéñòâàõ òî÷åê, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ýëåìåíòû êîìáèíàòîðíûõ

êîíôèãóðàöèé, ðàçëîæåííûõ íà ïîäãðàôû â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííûì òèïîì

âåðøèí è ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ñõåìû ïîäãðàôà [7], êîãäà ýëåìåíòû óïîðÿäî-

÷åíû, è çíà÷åíèå ôóíêöèè íà îïðåäåëåííîì ïîäãðàôå íàõîäèòñÿ ìåæäó çíà÷åíè-

ÿìè â êðàéíèõ âåðøèíàõ ñõåìû. Ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ, ãäå èñòîê — âåðõíÿÿ

ëåâàÿ, à ñòîê — íèæíÿÿ ïðàâàÿ âåðøèíû.

Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ êîîðäèíàòíîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òèïû âåð-

øèí, ïî êîòîðûì ðàñêëàäûâàåòñÿ ãðàô. Âîçìîæíîñòü òàêîãî ðàçëîæåíèÿ îáóñëîâ-

ëåíà åãî èåðàðõè÷åñêèì ïîñòðîåíèåì, ò.å. ïîäãðàô ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè ÿâëÿåòñÿ

ñîñòàâëÿþùåé ÷àñòüþ âñåõ ãðàôîâ áîëüøåé ðàçìåðíîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òèïîâ

âåðøèí èñïîëüçóåì ãðàô ðàçìåðíîñòè 3. Êîëè÷åñòâî åãî âåðøèí ðàâíî 3!. Èìåííî

ïî ýòèì øåñòè òèïàì âåðøèí: (123), (132), (213), (231), (312), (321), ðàçëîæèì

ãðàô íà ïîäãàôû. Ñåòêó ïîäãðàôà ïîñòðîèì ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì (íà ïðèìå-

ðå êîíôèãóðàöèè ïåðåñòàíîâîê èç øåñòè ýëåìåíòîâ):

— îïðåäåëÿòñÿ è ôèêñèðóåòñÿ òèï âåðøèíû;

— ôèêñèðóåòñÿ ïîñëåäíÿÿ øåñòàÿ êîîðäèíàòà;

— â âåðõíåì ðÿäó ñåòêè ïðåäïîñëåäíÿÿ ïÿòàÿ êîîðäèíàòà «ïðîáåãàåò» âñå

âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îò ìàêñèìàëüíîãî äî ìèíèìàëüíîãî;
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— â êàæäîì ñòîëáöå ñåòêè ÷åòâåðòàÿ êîîðäèíàòà «ïðîáåãàåò» îñòàâøèåñÿ

âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îò ìàêñèìàëüíîãî äî ìèíèìàëüíîãî;

— ïåðâûå òðè êîîðäèíàòû âûñòðàèâàþòñÿ â ïîðÿäêå, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ

âûáðàííûì òèïîì âåðøèíû.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è òàêèå ñåòêè ñòðîÿòñÿ äëÿ êàæäîãî òèïà âåðøèíû. Öåëå-

ñîîáðàçíîñòü èõ èñïîëüçîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ñ óïîðÿäî-

÷åííûìè êîýôôèöèåíòàìè â óçëàõ ñåòêè ìåíÿåòñÿ îò áîëüøåãî ê ìåíüøåìó â íà-

ïðàâëåíèè ñëåâà íàïðàâî è ñâåðõó âíèç. Ýòî ïîçâîëÿåò îòáðîñèòü ñóùåñòâåííîå

êîëè÷åñòâî òî÷åê êîíôèãóðàöèè, â êîòîðûõ íåëüçÿ äîñòè÷ü èñêîìûõ çíà÷åíèé,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òåîðèè ãðàôîâ ïðè ïîèñêå ìåòîäîâ ðåøåíèé

ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ — ïåðñïåêòèâíîå íà-

ïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé, ïîñêîëüêó ñâÿçàíî ñ âîçìîæíîñòüþ âèçóàëèçàöèè ìíî-

æåñòâà ðåøåíèé, à òàêæå, ÷òî áîëåå âàæíî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ãðàôîâ

êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèé äëÿ ñòðóêòóðèðîâàíèÿ è óïîðÿäî÷èâàíèÿ íå

òîëüêî òî÷åê, íî è çíà÷åíèé ôóíêöèé è îãðàíè÷åíèé.

ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒÍÎÃÎ
ÌÅÒÎÄÀ ÐÅØÅÍÈß ÏÎÑÒÀÂËÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Äàííûé àëãîðèòì ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íà êîìáèíà-

òîðíûõ ìíîæåñòâàõ ïðè íàëè÷èè óñëîâèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòè, íàïðèìåð äëÿ

ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê. Êàê óïîìèíàëîñü âûøå, îñíîâíîé ïîäõîä ê ðåøåíèþ

ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ ñîñòîèò â ñïîñîáå ïðèâåäåíèÿ âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ

ê ñêàëÿðíîìó âèäó. Â ïðåäëîæåííîì àëãîðèòìå îí çàêëþ÷àåòñÿ â ïîäáîðå âåñî-

âûõ êîýôôèöèåíòîâ êàæäîãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû
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Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðåîáðàçóåòñÿ â îäíîêðèòåðèàëüíóþ.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåèìóùåñòâî êîîðäèíàòíîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

îòïàäàåò íåîáõîäèìîñòü íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîäñòà-

íîâêîé ýëåìåíòîâ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ ðàçíîñòè ìåæäó

çíà÷åíèÿìè â ïðåäûäóùåé è ïîñëåäóþùåé âåðøèíàõ, ÷òî ñîêðàùàåò êîëè÷åñòâî

íåîáõîäèìûõ îïåðàöèé. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì.

Àëãîðèòì ìîäèôèöèðîâàííîãî êîîðäèíàòíîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ýêñòðå-
ìàëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ïðè óñëîâèè ìíîãîêðèòåðèàëüíîñòè.

1. Ââåñòè êîýôôèöèåíòû öåëåâûõ ôóíêöèé, äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé

çàäà÷è, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ñòðîèòñÿ êîìáèíàòîðíàÿ êîíôèãóðàöèÿ

ïåðåñòàíîâîê.

2. Ïðåîáðàçîâàòü âåêòîðíûé êðèòåðèé â ëèíåéíóþ ôóíêöèþ f * �

� �
�
� a f extri

k
i

i

k

1

, ãäå âåñîâûå êîýôôèöèåíòû íîâîãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè

ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëå (2).

3. Äëÿ êàæäîãî èç k îãðàíè÷åíèé íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå åìó òî÷êè êîíôè-

ãóðàöèè ïåðåñòàíîâîê, èñïîëüçóÿ ïîäïðîãðàììó ìîäèôèöèðîâàííîãî êîîðäèíàò-

íîãî ìåòîäà.
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Àëãîðèòì ïîäïðîãðàììû ìîäèôèöèðîâàííîãî êîîðäèíàòíîãî ìåòîäà.
Øàã 1. Çàäàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûì: t �1, k � 4, i � 6.

Øàã 2. Çàôèêñèðîâàòü òèï âåðøèíû � t i i i� ( , , )1 2 3 , ãäå i — íîìåð ïîäãðàôà,

i i i1 2 3 1 2 3� � � { }, , .

Øàã 3. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x is � ; x N xs s s
 �1 max \{ } ;

x N x x x N x x xs s s s s s s
 
 
� 	 �2 1 4 1 5max \ ( , ) ; ; max \ ( , , ...,{ } { )}. ×èñëà {N xs s\ ( ,

x xs
1 4, ..., )} óïîðÿäî÷èòü ïî âîçðàñòàíèþ j j j1 2 3� � . Òîãäà x ji1 1
� , x ji2 2

� ,

x ji3 3
� — êîäû ãëàâíîé âåðøèíû, êîòîðóþ îáîçíà÷èì p1. Îòìåòèì, ÷òî çíà÷å-

íèå ôóíêöèè-îãðàíè÷åíèÿ â íåé äëÿ çàäàííîãî òèïà âåðøèíû è çàôèêñèðîâàííîé

êîîðäèíàòû áóäåò ìàêñèìàëüíûì äëÿ ïîñòðîåííîé ñåòè.

Øàã 4. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â êîäå ãëàâíîé âåðøèíû f p( )1 .

Øàã 5. Ðàññìîòðåòü è óïîðÿäî÷èòü ïî óáûâàíèþ çíà÷åíèÿ x k Nk k, � :

j j jk k� � �
1 1� . Ðàçâåðíóòü ãðàô â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòû xk , âûïîëíèâ ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü òðàíñïîçèöèé: j j jk k� � �
1 1� , êîòîðûå ïðèâîäÿò ê îáðà-

çîâàíèþ åùå k 
1 êîäîâ âåðøèí p p pk2 3, , ..., , ÿâëÿþùèõñÿ êîäàìè óçëîâ âåðõ-

íåé ëèíèè ñõåìû.

Øàã 6. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ïåðåñòàíîâêàõ, èñïîëüçóÿ èõ êîîðäèíà-

òû f p f pn n n( ) ( )� 

 
1 1� , � n n n n nj j c c
 
 
� 
 
1 1 1( )( )( )� , ãäå � �( ) — íîìåð

ìåñòà ÷èñëà j� â êîäå ïåðåñòàíîâêè pn
1.

Øàã 7. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

— åñëè f p ym( ) *� (èñêîìûå çíà÷åíèÿ ñóùåñòâóþò â ïîñòðîåííîì ïîäãðà-

ôå), òî âêëþ÷èòü m-þ ïåðåñòàíîâêó â äàëüíåéøèé ïîèñê è ïåðåéòè ê øàãó 8;

— åñëè äëÿ âñåõ íàéäåííûõ êîäîâ f p ym( ) *� è i 
 
1 1(èñêîìûõ çíà÷åíèé íå

ñóùåñòâóåò â ïîñòðîåííîì ïîäãðàôå, íî íå âñå âîçìîæíûå ôèêñèðîâàííûå êîîðäè-

íàòû äëÿ âûáðàííîãî òèïà âåðøèí ðàññìîòðåíû), òî ïåðåéòè ê ïîäãðàôàì ñî ñëåäó-

þùåé ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòîé x is � , ïîñëå ÷åãî — ê øàãó 2;

— åñëè äëÿ âñåõ íàéäåííûõ êîäîâ f p ym( ) *� è i 
 �1 0 (èñêîìûõ çíà÷åíèé

íå ñóùåñòâóåò â ïîñòðîåííîì ïîäãðàôå è âñå âîçìîæíûå ôèêñèðîâàííûå êîîð-

äèíàòû äëÿ âûáðàííîãî òèïà âåðøèí ðàññìîòðåíû), òî ïðèñâîèòü i � 6, ïåðåéòè

ê ðàññìîòðåíèþ ïîäãðàôîâ ñ òèïîì âåðøèí � t�1 è ê ñëåäóþùåìó óñëîâèþ;

— åñëè t � 
1 6 (íå âñå òèïû âåðøèí ðàññìîòðåíû), òî ïåðåéòè ê øàãó 2, èíà-

÷å (äëÿ âñåõ øåñòè òèïîâ âåðøèí óæå ïîñòðîåíû ïîäãðàôû) çàâåðøèòü ðîáîòó

àëãîðèòìà äëÿ äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ.

Øàã 8. Óâåëè÷èòü k íà åäèíèöó. Åñëè k s� , òî ïåðåéòè ê øàãó 9, èíà÷å ïå-

ðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ ïîäãðàôîâ ñî ñëåäóþùåé ôèêñèðîâàííîé êîîðäèíàòîé

x is � , ò.å. ê øàãó 2. (Åñëè i 
 �1 0, òî ïðèñâîèòü i � 6 è ïåðåéòè ê ðàññìîòðåíèþ

ïîäãðàôîâ ñ òèïîì âåðøèí � t�1 ïðè óñëîâèè, ÷òî t � 
1 6, èíà÷å çàâåðøèòü ðàáî-

òó àëãîðèòìà äëÿ äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ.)

Øàã 9. Ðàññìîòðåòü è óïîðÿäî÷èòü ïî óáûâàíèþ çíà÷åíèÿ x k Nk k, � :

j j jk k� � �
1 1� . Ðàçâåðíóòü ãðàô âäîëü êîîðäèíàòû xk , âûïîëíèâ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü òðàíñïîçèöèé: j j jk k� � �
1 1� , êîòîðûå ïðèâîäÿò ê îáðàçîâàíèþ

åùå k 
1 êîäîâ âåðøèí q q qk2 3, , ..., .

Øàã 10. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ýòèõ ïåðåñòàíîâêàõ, èñïîëüçóÿ èõ êî-

îðäèíàòû f q f qn n n( ) ( )� 

 
1 1� , � �n n n n nj j c c
 
 
� 
 
1 1 1( )( )( ) , ãäå � �( ) — íî-

ìåð ìåñòà ÷èñëà j� â êîäå ïåðåñòàíîâêè qn
1.

Øàã 11. Åñëè f q y n Nn k( ) *� � � , òî ïåðåéòè ê øàãó 8. Åñëè f q yn( ) *
 , òî

çàïîìíèòü êîä âåðøèíû qn .

4. Ïîëó÷èòü k ìíîæåñòâ D Xi � , ãäå i N k� .
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5. Íàéòè ïåðåñå÷åíèå D D D Dk
* � � � �1 2 � .

6. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êàõ x D� * è ñðàâíèòü èõ, âûáðàâ ñîîò-

âåòñòâóþùåå ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå (ìàêñèìóì èëè ìèíèìóì).

7. Íàéòè çíà÷åíèå ôóíêöèé, ñîñòàâëÿþùèõ âåêòîðíûé êðèòåðèé. Çàâåðøèòü

ðàáîòó àëãîðèòìà.

Ðàññìîòðèì ðàáîòó äàííîãî àëãîðèòìà íà ñëåäóþùåì íà ïðèìåðå.

Ïðèìåð. Ïóñòü íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷ó: íàéòè òàêèå òî÷êè ìíîæåñòâà

ïåðåñòàíîâîê èç ýëåìåíòîâ À � ( , , , , , )1 2 3 4 5 6 , â êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ìàêñèìàëü-

íûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé

f x x x x x x x1 1 2 3 4 5 64 15 3 15 3( ) � � � � � � ,

f x x x x x x x2 1 2 3 4 5 64 3 2 11 9 15( ) � � � � � � ,

f x x x x x x x3 1 2 3 4 5 68 7 16 18 27( ) � � � � � �
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

2 3 4 5 6 8 113

3 5 2 3 7

1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6

x x x x x x

x x x x x x

� � � � � 


� � � � �

,




�
�
� 91.

Ðåøåíèå. Âåêòîðíûé êðèòåðèé çàäà÷è F f f f( , , )1 2 3 ïðåîáðàçóåì â ñêàëÿð-

íûé. Äëÿ ýòîãî îïðåäåëèì âåñîâûå êîýôôèöèåíòû êàæäîé ôóíêöèè ïðè óñëîâèè,

÷òî îíè îäèíàêîâî âàæíû � � �1 2 3 1 3� � � / . Òîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è áó-

äåò ñëåäóþùåé:

f x x x x x x x* ( ) � � � � � �2 5 8 10 14 151 2 3 4 5 6 .

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ïåðâîãî îãðàíè÷åíèÿ. Ïîñëåäîâàòåëüíî âûáåðåì

òèïû âåðøèí (123), (132), (213), (231), (312), (321) è çàôèêñèðóåì äëÿ êàæäîãî

òèïà ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó.

Äëÿ îãðàíè÷åíèÿ 2 3 4 5 6 8 1131 2 3 4 5 6x x x x x x� � � � � 
 (ôóíêöèÿ g x1 ( ) �
� � � � � �2 3 4 5 6 81 2 3 4 5 6x x x x x x ) îïðåäåëèì ïåðâûé òèï âåðøèíû (123) è çà-

ôèêñèðóåì ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó x6 6� . Íàéäåì çíà÷åíèå ôóíêöèè â âåðõíåé

ëåâîé âåðøèíå, ïîäñòàâèâ åå êîîðäèíàòû â ôóíêöèþ g1 1 2 3 4 5 6 118( , , , , , ) � . Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè-îãðàíè÷åíèÿ âî âñåõ îñòàëüíûõ ýëåìåíòàõ ýòîé

ñõåìû áóäóò ìåíüøå 118, ò.å. îíà ìîæåò ñîäåðæàòü òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå

îãðàíè÷åíèÿì. Ïåðåõîä îò âåðõíåé ëåâîé ê âåðõíåé ïðàâîé âåðøèíå ïîëó÷àåì

ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ a a5 4� , a a5 3� , a a5 2� ,

a a5 1� . Òîãäà çíà÷åíèÿ ðàçíîñòåé âåðøèí ñîãëàñíî êîîðäèíàòíîìó ìåòîäó ðàñ-

ñ÷èòûâàþòñÿ òàê: � 1 5 4 6 5 1� 
 
 �( )* ( ) , � 2 4 3 6 4 2� 
 
 �( )* ( ) , � 3 3 2� 
( )*

*( )6 3 3
 � , � 4 2 1 6 2 4� 
 
 �( )* ( ) . Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè áóäóò ñîîòâåòñòâåííî ñëå-

äóþùèìè:

g p g1 1 1 1 2 3 4 5 6 118( ) ( , , , , , )� � ,

g p g1 2 1 11 2 3 5 4 6 118 118 1 117( ) ( , , , , , )� � 
 � 
 �� ,

g p g1 3 1 21 2 4 5 3 6 117 117 2 115( ) ( , , , , , )� � 
 � 
 �� ,

g p g1 4 1 31 3 4 5 2 6 115 115 3 112( ) ( , , , , , )� � 
 � 
 �� ,

g p g1 5 1 42 3 4 5 1 6 112 112 4 108( ) ( , , , , , )� � 
 � 
 �� .

Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà ñõåìà ñ íàéäåííûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè-îãðàíè÷åíèÿ

(çàøòðèôîâàííûå îáëàñòè) è ñ òî÷êàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó îãðàíè-

÷åíèþ (íåçàøðèôîâàííûå îáëàñòè). Î÷åâèäíî, ñòîëáöû 4 è 5 ñõåìû (ðèñ. 1) ñîäåð-

æàò òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå äàííîìó îãðàíè÷åíèþ, ïîñêîëüêó èõ ìàêñèìàëüíûå

çíà÷åíèÿ (112 è 108) ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà 113. Ñòîëáöû 1, 2 è 3 ìîãóò ñîäåð-
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æàòü òàêèå òî÷êè. Ñîîòâåòñòâåííî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè îò âåðõíåé ëåâîé ê íèæíåé

ëåâîé âåðøèíå ïîëó÷àåì ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ

a a a a4 3 2 1� � � . Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ èçìåíÿòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì: 118 117 115 112� � � . Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè ïîñëåäíåé ñòðîêè ñõåìû

ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó îãðàíè÷åíèþ. Ñòðîêè 2 è 3 íåîáõîäèìî äî-

ïîëíèòåëüíî ðàññìîòðåòü, íàéäÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â áëèæàéøèõ òî÷êàõ. Ïðè-

÷åì ïðè íàõîæäåíèè çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî èëè ìåíüøåãî 113, èññëåäîâàíèå ìîæíî

îñòàíîâèòü, òàê êàê ðåçóëüòàò áóäåò îäíîçíà÷íûì.

Äàëåå ðàññìîòðèì ñõåìû äëÿ óñòàíîâëåííîãî òèïà âåðøèíû (123), ïîñëåäî-

âàòåëüíî ôèêñèðóÿ ïîñëåäíþþ êîîðäèíàòó x6 5� , x6 4� , x6 3� , x6 2� , x6 1� .

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ x6 5� ïðåäñòàâëåíû ñõåìîé íà ðèñ. 2. Äëÿ îñòàëü-

íûõ êîîðäèíàò ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ â ëå-

âîé âåðõíåé òî÷êå äàííîé ñõåìû.

Èç òàáë. 1 ñëåäóåò, ÷òî ìàêñè-

ìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè ñõåì íå

ïðåâûñèò çàäàííîãî ÷èñëà 113, ò.å. âñå

òî÷êè ñõåìû óäîâëåòâîðÿþò ïåðâîìó

îãðàíè÷åíèþ.

Àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ ïðî-

âîäèì äëÿ îñòàëüíûõ òèïîâ âåðøèí è

ïðåäñòàâèì îáùèé ðåçóëüòàò â òàáë. 2.
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Ðèñ. 1. Ñõåìà äëÿ ïåðâîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðè
òèïå âåðøèíû (123) è x6 6�

x5 5� x5 4� x5 2�x5 3� x5 1�

Ðèñ. 2. Ñõåìà äëÿ ïåðâîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðè
òèïå âåðøèíû (123) è x6 5�

x5 1�x5 3� x5 2�x5 4�x5 6�

Ò à á ë è ö à 1. Çíà÷åíèå ïåðâîãî îãðà-

íè÷åíèÿ äëÿ òèïà âåðøèí (123)

Ïîñëåäíÿÿ
êîîðäèíàòà

Êîîðäèíàòû
òî÷êè

Çíà÷åíèå
ôóíêöèè

4 (123564) 113

3 (124563) 109

2 (134562) 104

1 (234561) 98

Ò à á ë è ö à 2. Çíà÷åíèå ïåðâîãî îãðàíè÷åíèÿ â ëåâûõ âåðõíèõ òî÷êàõ ñõåì

Òèï
âåðøèíû

Ïîñëåäíÿÿ
êîîðäèíàòà

Êîîðäèíàòû
òî÷êè

Çíà÷åíèå
ôóíêöèè

Òèï
âåðøèíû

Ïîñëåäíÿÿ
êîîðäèíàòà

Êîîðäèíàòû
òî÷êè
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(231) 3 (241563) 105 (312) 1 (423561) 95

(231) 2 (341562) 99 (321) 4 (321564) 109

(231) 1 (342561) 95 (321) 3 (421563) 103

(213) 4 (213564) 112 (321) 2 (431562) 98

(213) 3 (214563) 108 (321) 1 (432561) 94



Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ âòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ 3 5 2 31 2 3 4 5x x x x x� � � � �
� 
7 916x . Íàéäåì ôóíêöèþ ñ óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ êîîðäèíàòàìè

g x x x x x x x2 1 2 3 4 5 62 3 3 5 7( ) � � � � � � . Îïðåäåëèì òèï âåðøèíû (123) è çàôèêñè-

ðóåì êîîðäèíàòó x6 6� . Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâèì â âèäå ñõåìû íà

ðèñ. 3 è â òàáë. 3.

Îïðåäåëèì òèï âåðøèíû (132) è çàôèêñèðóåì êîîðäèíàòó x6 6� . Ðåçóëüòàòû

èññëåäîâàíèé ïðåäñòàâèì â âèäå ñõåìû íà ðèñ. 4 è â òàáë. 3. Èç ïîñëåäíåé âèäíî,

÷òî îñòàëüíûå ñõåìû óäîâëåòâîðÿþò âòîðîìó îãðàíè÷åíèþ âî âñåõ òî÷êàõ.

Ïðîàíàëèçèðîâàâ ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ âòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ, ïðèõî-

äèì ê âûâîäó, ÷òî òîëüêî ÷åòûðå òî÷êè íå óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó îãðàíè÷åíèþ çà-

äà÷è: (241536), (245136), (215436), (214536). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ

ìíîæåñòâ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ñîãëàñíî ïåðâîìó è âòîðîìó îãðàíè÷åíèÿì äîñ-

òàòî÷íî «âûêîëîòü» ýòè òî÷êè íà ñõåìàõ äëÿ ïåðâîãî îãðàíè÷åíèÿ.

Íàéäåì ìàêñèìàëüíûå òî÷êè êàæäîé ñõåìû è âû÷èñëèì çíà÷åíèå öåëåâîé

ôóíêöèè â íèõ, èç êîòîðûõ îïðåäåëèì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå. Èòàê, ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå (135246) è ðàâíî 234 (òàáë. 4).
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Ðèñ. 3. Ñõåìà äëÿ âòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðè
òèïå âåðøèíû (123) ïðè x6 6�

Ðèñ. 4. Ñõåìà äëÿ âòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ ïðè
òèïå âåðøèíû (132) ïðè x6 6�

x5 5� x5 4� x5 2�x5 3� x5 1� x5 1�x5 3� x5 2�x5 4�x5 6�

Ò à á ë è ö à 3. Çíà÷åíèå âòîðîãî îãðàíè÷åíèÿ â ëåâûõ âåðõíèõ òî÷êàõ ñõåì
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(123) 5 (123465) 91 (213) 5 (213465) 90
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(132) 5 (132465) 90 (312) 6 (312456) 90
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(231) 3 (241563) 79 (321) 4 (321564) 83

(231) 2 (341562) 73 (321) 3 (421563) 77

(231) 1 (342561) 69 (321) 2 (431562) 72

(213) 6 (213456) 92 (321) 1 (432561) 68



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Èññëåäîâàíû ñëîæíûå âåêòîðíûå çàäà÷è íà êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèè ïå-

ðåñòàíîâîê. Ïðåäëîæåí ìîäèôèöèðîâàííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ íà îñíî-

âå êîîðäèíàòíîãî ìåòîäà, ñôîðìóëèðîâàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ äëÿ âåêòîðíîé

ôóíêöèè íà êîìáèíàòîðíîé êîíôèãóðàöèè ïåðåñòàíîâîê, ïðîâåäåíû ÷èñëåí-

íûå ýêñïåðèìåíòû. Ìîäèôèöèðîâàííûé ïîäõîä èìååò ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå

è ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ äëÿ ïîñòðîåíèÿ è ðàçâèòèÿ ñòðóêòóðèðîâàííîãî ìåòîäà

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ ïðè íàëè÷èè

äîïîëíèòåëüíûõ ñëîæíûõ îãðàíè÷åíèé.
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