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Àííîòàöèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíû çàäà÷è ñìåøàííîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ïóòè è êðàò÷àéøåãî öèêëà, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç çàäàí-
íîå êîëè÷åñòâî âåðøèí ïîëíîãî ãðàôà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå èç íèõ ñëåäóþò ôîðìóëèðîâêè
çàäà÷ äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâîãî ïóòè è êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâîãî

öèêëà. Çàäà÷è ñîäåðæàò íå áîëåå ÷åì 2 2n ïåðåìåííûõ è íå áîëåå ÷åì ( )n � 1 2 îãðàíè÷å-

íèé, ãäå n — êîëè÷åñòâî âåðøèí ïîëíîãî ãðàôà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëíûé ãðàô, êðàò÷àéøèé ïóòü, çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
ãàìèëüòîíîâ ïóòü, ãàìèëüòîíîâ öèêë, çàäà÷à êîììèâîÿæåðà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïóñòü Dn n, — ïîëíûé ãðàô, ãäå n — êîëè÷åñòâî âåðøèí, dij � 0 — ðàññòîÿ-

íèå ìåæäó âåðøèíàìè i è j òàêèìè, ÷òî i j� . Â ãðàôå çàôèêñèðóåì äâå âåð-

øèíû: s (sender) è r (receiver). Íàçîâåì k-âåðøèííûì ïóòåì â ãðàôå Dn n,

ïóòü îò âåðøèíû s ê âåðøèíå r, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç k âåðøèí ãðàôà, ãäå

1 2� � �k n (âåðøèíû s è r íå ó÷èòûâàþòñÿ). Åñëè k n� �2 , òî ýòîò ïóòü ñî-

âïàäàåò ñ ãàìèëüòîíîâûì ïóòåì (ïðîõîäèò ÷åðåç âñå âåðøèíû ãðàôà). Åñëè

âåðøèíà s è âåðøèíà r ñîâïàäàþò, òî k-âåðøèííûé ïóòü ïåðåõîäèò â k-âåð-

øèííûé öèêë, ãäå 1 1� � �k n . Åñëè k n� �1, òî ýòîò öèêë ñîâïàäàåò ñ ãàìèëü-

òîíîâûì öèêëîì (ïðîõîäèò ÷åðåç âñå âåðøèíû ãðàôà).

Â äàííîé ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíû îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è äëÿ íàõîæäåíèÿ

êðàò÷àéøåãî k-âåðøèííîãî ïóòè è êðàò÷àéøåãî k-âåðøèííîãî öèêëà. Ïîêàçàíî,

÷òî èõ ÷àñòíûé ñëó÷àé äàåò ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ äëÿ êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâî-

ãî ïóòè è êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâîãî öèêëà. Ïîñêîëüêó íàõîæäåíèå êðàò÷àé-

øåãî ãàìèëüòîíîâîãî öèêëà ðàâíîñèëüíî ðåøåíèþ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà [1],

èç ïðåäëîæåííîé ôîðìóëèðîâêè âûòåêàåò îäíà èç èçâåñòíûõ ôîðìóëèðîâîê äëÿ

çàäà÷è êîììèâîÿæåðà [2].

ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÊÐÀÒ×ÀÉØÅÃÎ k-ÂÅÐØÈÍÍÎÃÎ ÏÓÒÈ

Ïóñòü xij — áóëåâà ïåðåìåííàÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå, åñëè â ïóòü âõîäèò äóãà, êîòîðàÿ

íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå i è çàêàí÷èâàåòñÿ â âåðøèíå j, è ðàâíàÿ íóëþ â ïðîòèâîïî-

ëîæíîì ñëó÷àå. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåìåííûõ ðàâíî ( )( )n n� �1 2 , ó÷èòûâàÿ, ÷òî

äëÿ âåðøèíû s îòñóòñòâóþò âõîäíûå äóãè, à äëÿ âåðøèíû r — âûõîäíûå. Ïóñòü

yi — áóëåâà ïåðåìåííàÿ, ðàâíàÿ åäèíèöå, åñëè ïóòü ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó i,

è ðàâíàÿ íóëþ â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåìåííûõ ðàâíî

( )n �2 , ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåðøèíû s è r çàôèêñèðîâàíû. Ïóñòü íåîòðèöàòåëüíàÿ ïåðå-

ìåííàÿ zij çàäàåò âåëè÷èíó ïîòîêà íåêîòîðîãî ïðîäóêòà îò âåðøèíû i ê âåðøèíå j.

Ýòèõ ïåðåìåííûõ ðîâíî ñòîëüêî, ñêîëüêî è áóëåâûõ ïåðåìåííûõ xij .
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Íàõîæäåíèþ êðàò÷àéøåãî k-âåðøèííîãî ïóòè â ãðàôå Dn n, ñîîòâåòñòâóåò

ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàéòè
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z kx i j n i j i r j sij ij� � � � � �0 1, , , ..., , , , , (4)
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Çàäà÷à (1)–(6) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñìåøàííîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-

íèÿ. Îíà ñîäåðæèò 2 5 22n n� � ïåðåìåííûõ, èç êîòîðûõ n n2 2� — áóëåâû ïåðåìåí-

íûå, à ( )( )n n� �1 2 — íåîòðèöàòåëüíûå ëèíåéíûå ïåðåìåííûå, è n n2 1� � îãðàíè÷å-

íèé, èç êîòîðûõ 3 1n � — ëèíåéíûå ðàâåíñòâà, à n n( )�2 — ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 1. Îãðàíè÷åíèÿ (2)–(6) îïèñûâàþò âñå âîçìîæíûå ïóòè èç s â r, êî-

òîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç k âåðøèí ãðàôà Dn n, .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åíèå (3) çàäàåò ðîâíî k âåðøèí ãðàôà Dn n, , ÷åðåç

êîòîðûå äîëæåí ïðîõîäèòü ïóòü èç âåðøèíû s â âåðøèíó r. Ýòèì âåðøèíàì ñîîò-

âåòñòâóþò yi �1. Äëÿ k âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ yi �1, îãðàíè÷åíèÿ (2) îïèñûâàþò

îäíîêðàòíûé âõîä â âåðøèíó è îäíîêðàòíûé âûõîä èç íåå. Îíè òàêæå îïèñûâàþò

îäíîêðàòíûé âûõîä èç âåðøèíû s è îäíîêðàòíûé âõîä â âåðøèíó r.

Íàáîð îãðàíè÷åíèé (4) è (5) îáåñïå÷èâàåò ñâÿçíîñòü k-âåðøèííîãî ïóòè.

Îãðàíè÷åíèÿ (4) ãàðàíòèðóþò ïåðåâîçêó ïðîäóêòà ìåæäó âåðøèíàìè i è j òîëüêî

òîãäà, êîãäà xij �1. Îãðàíè÷åíèÿ (5) îçíà÷àþò, ÷òî èç âåðøèíû s íóæíî ðàçâåçòè k

åäèíèö ïðîäóêòà, îñòàâëÿÿ â êàæäîé èç òåõ âåðøèí, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäèò k-âåð-

øèííûé ïóòü, ðîâíî åäèíèöó ïðîäóêòà. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Ìèíèìèçàöèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â (1) îòâå÷àåò íàõîæäåíèþ êðàò÷àéøåãî (ìè-

íèìàëüíîãî ïî ðàññòîÿíèþ) ïóòè èç âåðøèíû s ê âåðøèíå r, êîòîðûé ïðîõîäèò ÷å-

ðåç k âåðøèí ãðàôà Dn n, . Ïðè ýòîì dk
* ñîîòâåòñòâóåò äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè.

Íî òàêîé ïóòü ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì. Åñëè ýòî òàê, òî ðåøåíèå çàäà÷è (1)–(6)

îáåñïå÷èâàåò òîëüêî îäèí èç âîçìîæíûõ êðàò÷àéøèõ k-âåðøèííûõ ïóòåé.

Ïîñêîëüêó îãðàíè÷åíèÿ (2)–(6) îïèñûâàþò âñå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ k-âåð-

øèííûõ ïóòåé, òî, çàìåíèâ â (1) öåëåâóþ ôóíêöèþ äðóãîé ëèíåéíîé ôóíêöèåé,

ìîæíî íàéòè íàèëó÷øèé ïî âûáðàííîìó êðèòåðèþ k-âåðøèííûé ïóòü. Òàê, íà-

ïðèìåð, ìàêñèìàëüíîìó (ïî ðàññòîÿíèþ) k-âåðøèííîìó ïóòè ñîîòâåòñòâóåò ñëåäó-

þùàÿ çàäà÷à ñìåøàííîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè
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ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (2)–(6).
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Ñâîéñòâà çàäà÷è (7) èäåíòè÷íû ñâîéñòâàì çàäà÷è (1)–(6).

Åñëè k n� �2, òî áóëåâû ïåðåìåííûå â îãðàíè÷åíèè (3) îïðåäåëÿþòñÿ îäíî-

çíà÷íî è ðàâíû åäèíèöå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ( )n �2 -âåðøèííûé ïóòü ïðîõîäèò ÷å-

ðåç âñå âåðøèíû ãðàôà è ñîâïàäàåò ñ ãàìèëüòîíîâûì ïóòåì èç s â r. Íàõîæäåíèþ

êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâîãî ïóòè ñîîòâåòñòâóåò òàêàÿ çàäà÷à: íàéòè
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Èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Îãðàíè÷åíèÿ (9)–(12) îïèñûâàþò âñå âîçìîæíûå ãàìèëüòîíî-

âû ïóòè èç s â r â ãðàôå Dn n, .

Íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ãàìèëüòîíîâîãî ïóòè ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à

ñìåøàííîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè
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ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÊÐÀÒ×ÀÉØÅÃÎ k-ÂÅÐØÈÍÍÎÃÎ ÖÈÊËÀ

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííûå òàêèå æå, êàê è ðàíåå, èçìåíÿåòñÿ ëèøü èõ êîëè÷åñ-

òâî, ïîñêîëüêó èñïîëüçóþòñÿ âñå äóãè ãðàôà Dn n, , à òàêæå âñå åãî âåðøèíû, çà

èñêëþ÷åíèåì òîé, â êîòîðîé öèêë íà÷èíàåòñÿ è çàâåðøàåòñÿ. Ââèäó òîãî, ÷òî

âåðøèíû s è r ñîâïàäàþò, êîëè÷åñòâî áóëåâûõ ïåðåìåííûõ xij óâåëè÷èòñÿ è áó-

äåò ðàâíî n n( )�1 . Òàêèì æå áóäåò è êîëè÷åñòâî íåîòðèöàòåëüíûõ ëèíåéíûõ ïå-

ðåìåííûõ zij . Ïîñêîëüêó k èìååò âåðõíþþ ãðàíèöó áîëüøå, ò.å. 1 1� � �k n ,

÷èñëî áóëåâûõ ïåðåìåííûõ yi óâåëè÷èòñÿ íà åäèíèöó è áóäåò ðàâíûì ( )n �1 .

Íàõîæäåíèþ êðàò÷àéøåãî k-âåðøèííîãî öèêëà â ãðàôå Dn n, , ãäå1 1� � �k n , ñîîò-

âåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ñìåøàííîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè
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y i n i s x z i j n i ji ij ij� � � � � � � � �0 1 1 0 1 0 1, , , , , , , , , ..., ,� . (19)

Çàäà÷à (14)–(19) ñîäåðæèò 2 12n n� � ïåðåìåííûõ, èç êîòîðûõ n2 1� — áóëåâû ïå-

ðåìåííûå, à n n( )�1 — íåîòðèöàòåëüíûå ëèíåéíûå ïåðåìåííûå, è n n2 2 1� � îãðàíè÷å-

íèé, èç êîòîðûõ 3 1n � — ëèíåéíûå ðàâåíñòâà, à n n( )�1 — ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà.

Òåîðåìà 2. Îãðàíè÷åíèÿ (15)–(19) îïèñûâàþò âñå âîçìîæíûå öèêëû èç âåð-

øèíû s, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç k âåðøèí ãðàôà Dn n, .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷åíèå (16) çàäàåò ðîâíî k âåðøèí ãðàôà Dn n, , ÷åðåç

êîòîðûå ïðîõîäèò öèêë èç âåðøèíû s. Ýòèì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò yi �1. Äëÿ

k âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ yi �1, è äëÿ âåðøèíû s îãðàíè÷åíèÿ (15) îïèñûâàþò îä-

íîêðàòíûé âõîä â âåðøèíó è îäíîêðàòíûé âûõîä èç âåðøèíû.

Íàáîð îãðàíè÷åíèé (17) è (18) ãàðàíòèðóåò ñâÿçíîñòü k-âåðøèííîãî öèêëà.

Îãðàíè÷åíèÿ (17) îáåñïå÷èâàþò ïåðåâîçêó ïðîäóêòà ìåæäó âåðøèíàìè i è j

òîëüêî òîãäà, êîãäà xij �1. Îãðàíè÷åíèÿ (18) îçíà÷àþò, ÷òî èç âåðøèíû s íóæíî

ðàçâåçòè k åäèíèö ïðîäóêòà, îñòàâëÿÿ â êàæäîé âåðøèíå öèêëà ðîâíî åäèíèöó

ïðîäóêòà. Äîêàçàòåëüñòâî çàâåðøåíî.

Íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ïî ðàññòîÿíèþ k-âåðøèííîãî öèêëà ñîîòâåò-

ñòâóåò çàäà÷à ñìåøàííîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè

D d xk
x

ij ij

j j i

n

i

n

ij

*

,

max�
� ��
��
11

(20)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (15)–(19).

Åñëè k n� �1, òî ïîëó÷àåì çàäà÷ó äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâîãî

öèêëà, ðàâíîñèëüíóþ çàäà÷å êîììèâîÿæåðà. Íàõîæäåíèþ ìèíèìàëüíîãî ïî ðàññòîÿ-

íèþ ãàìèëüòîíîâîãî öèêëà ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷à ñìåøàííîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè

d d x
x

ij ij

j j i

n

i

n

ij

*

,

max�
� ��
��
11

, (21)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

x x i nij

j j i

n

ji

j j i

n

� � �
� � � �
� �1 1 1

1 1, ,

, , , ,� , (22)

z n x i j n i jij ij� � � � �( ) , , , ..., ,1 0 1 , (23)

z n z z zsj

j j s

n

js

j j s

n

ij

j j i

n

ji

j

� � � �
� � � � � � �
� � �1 0

1 1 1

, ,

, , , 1

1 1

,

, , , ,

j i

n

i n i s

�
� � � � �� , (24)

x z i j n i jij ij� � � � �0 1 0 1, , , , ..., , . (25)

Çàäà÷à (21)–(25) ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëèðîâêîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà [2, ñ. 46],

îñíîâàííîé íà èäåå ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è î ïîòîêå âî èçáåæàíèå ïîäöèêëîâ

â çàäà÷å êîììèâîÿæåðà. Èç òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì òàêîå æå ñëåäñòâèå, êàê è â [2].

Ñëåäñòâèå 2. Îãðàíè÷åíèÿ (22)–(25) îïèñûâàþò âñå âîçìîæíûå ãàìèëüòîíî-

âû öèêëû ïîëíîãî ãðàôà Dn n, .
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Åñëè â çàäà÷å (21)–(25) öåëåâóþ ôóíêöèþ çàìåíèòü äðóãîé ëèíåéíîé ôóíê-

öèåé, òî ìîæíî íàéòè íàèëó÷øèé ïî âûáðàííîìó êðèòåðèþ ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Òàê, íàïðèìåð, íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíîãî ãàìèëüòîíîâîãî ïóòè ñîîòâåòñòâóåò

çàäà÷à ñìåøàííîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: íàéòè

D d x
x

ij ij

j j i

n

i

n

ij

*

,

max�
� ��
��
11

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (22)–(25).

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî k-âåðøèííîãî ïóòè è êðàò÷àéøåãî k-âåðøèííî-

ãî öèêëà â ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíû çàäà÷è ñìåøàííîãî áóëåâîãî ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èõ ÷àñòíûå ñëó÷àè äàþò ôîðìóëèðîâêè çàäà÷ äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâîãî ïóòè è êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâîãî öèê-

ëà. Äàííûå çàäà÷è ñîäåðæàò íå áîëåå ÷åì 2 2n ïåðåìåííûõ è íå áîëåå ÷åì

( )n �1 2 îãðàíè÷åíèé, ãäå n — êîëè÷åñòâî âåðøèí ïîëíîãî ãðàôà.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî k-âåðøèííîãî ïóòè (öèêëà) ñëîæíåå, ÷åì çà-

äà÷à íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî ãàìèëüòîíîâîãî ïóòè (öèêëà), òàê êàê â íåé òðåáó-

åòñÿ îïðåäåëèòü ïîäìíîæåñòâà âåðøèí, äëÿ êîòîðûõ áóäåò íàõîäèòüñÿ ãàìèëüòî-

íîâ ïóòü èëè ãàìèëüòîíîâ öèêë. Ýòî ïîäòâåðæäàþò âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåí-

òû. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà kroA100.tsp ñî 100 âåðøèíàìè çàäà÷à (21)–(25) áûëà

ðåøåíà çà 100 ñ ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû gurobi 5.5.0 [3], à çàäà÷à (14)–(19) äëÿ íà-

õîæäåíèÿ êðàò÷àéøåãî 50-âåðøèííîãî öèêëà â ýòîì æå ãðàôå — çà 700 c. Ðàñ÷åòû

ïðîâîäèëèñü íà NEOS-ñåðâåðå (http://www.neos-server.org). Ïðè ýòîì ïðîãðàììà

gurobi íàøëà äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è êîììèâîÿæåðà äëÿ ãðàôà kroA100.tsp, ÷åì

ïðèâåäåííîå â áèáëèîòåêå TSPLIB.
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