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Àííîòàöèÿ. Ïðèâåäåíû óñëîæíåííûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñòàòè÷åñêèõ
è äèíàìè÷åñêèõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷ (îïèñàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâ-
íåíèÿìè), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê íà åäèíîì äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ èãðîâîì
ìíîæåñòâå, òàê è íà ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèõñÿ èãðîâûõ ìíîæåñòâàõ, ïîëåç-
íûå äëÿ ïîèñêà íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ â ëþáûõ çàäà÷àõ è äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ñïðàâåäëèâîãî äåëåæà êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èãðû íà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ, óñëîæíåííûå ðàâ-
íîâåñèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ, îñîáåííî ïîëåçíûå äëÿ êîíôëèêò-

íûõ çàäà÷ (ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ) ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ,

ò.å. îïðåäåëÿåìûõ íà èõ ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèõñÿ èãðîâûõ ìíîæåñòâàõ. Ðàç-

ðàáîòêà òåîðèè ïîäîáíûõ çàäà÷, ïî ñóùåñòâó ñîâåðøåííî íå èçó÷åííûõ, ñî-

ïðÿæåíà ñ ïðîáëåìîé ÷ðåçâû÷àéíîé ñëîæíîñòè ïîèñêà ïîíÿòèé ðàâíîâåñèÿ, íå

ñîäåðæàùèõ â ñâîåì îïðåäåëåíèè êàêèõ-ëèáî èñêóññòâåííî íàâÿçûâàåìûõ

ó÷àñòíèêàì íîðì ïîâåäåíèÿ.

Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ èãð ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êîíôëèêòíûõ çàäà÷ íà åäè-

íîì äëÿ ó÷àñòíèêîâ èãðîâîì ìíîæåñòâå [1–8], îäíàêî íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî,

êîíôëèêòû ðåàëèçóþòñÿ íà ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèõñÿ èãðîâûõ ìíîæåñòâàõ.

Íàïðèìåð, ïî÷òè â ëþáîì êîíêðåòíîì áèçíåñå ó÷àñòâóåò íåñêîëüêî èãðîêîâ, èç

êîòîðûõ íåêîòîðûå (èëè âñå) ÿâëÿþòñÿ ïàðòíåðàìè è â äðóãèõ áèçíåñ-ñèñòåìàõ,

÷òî ôîðìèðóåò íåêèé êîíôëèêò ïîáî÷íûõ èíòåðåñîâ ó÷àñòíèêîâ.

Êîíôëèêòíûå çàäà÷è ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè (äîõîäàìè) èãðîêîâ õàðàêòå-

ðèçóþòñÿ òåì, ÷òî êàæäûé èç íèõ èìååò äîõîäû èç ðàçëè÷íûõ èñòî÷íèêîâ, ïðè-

÷åì ïîñëåäíèå íå âñåãäà äîñòóïíû äëÿ ïîëó÷åíèÿ äîõîäîâ äðóãèìè ó÷àñòíèêà-

ìè. ßâíûå êîíôëèêòíûå îòíîøåíèÿ âîçíèêàþò ëèøü íà ïåðåñå÷åíèÿõ èãðîâûõ

ìíîæåñòâ ó÷àñòíèêîâ, à íà íåêîòîðîé ÷àñòè èãðîâîãî ìíîæåñòâà ëþáîãî ó÷àñò-

íèêà (èëè èõ êîàëèöèè), íå ïåðåñåêàþùåéñÿ ñ èãðîâûìè ìíîæåñòâàìè äðóãèõ èã-

ðîêîâ, ïîëó÷åííûå äîõîäû åñòåñòâåííî íàçâàòü ïîáî÷íûìè, ïîñêîëüêó îíè íå-

ïîñðåäñòâåííî íå ñâÿçàíû ñ äàííûì êîíôëèêòîì, íî êîñâåííî îêàçûâàþò íà íåãî

âëèÿíèå. Ïîñëåäíèé â ñâîþ î÷åðåäü òàêæå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ïîáî÷íûå äîõî-

äû. ×àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà ñóùåñòâåííî óñëîæíÿþò ôîðìèðîâà-

íèå îáùåé òåîðèè êîíôëèêòíûõ çàäà÷, íà÷àëüíàÿ áàçîâàÿ îñíîâà êîòîðîé ïðèâå-

äåíà â ðàáîòàõ [9–11].

Â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ âîçíèêàþò ïðîáëåìû, íå ïðèñóùèå êëàññè÷åñêèì èãðàì

íà åäèíîì äëÿ ó÷àñòíèêîâ èãðîâîì ìíîæåñòâå. Îäíà èç íèõ ñîñòîèò â òîì, ÷òî

â ëþáûõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ, ðàññìàòðèâàåìûõ íà åäèíîì äëÿ ó÷àñòíèêîâ èã-

ðîâîì ìíîæåñòâå, âñåãäà íåïóñòîå ìíîæåñòâî A íàèáîëåå ñëàáûõ ðàâíîâå-

ñèé [12–16] ìîæåò áûòü ïóñòûì â èãðàõ ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè. Ýòî îáóñëîâè-

ëî ââåäåíèå ïîíÿòèé ñèëüíûõ óãðîç è ñïåöèôè÷åñêèõ ñëàáûõ ðàâíîâåñèé [9–11],

êîòîðûå íå èñïîëüçîâàëèñü â òåîðèè êîíôëèêòíûõ çàäà÷ íà åäèíîì äëÿ âñåõ
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ó÷àñòíèêîâ èãðîâîì ìíîæåñòâå [1–8, 12–16]. Îäíàêî ïðèâåäåííûå â [9–11] ðàâ-

íîâåñèÿ îêàçàëèñü ñëèøêîì ñëàáûìè (ò.å. ñëèøêîì îáùèìè), ÷òî çàòðóäíÿëî ïî-

èñê íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ñóùåñòâåííî

áîëåå ñèëüíîå ðàâíîâåñèå, êîòîðîå âåñüìà ýôôåêòèâíî äëÿ ðåøåíèÿ ëþáûõ

ñòàòè÷åñêèõ è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ñ ïåðåñåêàþùèìèñÿ è íåïåðåñåêàþùèìèñÿ

èãðîâûìè ìíîæåñòâàìè ó÷àñòíèêîâ.

ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÈ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÉ È ÏÎÈÑÊ ÐÅØÅÍÈß Â ÑÒÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÈÃÐÀÕ

×òîáû íå óñëîæíÿòü èçëîæåíèå ãðîìîçäêèìè íåïðèíöèïèàëüíûìè äåòàëÿìè

è îáëåã÷èòü âîñïðèÿòèå è âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ íîâûõ ïîíÿòèé ðàâíî-

âåñèÿ, ðàññìîòðèì âíà÷àëå ñòàòè÷åñêèå çàäà÷è ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè â ôîðìó-

ëèðîâêå ðàáîòû [11] ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, íå ñíèæàþùèõ îáùíîñòè ïîëó÷àåìûõ

ðåçóëüòàòîâ.

Äîïóùåíèå 1. Ïóñòü Qi , i �1 2, , — ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà è Q Q Q� �1 2 ;

Gi — êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â ïðîñòðàíñòâå Q , ïðè÷åì G G G� � ��1 2 ,

à � � �G G G1 2 ; è ïóñòü íà ìíîæåñòâå Gi îïðåäåëåíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ (ôóíê-

öèîíàë) J q ii ( ), ,�1 2, q q q� ( , )1 2 , qi — ñòðàòåãèÿ i-ãî ó÷àñòíèêà êîíôëèêòà.

Êðîìå òîãî, i-é ó÷àñòíèê èìååò âîçìîæíîñòü âûáèðàòü ñâîþ ñòðàòåãèþ qi èç

ïðîåêöèè PrQi
G � ìíîæåñòâà �G íà ïðîñòðàíñòâî Qi èëè èç ñå÷åíèÿ �G qk( )

( , , )k i i� �1 2 è ñòðåìèòñÿ îáåñïå÷èòü ìàêñèìóì ñâîåé ïëàòåæíîé ôóíêöèè

(ôóíêöèîíàëà) J qi ( ), îïðåäåëåííîé ëèøü íà åãî èíäèâèäóàëüíîì èãðîâîì ìíî-

æåñòâå G Qi 	 , èìåþùåì íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå G ñ àíàëîãè÷íûì èíäèâèäóàëü-

íûì èãðîâûì ìíîæåñòâîì Gk äðóãîãî èãðîêà, ìàêñèìèçèðóþùåãî íà íåì ñâîþ

ïëàòåæíóþ ôóíêöèþ Jk . Ïî ñóùåñòâó ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåðåñû ó÷àñòíèêîâ

ÿâíî ñòàëêèâàþòñÿ òîëüêî íà ìíîæåñòâå G , íà êîòîðîì îíè âñòóïàþò â êîíêóðåí-

òíûå âçàèìîîòíîøåíèÿ, à íà ìíîæåñòâàõ �G Gi\ è �G Gk\ èãðîêè ïîëó÷àþò ñâîè

ïîáî÷íûå äîõîäû, íå ñâÿçàííûå ÿâíî ñ áèçíåñîì íà ìíîæåñòâå G .

Èñõîäíûì ïîíÿòèåì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëþáûõ ñèñòåì êîíôëèêòíûõ ðàâíîâåñèé

â çàäà÷àõ ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîå ïîíÿòèå

A-ðàâíîâåñèÿ èç ðàáîò [9–11], êîòîðîå íåîáõîäèìî ïðèâåñòè, ïîñêîëüêó íà íåì

(ÿâíî èëè íåÿâíî) îñíîâàíû âñå èçâåñòíûå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèÿ [1–16].

Îïðåäåëåíèå 1. Òî÷êó (ñèòóàöèþ) q Gi

 � íàçîâåì Ai -ýêñòðåìàëüíîé äëÿ

i-ãî ó÷àñòíèêà, åñëè ïðè çàäàííîé ñòðàòåãèè qk

 k -ãî ó÷àñòíèêà òîëüêî îäíà ñòðà-

òåãèÿ q G qi i k

 
� ( ) îêàçûâàåòñÿ äîïóñòèìîé äëÿ i-ãî èãðîêà èëè åñëè ëþáîé ñòðà-

òåãèè q G q qi i k i� 
 
( ) \ i-ãî ó÷àñòíèêà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàé-

íåé ìåðå îäíó äîïóñòèìóþ ñòðàòåãèþ � � ( )q q q G qk k i i i� � 
 � k -ãî ó÷àñòíèêà òà-

êóþ, ÷òîáû èìåëî ìåñòî îòíîøåíèå

J q q J qi i k i( , � ) ( )� 
 (1)

(íàçîâåì ýòîò ñëó÷àé çàäà÷åé òèïà 1); ëèáî òàêóþ, ÷òîáû èìåëî ìåñòî îòíî-

øåíèå

J q q J q q G qi i k i k i( , � ) ( ), � ( )� � �

(2)

(íàçîâåì ýòîò ñëó÷àé çàäà÷åé òèïà 2, îòëè÷àþùåéñÿ îò çàäà÷è òèïà 1 òåì, ÷òî

â íåé, ïîìèìî óãðîç �qk , èñïîëüçóåìûõ â (1), äîïóñêàþòñÿ åùå è ñèëüíûå

óãðîçû íà ìíîæåñòâå �G q G qi i i( ) \ ( ), íà êîòîðîì óãðîæàþùèé k-é èãðîê ïîëó-

÷àåò äîõîä, à i-é èãðîê íè÷åãî íå ïîëó÷àåò); ëèáî, åñëè ëþáîé ñòðàòåãèè

q G q qi k i� 
 
( ) \ i-ãî ó÷àñòíèêà ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ïî êðàéíåé
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ìåðå îäíó äîïóñòèìóþ ñòðàòåãèþ �qk äðóãîãî ó÷àñòíèêà, òàêóþ, ÷òîáû èìåëî

ìåñòî îòíîøåíèå

J q q J q q G qi i k i k i( , � ) ( ), � ( )� �

(3)

(íàçîâåì ýòîò ñëó÷àé çàäà÷åé òèïà 3, õàðàêòåðèçóþùåéñÿ òåì, ÷òî ðàññìàòðè-

âàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ èãðà òîëüêî íà ïåðåñå÷åíèè G ìíîæåñòâ G1 è G2).

Ñèòóàöèþ q
 íàçîâåì A-ðàâíîâåñèåì â çàäà÷àõ òèïà 1, 2 èëè 3, åñëè ñîîòâåò-

ñòâåííî óñëîâèÿ (1), (2) èëè (3) óäîâëåòâîðÿþòñÿ â òî÷êå q G
 � � äëÿ i �1 2, , ò.å.

åñëè q A A A
 � � �1 2 .

Èç îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî â çàäà÷àõ òèïà 1 è 3 óãðîçû åñòåñòâåííûå

(ñëàáûå), à â çàäà÷å òèïà 2 — ñèëüíûå, ò.å. â èãðîâûõ çàäà÷àõ íà ÷àñòè÷íî ïåðå-

ñåêàþùèõñÿ èãðîâûõ ìíîæåñòâàõ óãðîæàþùèé k-é èãðîê èìååò âîçìîæíîñòü

ðåàëèçîâàòü ñâîè óãðîçû íå òîëüêî â ñå÷åíèÿõ G qi i( ) èãðîâîãî ìíîæåñòâà Gi i-ãî

ó÷àñòíèêà, íî è â áîëåå øèðîêèõ ñå÷åíèÿõ � �G q G qi i i( ) ( ), â êîòîðûõ îí ïîëó-

÷àåò äîõîä, à íàêàçóåìûé i-é ó÷àñòíèê íè÷åãî íå ïîëó÷àåò.

Â çàäà÷àõ ñ ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùèìèñÿ èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ, ãäå ìíî-

æåñòâî A ïóñòîå, ïîñëåäíåå ìîæíî çàìåíèòü ìíîæåñòâîì P. Ôîðìóëèðîâêà ýòîãî

ìíîæåñòâà äàíà â îïðåäåëåíèè 2 è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåôîðìóëèðîâêó ìíî-

æåñòâà P b èç ðàáîòû [11], îñíîâàííîãî íà ïîíÿòèè îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî:

ñèòóàöèþ q
 íàçûâàþò îïòèìàëüíîé ïî Ïàðåòî [17], åñëè íåñîâìåñòíû íåðàâå-

íñòâà J q J q q G q q ii i( ) ( ), , , ,� � � �
 
 1 2, ñðåäè êîòîðûõ õîòÿ áû îäíî ñòðîãîå.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèòóàöèþ q Gi

 � íàçîâåì Pi -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè ïðè êàæ-

äîé ïîïûòêå q G q qi i k i� 
 
( ) \ i-ãî ó÷àñòíèêà ( , , )i k i� �1 2 óâåëè÷èòü ñâîé âûèã-

ðûø ïî ñðàâíåíèþ ñ âûèãðûøåì â ñèòóàöèè q
 çà ñ÷åò ïåðåõîäà èç íåå â áîëåå

âûãîäíóþ ñèòóàöèþ qi îêàæåòñÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ q
 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ïàðåòî (èëè

èíäèâèäóàëüíî-ïàðåòîâñêèì ðàâíîâåñèåì â òåðìèíîëîãèè ðàáîòû [12, ñ. 145]) ïî

îòíîøåíèþ êî âñåì òî÷êàì ñå÷åíèÿ �G qi( ). Åñëè ñèòóàöèÿ q Gi

 � ÿâëÿåòñÿ ìàê-

ñèìóìîì ôóíêöèîíàëà J i â ñå÷åíèè G qi k( )
 , òî îíà ïîëàãàåòñÿ Pi -ýêñòðåìàëü-

íîé ïî îïðåäåëåíèþ. Ñèòóàöèþ q
 íàçîâåì P-ðàâíîâåñèåì (èëè P-îïòèìàëü-

íîé), åñëè îíà Pi -ýêñòðåìàëüíà îäíîâðåìåííî äëÿ i �1 2, .

Ñëåäóþùåå ïðåäëàãàåìîå íîâîå ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíî ñèëüíîãî D P -ðàâíî-

âåñèÿ, îñíîâàííîå íà ïîíÿòèè P-ðàâíîâåñèÿ è óñèëèâàþùåå ïîñëåäíåå, ïîëåçíî

íå òîëüêî â çàäà÷àõ ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ, â êîòîðûõ A-ðàâíîâå-

ñèå ïóñòîå, íî è âîîáùå â ëþáûõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñèòóàöèþ q Pi

 � íàçîâåì Di

P -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè

max max ( , ) (
( ) ( )q P q

i
q P q

k i k i
i i k k i i

J J q q J q
� �


�

�
�

�

�
� �Arg 
 �), ,i 1 2 . (4)

Ñèòóàöèþ q
 íàçîâåì D P -ðàâíîâåñèåì, åñëè q D D DP P P
 � � �
1 2

.

Îòìåòèì, ÷òî ïîèñê D P -ðàâíîâåñèÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ âåñüìà òðóäîå-

ìîê, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáåãàòü ê åãî íàõîæäåíèþ öåëåñîîáðàçíî òîëüêî òîãäà,

êîãäà áåç åãî ïîìîùè ðåøåíèå íå îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.

Åñëè A-ðàâíîâåñèå íåïóñòîå, òî ïðåæäå ÷åì ïûòàòüñÿ èñêàòü D P -ðàâíîâåñèå

ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ïîíÿòèÿìè ðàâíîâåñèÿ [1–16], èç êîòîðûõ ïðè-

âåäåì äàëåå òîëüêî òðè ðàâíîâåñèÿ èç [9–16], íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåðîâ.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ñèòóàöèþ q Ai

 � íàçîâåì Bi -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè îáðàçó-

þùàÿ åå ñòðàòåãèÿ äðóãîãî èãðîêà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

max ( , ) ( ), , ,
( )*q A q

k i k k
k i i

J q q J q k k i
�


 
� � �1 2 .

Ñèòóàöèþ q G
 � íàçîâåì B-ðàâíîâåñèåì, åñëè q B B
 � �1 2 , ãäå Bi — ìíî-

æåñòâî âñåõ Bi -ýêñòðåìàëüíûõ ñèòóàöèé.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèòóàöèþ q Bi
* � íàçîâåì Di -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè

max ( ) ( ), ,
q B

i i
i

J q J q i
�


� �1 2,

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, åñëè

max max ( , ) (
( )q A

i
q A q

k i k i
i Qi i k i i

J J q q J q
� �


�

�
�

�

�
� �

Pr
Arg ), ,i �1 2.

Ñèòóàöèþ q
 íàçîâåì D -ðàâíîâåñèåì, åñëè q D D D
 � � �1 2 .

Â ëþáûõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ ñóùåñòâóåò D -ðàâíîâåñèå, îíî

îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå óñòîé÷èâûì è íàèâûãîäíåéøèì äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ (ê ñî-

æàëåíèþ, äàííîå ðàâíîâåñèå ñóùåñòâóåò äàëåêî íå âñåãäà).

Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðîå îñëàáëåíèå B- è D -ðàâíîâåñèé ìîæíî ïîëó÷èòü,

åñëè â îïðåäåëåíèÿõ 4 è 5 âìåñòî êàæäîãî èç ìíîæåñòâ A1 è A2 èñïîëüçîâàòü

ìíîæåñòâî A. Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå òàêîé çàìåíû ðàâíîâåñèÿ â [9–15] íàçâà-

íû �B - è �D -ðàâíîâåñèÿìè.

Íåêîòîðûì îñëàáëåíèåì ðàâíîâåñèé èç îïðåäåëåíèé 4 è 5 ÿâëÿåòñÿ òàêæå

ñëåäóþùåå ðàâíîâåñèå.

Îïðåäåëåíèå 6. Ñèòóàöèþ q Ai

 � íàçîâåì �Di -ýêñòðåìàëüíîé, åñëè

max max ( , ) (
( ) ( )*q A q

i
q A q

k i k i
i i k k i i

J J q q J q
� �

�

�
�

�

�
� �Arg 
 � �), , ,i i k1 2 .

Ñèòóàöèþ q
 íàçîâåì �D -ðàâíîâåñèåì, åñëè q D D D
 � � � � � �1 2 .

Ïðåäëàãàåìîå ðàíåå íîâîå, âåñüìà ñëîæíîå ïðè åãî ïðàêòè÷åñêîì ïîèñêå,

D P -ðàâíîâåñèå â ñëó÷àå, åñëè ðàâíîâåñèÿ èç îïðåäåëåíèé 4–6 ïóñòûå, ìîæåò èõ

çàìåíèòü.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñ-

òíèêîâ â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âåñüìà ïîëåçíî ïðåäëîæåíèå 1 èç [11], êîòîðîå

öåëåñîîáðàçíî ïðèâåñòè è â äàííîé ðàáîòå (ñ ó÷åòîì åãî êîððåêöèè âñëåäñòâèå

ââåäåíèÿ íîâîãî ïîíÿòèÿ D P -ðàâíîâåñèÿ (4)).

Ïðåäëîæåíèå 1. Â îáùåì ñëó÷àå â èãðîâîé çàäà÷å ñ íåñîâïàäàþùèìè è ïå-

ðåñåêàþùèìèñÿ èãðîâûìè ìíîæåñòâàìè Gi îòìåòèì ñëåäóþùåå.

1. Åñëè ñèëüíûå óãðîçû (2) íåäîïóñòèìû (ïî ñîãëàøåíèþ ìåæäó âñåìè

ó÷àñòíèêàìè) è ìíîæåñòâî A ïóñòîå â åñòåñòâåííîì êëàññå ñëàáûõ óãðîç (1)

(ò.å. â çàäà÷å òèïà 1), òî íàèñèëüíåéøèå ðàâíîâåñèÿ (è ðåøåíèå çàäà÷è â òîì èëè

èíîì ñìûñëå) âñåãäà ìîæíî íàéòè èç âñåãäà ñóùåñòâóþùåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

òèïà 3 (â åñòåñòâåííîì êëàññå ñëàáûõ óãðîç (1)), äîïîëíåííîãî èñïîëüçîâàíèåì

ðàâíîâåñèÿ D P.

2. Åñëè ñèëüíûå óãðîçû (2) íåäîïóñòèìû è ìíîæåñòâî A â çàäà÷å òèïà 1 íå-

ïóñòîå, òî ñëåäóåò â êà÷åñòâå îñíîâíîãî èñïîëüçîâàòü ðåøåíèå çàäà÷è òèïà 1 (ñî

âñåìè âîçìîæíûìè åãî èòåðàöèÿìè [11–17]) c ó÷åòîì ðàâíîâåñèÿ D P, à äëÿ
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îöåíêè âëèÿíèÿ ïîáî÷íûõ èíòåðåñîâ íà ðåøåíèå èñõîäíîé èãðû — ðåøåíèå çà-

äà÷è òèïà 3; ïðè÷åì â ñëó÷àå íåñîâïàäåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷ òèïîâ 1 è 3 çà îñíîâó

ïðèíÿòü ðåøåíèå çàäà÷è òèïà 1, à ðåøåíèå çàäà÷è òèïà 3 ðàññìàòðèâàòü ëèøü êàê

âîçìîæíóþ êîððåêöèþ ýòîãî ðåøåíèÿ; ñîâïàäåíèå ðåøåíèé çàäà÷ òèïîâ 1 è 3

îçíà÷àåò, ÷òî íå ñóùåñòâóåò âëèÿíèÿ ïîáî÷íûõ äîõîäîâ íà ðåøåíèå èãðû (÷òî

âåñüìà áëàãîïðèÿòíî äëÿ ó÷àñòíèêîâ).

3. Åñëè ñèëüíûå óãðîçû (2) äîïóñòèìû è ïðè ýòîì ìíîæåñòâî A â çàäà÷å (1)

ïóñòîå, òî â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü

ðåøåíèå çàäà÷è òèïà 2 (2), à ðàâíîâåñèå (4) è ðåøåíèå çàäà÷è òèïà 3 (3) ðàññìàòðè-

âàòü ëèøü ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè êîððåêòèðîâêè ñ èõ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ çà-

äà÷è òèïà 2 (ïðèíèìàåìîãî êàê îñíîâíîå); ïðè÷åì åñëè âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñèëüíåé-

øèå ðàâíîâåñèÿ îäèíàêîâû, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîáî÷íûå äîõîäû ó÷àñòíèêîâ íå

âëèÿþò íà ðåøåíèå èãðû.

4. Åñëè ñèëüíûå óãðîçû (2) äîïóñòèìû è ìíîæåñòâî A â çàäà÷å òèïà 1 íåïóñ-

òîå, òî ñëåäóåò íàéòè ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïîâ 1–3 è ðàâíîâåñèÿ (4); åñëè â íèõ íàè-

ñèëüíåéøèå ðàâíîâåñèÿ îäèíàêîâûå, òî íà ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è ïî ñóùåñ-

òâó íå âëèÿþò íè òèïû óãðîç, íè ïîáî÷íûå èíòåðåñû ó÷àñòíèêîâ, ÷òî íàèáîëåå

áëàãîïðèÿòíî äëÿ ïîñëåäíèõ; â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ ðàâíîâåñèé â çàäà÷àõ òè-

ïîâ 1–3 ó÷àñòíèêàì ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ðåøåíèå çàäà÷è

òèïà 2, à ðåøåíèÿ çàäà÷ òèïîâ 1 è 3, à òàêæå D P -ðàâíîâåñèå èñïîëüçîâàòü ëèøü

êàê êîððåêòèðîâî÷íûå.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì êîíôëèêòíóþ (èãðîâóþ) çàäà÷ó ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêà-

ìè, â êîòîðîé êàæäûé èãðîê ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ (ìàòðè÷íóþ) ïëàòåæíóþ

ôóíêöèþ íà èíäèâèäóàëüíîì èãðîâîì ìíîæåñòâå, ÷àñòè÷íî ïåðåñåêàþùåìñÿ

ñ èãðîâûì ìíîæåñòâîì äðóãîãî ó÷àñòíèêà, ò.å. èãðó ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè

ó÷àñòíèêîâ:

J1

1 7

4 10

6 3 8

5 2 9

�

� �

� �

�

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

, J2

8 6 2

3 9

10 4 1

7 5

�

�

� �

�

� �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

.

Îáà èãðîêà ðàñïîëàãàþò ñòðàòåãèÿìè q1 è q2 , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðèíèìàåò

â ýòîé èãðå ÷åòûðå çíà÷åíèÿ. Ñòðàòåãèÿ q1 — âûáîð ïåðâûì èãðîêîì ëþáîé

èç ÷åòûðåõ ñòðîê, à ñòðàòåãèÿ q2 — âûáîð âòîðûì èãðîêîì ëþáîãî èç ÷åòû-

ðåõ ñòîëáöîâ. Íàïðèìåð, âûáîð ïåðâûì èãðîêîì âòîðîé ñòðîêè, à âòîðûì èã-

ðîêîì — òðåòüåãî ñòîëáöà ïðèâîäèò ê ðåàëèçàöèè ñèòóàöèè a23 , â êîòîðîé

âòîðîé èãðîê ïîëó÷àåò ñâîé ïîáî÷íûé äîõîä J2 9� , à ïåðâûé èãðîê íè÷åãî

íå ïîëó÷àåò, òàê êàê äàííàÿ ñèòóàöèÿ íå ïðèíàäëåæèò åãî èãðîâîìó ìíîæåñò-

âó. Â ýòîé çàäà÷å èãðîâîå ìíîæåñòâî Gi i-ãî ó÷àñòíèêà çàäàåòñÿ òåìè ýëåìåí-

òàìè ìàòðèöû J i , â êîòîðûõ ïðèâåäåíû âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ åãî âûèãðûøà.

Êîíôëèêò èìååò ìåñòî íà ìíîæåñòâå G G G a a a a a� � �1 2 11 33 34 42 43( , , , , ),

à ïîëíîå èãðîâîå ìíîæåñòâî � � �G G G1 2 âêëþ÷àåò 15 ýëåìåíòîâ (êðîìå ýëå-

ìåíòà a44).

Èññëåäóåì, â êàêîé ìåðå ïîáî÷íûå èíòåðåñû ó÷àñòíèêîâ è âîçìîæíîñòè èñ-

ïîëüçîâàíèÿ èìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ óãðîç ìîãóò âëèÿòü íà èõ äîõîäû è íà ðåøå-

íèå èãðû (êîîïåðàòèâíîé èëè íåêîîïåðàòèâíîé).

Íàéäåì ðàâíîâåñèÿ â êëàññå ñëàáûõ óãðîç, ïðè÷åì åñòåñòâåííî âíà÷àëå èñ-

êàòü íàèáîëåå ñëàáûå, ò.å. A-ðàâíîâåñèÿ (1):
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� � ��, ,

ãäå êðåñòèêàìè îòìå÷åíû íåïóñòûå ýëåìåíòû ìàòðèö Ai .

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî A-ðàâíîâå-

ñèé ïóñòîå, òî, ñëåäîâàòåëüíî, íå ñó-

ùåñòâóåò îïðåäåëÿåìûõ íà ýòîì ìíî-

æåñòâå áîëåå ñèëüíûõ B-, D -, �D -ðàâíî-

âåñèé è ìíîãèõ äðóãèõ èçâåñòíûõ

[1–16]. Ïîýòîìó íà÷íåì ïîèñê ïðèâå-

äåííîãî ðàíåå P-ðàâíîâåñèÿ (êîòîðîå

â äàííîì ñëó÷àå çàìåíèò A-ðàâíîâåñèå

â îïðåäåëåíèè 1) è åãî óñèëåíèÿ —

ïðåäëàãàåìîãî â äàííîé ðàáîòå íîâîãî

D P -ðàâíîâåñèÿ. Îäíàêî, òàê êàê ïîèñê

ýòèõ ðàâíîâåñèé, îñíîâàííûé òîëüêî íà

èõ îïðåäåëåíèÿõ, äîâîëüíî çàòðóäíèòå-

ëåí, âîñïîëüçóåìñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì

îòîáðàæåíèåì ìàòðèö J1 è J2 íà ïëîñ-

êîñòü ( , )J J1 2 , ïðèâåäåííûì íà ðèñ. 1,

ãäå ïî âåðòèêàëè îòëîæåíû çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íîé ïëàòåæíîé ôóíêöèè J1, à ïî

ãîðèçîíòàëè — çíà÷åíèÿ J2 .

Çàìåòèì, ÷òî ñïåöèôèêà çàäà÷ ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ âûíóæäà-

åò èñïîëüçîâàòü îñîáóþ (íèêîãäà íå ïðèìåíÿþùóþñÿ â ìàòåìàòèêå) ôîðìó îòî-

áðàæåíèé ìíîæåñòâ G1 è G2 íà ïëîñêîñòü ( , )J J1 2 (ñì. ðèñ. 1). Â ïåðâîì êâàäðàíòå

ïðèâîäèòñÿ îòîáðàæåíèå ( ( ), ( ))J G J G1 2 òîëüêî ìíîæåñòâà G , íà êîòîðîì îïðåäå-

ëåíû îáå ôóíêöèè: J1 è J2 , à îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ( \ )G G1 óñëîâíî ïðèâîäèò-

ñÿ ëåâåå îñè J1, ïîñêîëüêó íà ýòîì ìíîæåñòâå ôóíêöèÿ J2 íå îïðåäåëåíà. Àíà-

ëîãè÷íî îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà ( \ )G G2 óñëîâíî ïðèâîäèòñÿ íèæå îñè J2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîñêîëüêó â ñèòóàöèÿõ a12 , a14 , a21, a23 è a32 îïðåäåëåíà ïëà-

òåæíàÿ ôóíêöèÿ J2 òîëüêî âòîðîãî ó÷àñòíèêà, çíà÷åíèÿ äàííîé ôóíêöèè â ýòèõ ýëå-

ìåíòàõ ðàñïîëàãàþòñÿ âíå ïåðâîãî êâàäðàíòà — íèæå îñè J2 , è ïîìå÷åíû ýëåìåíòà-

ìè, ðàñïîëîæåííûìè â ìåñòàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷èñëåííîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèè

J2 â ýòèõ ýëåìåíòàõ. Àíàëîãè÷íî îáúÿñíÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèå ëåâåå îñè J1 òåõ ýëå-

ìåíòîâ ìàòðèöû J1, â êîòîðûõ íå îïðåäåëåíà ïëàòåæíàÿ ìàòðèöà J2 .

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîæåñòâî A-ðàâíîâåñèé â ýòîé çàäà÷å ïóñòîå, ìíîæåñò-

âà ïðåäëàãàåìûõ P - è D P -ðàâíîâåñèé íåïóñòûå. Ìàòðèöû P1, P2 è P íåïóñòûå

è èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

P P1 2�

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� � � �

� � � �

� � � �

� � �

,

�

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

, P .

Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ïîèñêà ýòèõ ðàâíîâåñèé íà ïðèìåðàõ ïîèñêà íå-

ñêîëüêèõ ýëåìåíòîâ äàííûõ ìàòðèö.

Ñèòóàöèÿ a11 ÿâëÿåòñÿ P1-ýêñòðåìàëüíîé, òàê êàê ïðè ëþáîé ïîïûòêå ïåðâî-

ãî èãðîêà óëó÷øèòü åå çà ñ÷åò ïåðåõîäà èç äàííîé ñèòóàöèè â äîñòóïíûå è áîëåå
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âûãîäíûå ñèòóàöèè a31 è a41 îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñèòóàöèÿ a11 ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëü-

íîé ïî Ïàðåòî ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâó, ñîñòàâëåííîìó èç âñåõ ýëåìåíòîâ

òðåòüåé ñòðîêè ìàòðèöû J1, è íåçàâèñèìî îò ýòîãî ñèòóàöèÿ a11 òàêæå îïòèìàëü-

íà ïî Ïàðåòî ïî îòíîøåíèþ ê ìíîæåñòâó, ñîñòàâëåííîìó èç âñåõ ýëåìåíòîâ ÷åò-

âåðòîé ñòðîêè ìàòðèöû J1 (ñì. ðèñ. 1). È íàêîíåö, ñèòóàöèÿ a11 îêàçûâàåòñÿ òàê-

æå è P2-ýêñòðåìàëüíîé, ïîñêîëüêó âòîðîé ó÷àñòíèê íå èìååò îñíîâàíèé ïåðåõî-

äèòü èç íåå â äîñòóïíûå åìó â ïåðâîé ñòðîêå ìàòðèöû J2 (íåïóñòûå) ñèòóàöèè

a12 è a14 , òàê êàê â íèõ îí íå ìîæåò óëó÷øèòü ñâîåãî âûèãðûøà, ïîëó÷åííîãî

â ñèòóàöèè a11. Ýòî îçíà÷àåò ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2, ÷òî ñèòóàöèÿ a11 ÿâëÿåòñÿ

åùå è P2-ýêñòðåìàëüíîé, à ñëåäîâàòåëüíî, îíà P-ðàâíîâåñíàÿ.

Ðàññìîòèì ïðîöåäóðó ïîèñêà P-ðàâíîâåñèÿ â ñèòóàöèè a33 , èç êîòîðîé âòî-

ðîé èãðîê èìååò âîçìîæíîñòü ïåðåéòè òîëüêî â îäíó áîëåå âûãîäíóþ äëÿ íåãî

ñèòóàöèþ a32 . Â ýòîì ñëó÷àå ñèòóàöèÿ a33 îïòèìàëüíà ïî Ïàðåòî ïî îòíîøåíèþ

êî âñåì ýëåìåíòàì âòîðîãî ñòîëáöà, ñëåäîâàòåëüíî, a P33 2� . Óáåäèìñÿ, ÷òî ñè-

òóàöèÿ a33 íå ÿâëÿåòñÿ P1-ýêñòðåìàëüíîé. Èç íåå ïåðâûé èãðîê èìååò âîçìîæ-

íîñòü ïåðåéòè â áîëåå âûãîäíûå äëÿ íåãî ñèòóàöèè a13 èëè â a43 . Â ñëó÷àå ïåðå-

õîäà â ñèòóàöèþ a13 ñèòóàöèÿ a33 (îòîáðàæåííàÿ íà ïëîñêîñòü ( , )J J1 2 ) ÿâëÿåòñÿ

îïòèìàëüíîé ïî Ïàðåòî ïî îòíîøåíèþ êî âñåì ýëåìåíòàì ïåðâîé ñòðîêè ïëàòåæ-

íûõ ìàòðèö ó÷àñòíèêîâ. Îäíàêî ïåðåõîä â ñèòóàöèþ a43 ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

ñèòóàöèÿ a33 íå îêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî Ïàðåòî ïî îòíîøåíèþ îäíîâðåìåí-

íî êî âñåì ýëåìåíòàì ÷åòâåðòîé ñòðîêè (â äàííîì ñëó÷àå îíà íå îïòèìàëüíàÿ ïî

Ïàðåòî ïî îòíîøåíèþ ê ýëåìåíòó a43). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî ñèòóàöèÿ a33

íå ÿâëÿåòñÿ P1-ýêñòðåìàëüíîé, à ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå ÿâëÿåòñÿ P-ðàâíîâåñèåì.

Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ëþáûå äðóãèå ýëåìåíòû ìàòðèö P1 è P2 . Ïðè÷åì èç
òðåõ íåïóñòûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû P òîëüêî îäèí ýëåìåíò a42 îêàçûâàåòñÿ

D P -ðàâíîâåñèåì, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ 3:

max max ( , ) max
( ) ( )q P q q P q q

J J q q
1 1 2 2 1 1

1 2 1 2
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max max ( , ) max
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2 2 1 1 2 2
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2 42 43 2 42
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�
P q

J a a J a
( )

( , ) ( ) .

Òàêèì îáðàçîì, ïðè çàìåíå â (1) ïóñòîé ìàòðèöû A ìàòðèöåé P óäàëîñü íàéòè

âñåãî îäíó ñèòóàöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ íàèñèëüíåéøèì D P -ðàâíîâåñèåì â çàäà÷å òèïà 1.

Ðàññìîòðèì äàëåå èñõîäíóþ çàäà÷ó â êëàññå ñèëüíûõ óãðîç êàê çàäà÷ó òèïà (2)

è áóäåì îòìå÷àòü ðàâíîâåñèÿ â ýòîì êëàññå èíäåêñîì s. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî A

â êëàññå ñèëüíûõ óãðîç òåïåðü óæå íå ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì è íåò íåîáõîäèìîñòè

â ýòîì êëàññå ïðèáåãàòü ê âåñüìà òðóäîåìêîìó ïîèñêó ìíîæåñòâà P :

A As s
1 2
�

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� � � �

� � � �

� � � �

�

,

� � �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

, A s .

Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ìíîæåñòâî B â êëàññå ñèëüíûõ óãðîç âêëþ÷àåò òîëü-

êî îäíó èãðîâóþ ñèòóàöèþ a42 :

B a a B a a a a B as s s
1 33 42 2 11 42 34 43 42� � �( , ), ( , , , ), ,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åùå è âåñüìà ñèëüíûì �D -ðàâíîâåñèåì.
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Ïîñêîëüêó â çàäà÷å òèïà 1 (ñ çàìåíîé â íåé ìíîæåñòâà A íà P ) è â çàäà÷å

òèïà 2 (â êëàññå ñèëüíûõ óãðîç) íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå îêàçàëîñü îäíèì

è òåì æå è åäèíñòâåííûì ( )D D ap � � � 42 , ñïðàâåäëèâûé äåëåæ êîîïåðàòèâíîãî

äîõîäà (âñåãäà íàèáîëåå âûãîäíîãî äëÿ èãðîêîâ â ëþáûõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷àõ),

ðàâíîãî â äàííîé çàäà÷å 14 è äîñòèãàåìîãî â ñèòóàöèè a43 , îäèíàêîâ äëÿ îáîèõ

òèïîâ çàäà÷ è âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì [14, ñ. 174]:

y y1 214
2

9
31 14

7

9
10 9� � � � � �, , , ,

ãäå äîëÿ y1 ïåðâîãî èãðîêà çàäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà íà

äðîáü, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ðàâåí äîõîäó ïåðâîãî èãðîêà â íàèñèëüíåéøåé ðàâ-

íîâåñíîé ñèòóàöèè, à çíàìåíàòåëü — ñóììå äîõîäîâ îáîèõ èãðîêîâ â ýòîé ñè-

òóàöèè. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâàÿ äîëÿ y2 âòîðîãî èãðîêà.

×òîáû ïîëó÷èòü ïîëíóþ îöåíêó âëèÿíèÿ ïîáî÷íûõ äîõîäîâ èãðîêîâ íà ðå-

øåíèå èãðû, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü åùå è çàäà÷ó òèïà 3, îñîáåííî âàæíóþ ïî-

òîìó, ÷òî îíà ñòàâèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè èãðîâûõ ìíîæåñòâ ó÷àñòíèêîâ, ò.å. èìåí-

íî íà òîì ìíîæåñòâå, íà êîòîðîì ïî ñóùåñòâó è ñòàëêèâàþòñÿ èíòåðåñû

(êîíêóðåíòíûå îòíîøåíèÿ) ó÷àñòíèêîâ.

Âî âñïîìîãàòåëüíîé èãðå íà ìíîæåñòâå G (ò.å. íà ïåðåñå÷åíèè èãðîâûõ ìíî-

æåñòâ ó÷àñòíèêîâ) ïëàòåæíûìè ôóíêöèÿìè èãðîêîâ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

J JG G
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Â ýòîé âñïîìîãàòåëüíîé èãðå ìíîæåñòâî A íå ìîæåò áûòü ïóñòûì è çàäàåòñÿ

ìàòðèöàìè
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Óñèëåíèÿìè ýòîãî AG -ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâíîâåñèÿ:

B B B D a a a D a D a D1 2 11 33 42 1 33 2 11� � � � � � � ��( , , ), , , .

Òàêèì îáðàçîì, â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ äâóõ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ âî

âñïîìîãàòåëüíîé èãðå íà ïåðåñå÷åíèè èãðîâûõ ìíîæåñòâ èìåþòñÿ òðè ýêâèâà-

ëåíòíûõ íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèè, ñðåäè êîòîðûõ íå óäàåòñÿ âûäå-

ëèòü åäèíñòâåííîãî íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ. Íåñîâïàäåíèå íàèñèëüíåéøèõ

ðàâíîâåñèé â êàêèõ-ëèáî èç òðåõ âñïîìîãàòåëüíûõ èãðîâûõ ïîñòàíîâîê (1)–(3)

ñâèäåòåëüñòâóåò î íåêîòîðîì âëèÿíèè ïîáî÷íûõ äîõîäîâ íà ðåøåíèå èãðû.

Åñëè èñõîäíàÿ èãðà áåñêîàëèöèîííàÿ (à â ïîäîáíûõ èãðàõ â êà÷åñòâå ðåøå-

íèÿ îáû÷íî ïðèíèìàþò ñèòóàöèþ íàèñèëüíåéøåãî ðàâíîâåñèÿ), òî ñëåäóåò ïðè-

çíàòü, ÷òî ïîáî÷íûå äîõîäû îêàçûâàþò ñëàáîå âëèÿíèå íà åå ðåøåíèå.

Åñëè ðàññìàòðèâàåìàÿ èãðà êîîïåðàòèâíàÿ (à â ïîäîáíûõ èãðàõ â êà÷åñòâå

ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñïðàâåäëèâûé äåëåæ), òî óáåäèìñÿ, ÷òî ïîáî÷íûå äîõîäû

â íåé òîæå âëèÿþò íà ðåøåíèå, õîòÿ è âåñüìà íåçíà÷èòåëüíî. Ïîäñ÷èòàåì ñïðà-

âåäëèâûé êîîïåðàòèâíûé äåëåæ âî âñïîìîãàòåëüíîé èãðå (3), ó÷èòûâàÿ, ÷òî
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â íåé ðåàëèçóþòñÿ òðè ýêâèâàëåíòíûõ íàèñèëüíåéøèõ ðàâíîâåñèÿ. Âîñïîëüçî-

âàâøèñü ôîðìóëàìè [14, ñ. 175], ïîëó÷èì äåëåæ

y y1 214
1 3 2

25
3 4 14

8 4 7

25
10 6� �

� �
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� �
�, , , ,

î÷åíü áëèçêèé ê íàéäåííîìó ðàíåå äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ èãð òèïîâ 1 è 2

(äîëÿ yi i-ãî èãðîêà çàäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì êîîïåðàòèâíîãî äîõîäà íà äðîáü,

÷èñëèòåëü êîòîðîé ðàâåí ñóììå âûèãðûøåé i-ãî èãðîêà â òðåõ íàèñèëüíåéøèõ

ýêâèâàëåíòíûõ ðàâíîâåñíûõ ñèòóàöèÿõ, à çíàìåíàòåëü — ñóììå âûèãðûøåé

îáîèõ èãðîêîâ â ýòèõ ñèòóàöèÿõ).

Â çàäà÷àõ, ãäå çíà÷èòåëüíî âëèÿíèå ïîáî÷íûõ äîõîäîâ, íåîáõîäèìî ïðèìå-

íÿòü ïðåäëîæåíèå 1.

Òàêèì îáðàçîì, íîâîå D P -ðàâíîâåñèå âåñüìà ñóùåñòâåííî íå òîëüêî â èãðàõ

ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñòíèêîâ, íî è â áîëüøèíñòâå êëàññè÷åñêèõ èãð íà

åäèíîì äëÿ âñåõ ó÷àñòíèêîâ èãðîâîì ìíîæåñòâå, à òàêæå â ëþáûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ èãðàõ.

ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÅ ÈÃÐÛ Ñ ÏÎÁÎ×ÍÛÌÈ ÈÍÒÅÐÅÑÀÌÈ Ó×ÀÑÒÍÈÊÎÂ

Ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ íîâîãî D P -ðàâíîâåñèÿ äëÿ ïîèñêà ðå-

øåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè.

Äëÿ èõ ðåøåíèÿ áîëåå ïðèåìëåìûì, ÷åì ïîíÿòèå A-ðàâíîâåñèÿ, ÿâëÿåòñÿ íåêî-

òîðîå åãî óñèëåíèå, íàçâàííîå A c-ðàâíîâåñèåì (A Ac 	 ) [9–16]. Äëÿ ïîñëåä-

íåãî (â îòëè÷èå îò A-ðàâíîâåñèÿ) âîçìîæíî îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìûõ óñëî-

âèé ðàâíîâåñíîñòè, àíàëîãè÷íûõ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè äëÿ

âàðèàöèîííûõ çàäà÷, íà îñíîâå êîòîðûõ, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæ-

íîñòü ñâåäåíèÿ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ê íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè

ñòàòè÷åñêèõ «ëîêàëüíûõ» èãðîâûõ çàäà÷ (ãäå ïëàòåæíûå ôóíêöèè — ãàìèëü-

òîíèàíû), ðåøàåìûõ íåñîèçìåðèìî ïðîùå, ÷åì èñõîäíàÿ èãðà.

Ðàññìîòðèì êîíôëèêòóþùèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (â ïîñòàíîâêå ðàáî-

òû [11]), îïèñûâàåìûå äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, â êîòîðûõ i-é ó÷àñò-

íèê ( i N�1, ,� ), èñïîëüçóÿ ÷èñòûå u ti ( ) èëè ñìåøàííûå ñòðàòåãèè q u ti i( , ),

ñòðåìèòñÿ îáåñïå÷èòü ìàêñèìóì ñâîåãî ôóíêöèîíàëà (êðèòåðèÿ):

J q dt f u x t dq i Ni

T

i

W ti i

( ) ( , , ) , , ,

( )

� �� � 0
1 � , (5)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

� ( , , ) , [ , ]

( )

x f u x t dq t T t t E

W t

� � � 	�
'

0 1
1, (6)

( , )u t W U T� � � � , (7)

x t x j n x t x k K nj j k k
( ) , , , , ( ) , , ,0

0
1

11 1� � � � 	� � , (8)

ãäå x x x En
n� �( , ..., )1 — åâêëèäîâî n-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî; U U k

k

N

�
�1

� , U k —

êîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, k N�1, ,� , u t u t u tN( ) ( ( ), , ( ))� 1 � ; � �
�

W Wk

k

N

1

� ,

Wk — êîìïàêòíûå ìíîæåñòâà â U ; W t( ) è �W t( ) — ñå÷åíèÿ ìíîæåñòâ W è �W

â ìîìåíò t T� ; �U Wi Ui
� �Pr — ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà �W íà U i ; q u ti i( , ) — ñìå-

øàííàÿ ñòðàòåãèÿ i-ãî ó÷àñòíèêà, q q q N� 1 � ; q q q q qi
i i N� � �1 1 1� � ; Qi —
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ìíîæåñòâî âñåõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé q ui i( , )� i-ãî èãðîêà â çàäà÷å (5), (6) ñ íà-

÷àëüíûì óñëîâèåì x t x( )0
0� è ñ çàìåíîé ìíîæåñòâà �W ìíîæåñòâîì

� � �U U U N� � �1 � . Îäíàêî â çàäà÷å (5)–(8) óðàâíåíèþ (6) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (7),

(8) óäîâëåòâîðÿþò íå âñå ïåðå÷èñëåííûå ðàíåå âîçìîæíûå ñòðàòåãèè q Qi i� ,

i N�1, ,� , à òîëüêî òå èç íèõ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò óäîâëåòâîðåíèå îãðàíè÷å-

íèÿì (7), (8); îíè îáðàçóþò íåêîòîðîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî �G â ïðîñòðàíñ-

òâå Q Q N1 �� .

Äîïóùåíèå 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî W — êîìïàêò â U T� ; îòîáðàæåíèå

� ( , ..., , , ..., ) :f f f f f U E T EN
n

n n N
0
1

0 1 � � � � òàêîâî, ÷òî ôóíêöèÿ � ( , , )f u x � èç-

ìåðèìà (ïî Ëåáåãó) ïðè âñåõ u U� , x E n� , à ôóíêöèÿ � ( , , )f t� � ïðè êàæäîì t T�

íåïðåðûâíà; ôóíêöèÿ �f ìàæîðèðóåòñÿ íà T ôóíêöèåé s t x( )(| | )�1 , ãäå s t( ) — íå-

êîòîðàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ; x t( ) : T E n� — àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíê-

öèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óðàâíåíèþ (6); êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ �f óäîâëåòâîðÿåò

ñ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé b t( ) óñëîâèþ Ëèïøèöà

| � ( , , ) � ( , , ) | ( ) | |f u x t f u x t b t x x� � �

äëÿ âñåõ u U� ; x x E n, � , t T� .

Îòìåòèì, ÷òî íàéòè íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ A-ðàâíîâåñèé

â äèôôåðåíöèàëüíûõ èãðàõ â ôîðìå, àíàëîãè÷íîé èçâåñòíîé äëÿ âàðèàöèîííûõ

çàäà÷, ê ñîæàëåíèþ, íåëüçÿ ïðèíöèïèàëüíî. Åñëè A-ðàâíîâåñèå íåñêîëüêî óñè-

ëèòü, íàçâàâ åãî óñèëåííûé àíàëîã A c-ðàâíîâåñèåì, òî âïîëíå âîçìîæíî íàéòè

óäîáíûå äëÿ ïðèëîæåíèé íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ.

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð âîñïîëüçóåìñÿ ïîíÿòèåì

A c-ðàâíîâåñèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ 1 A-ðàâíîâåñèÿ äëÿ èãðîâûõ

çàäà÷ íà ïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ äîáàâëåíèåì â ïîñëåäíåå ïîñëå ïåðå÷èñ-

ëåíèÿ òðåáîâàíèé (1)–(3) íåêîòîðîãî äîïîëíèòåëüíîãî òðåáîâàíèÿ, ñîäåðæàùå-

ãîñÿ â ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè.

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèòóàöèÿ q * â äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå (5)–(8) A c-ýêñòðå-

ìàëüíà, åñëè êàæäîå èç îòíîøåíèé (1)–(3) âûïîëíÿåòñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî íåíóëå-

âîå (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) ìíîæåñòâî â T , íà êîòîðîì � ( ) ( )q t q ti i� 
 , ÿâëÿåòñÿ

ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà èç T , íà êîòîðîì q t q ti i( ) ( )� 
 . Íàçîâåì ñèòóàöèþ q


A c-ðàâíîâåñèåì â çàäà÷àõ òèïà 1–3, åñëè ñîîòâåòñòâåííî òðåáîâàíèÿ (1)–(3)

óäîâëåòâîðÿþòñÿ â òî÷êå q
 äëÿ âñåõ i N�1, ,� , ò.å. åñëè A A Ac c
N
c� � �

1
� .

Ïî àíàëîãèè ñ A c-ðàâíîâåñèåì ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå P c-ðàâíîâåñèÿ.

Åñëè â ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è íå âõîäÿò ïðîèçâåäåíèÿ ôàçîâûõ êîîðäèíàò è

óïðàâëåíèé è çàäà÷à ëèíåéíà ïî ôàçîâûì êîîðäèíàòàì, òî ìîæíî ïðèíÿòü

A Ac � è ñ ïîìîùüþ ïðèâåäåííûõ äàëåå íåîáõîäèìûõ óñëîâèé A c-ðàâíîâåñèÿ

ñâåñòè ðåøåíèå èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû ê ðåøåíèþ íåêîòîðûõ âñïî-

ìîãàòåëüíûõ («ëîêàëüíûõ») ñòàòè÷åñêèõ èãð, â êîòîðûõ ïëàòåæíûìè ôóíêöèÿìè

ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíèàíû èãðîêîâ èñõîäíîé äèôôåðåíöèàëüíîé èãðû [9–15]. Çà-

ìåòèì, ÷òî åñëè A Ac � , òî âñåãäà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü îïòèìàëü-

íîñòü íàéäåííîãî ðåøåíèÿ (ðàâíîâåñíîñòü).

Äëÿ ïîèñêà ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ èãð ñ ïîáî÷íûìè èíòåðåñàìè ó÷àñ-

òíèêîâ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ìîäèôèêöèÿìè íåîáõîäèìûõ

óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèé, ïîëó÷åííûõ â [9–15], â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþ-

ùåé òåîðåìîé èç [11].
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü q
 — A c-ðàâíîâåñèå â çàäà÷å ñ N ó÷àñòíèêàìè. Òîãäà

íàéäåòñÿ N íåíóëåâûõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ âåêòîð-ôóíêöèé p ti ( ) �

� ( , ( ), ... , ( ))p p t p ti i
n
i

0 1
, pi

0
0� , i N�1, ,� , óäîâëåòâîðÿþùèõ ïî÷òè âñþäó â T

óðàâíåíèÿì

p p
f

x
dq k n i N p t j

k
i i

W t

i

k
j
i� �

�

�
� � ���




( )

, , , , , , , ( ) ,1 1 01� � ��K , (9)

ãäå f f f fi i
n� ( , , ... , )

0 1 ; ãàìèëüòîíèàíû

H p f dqi i i

W t

� �



( )

(10)

íåïðåðûâíû â T ; A c-ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ q
 óäîâëåòâîðÿåò îòíîøåíèÿì

H q q H q q G q q G q i Ni i
i

i
i

i i
i( � , ) ( ), ( ), � ( ), , ,� � � �
 
 1 � . (11)

Â îòíîøåíèè âñåõ äðóãèõ áàçîâûõ ðàâíîâåñèé, áîëåå ñèëüíûõ, ÷åì A c -ðàâ-

íîâåñèå, ñïðàâåäëèâû íåêîòîðûå åñòåñòâåííûå àíàëîãè óðàâíåíèé (9)–(11)

[7–12], ïðè÷åì âñå ñòàòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñèé ïåðåíîñÿòñÿ íà äèíàìè÷åñ-

êèå çàäà÷è áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ îñëîæíåíèé.

Ïðèìåð 2. Ðàññìîòðèì êîíôëèêòíóþ çàäà÷ó ñ äâóìÿ ó÷àñòíèêàìè â êëàññå

÷èñòûõ ñòðàòåãèé (ðèñ. 2). Èãðîêè âûáîðîì ñòðàòåãèé u t1 ( ) è u t2 ( ) ñòðåìÿòñÿ

îáåñïå÷èòü ìàêñèìóìû ñâîèõ ïëàòåæíûõ ôóíêöèîíàëîâ ñîîòâåòñòâåííî

J x dt J x dt1 1

0

2

2

0

2

2� �� �,

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

� ( , ) ( )x f u u u u1 1 1 2 1 2
2� � � ,

� ( , ) ( )x f u u u u2 2 1 2 1 2
2� � � ,

x x u u1 2 1 20 0 0 0 0 1 0 1( ) , ( ) , [ , ], [ , ]� � � � .

Íà ðèñ. 2 çàìêíóòûé òðåóãîëüíèê [ ]OEFO — èãðîâîå ìíîæåñòâî W2 âòîðîãî

èãðîêà, çàìêíóòûé êâàäðàò [ ]OEFHO — èãðîâîå ìíîæåñòâî W1 ïåðâîãî èãðîêà,

çàìêíóòûé òðåóãîëüíèê [ ]OFHO — ìíîæåñòâî ïîáî÷íûõ äîõîäîâ ïåðâîãî èã-

ðîêà, à çàìêíóòûé òðåóãîëüíèê [ ]OEFO — ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì îáà ó÷àñ-

òíèêà êîíêóðèðóþò ïðè ïîëó÷åíèè ñâîèõ äîõîäîâ. Çäåñü òàêæå ïðèâåäåíû íå-

êîòîðûå õàðàêòåðíûå óðîâíè çíà÷åíèé

ïëàòåæíûõ ôóíêöèé f1 � const è

f 2 � const ó÷àñòíèêîâ èãðû.

Ðàññìàòðèâàåìóþ äèôôåðåíöèàëü-

íóþ èãðó ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ âñåãî

îäíîé âñïîìîãàòåëüíîé («ëîêàëüíîé»)

ñòàòè÷åñêîé èãðû, â êîòîðîé ïëàòåæíû-

ìè ôóíêöèÿìè ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíèàíû

èãðîêîâ.

Íàéäåì âíà÷àëå ðåøåíèå óðàâíå-

íèé (9) è ïðèâåäåì íà åãî îñíîâå ãà-

ìèëüòîíèàíû èãðû ê âèäó, óäîáíîìó

äëÿ ôîðìóëèðîâêè «ëîêàëüíîé» èãðû.

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ãàìèëüòîíèàíû

èìåþò âèä
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u2

u1

L F

N EO

K

f1 � 1

f2 � 1

f2 � 0

f1 � 1

H
f1 � 0

f2 � 4

Ðèñ. 2



H p x p u u p u u1
0
1

1 1
1

1 2
2

2
1

1 2
2� � � � �( ) ( ) ,

H p x p u u p u u2
0
2

2 1
2

1 2
2

2
2

1 2
2� � � � �( ) ( ) ,

óðàâíåíèÿ (9) ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèÿì

� , ( ) , � , ( )p p p p p
2
2

0
2

2
2

1
2

1
22 0 0 2 0� � � � � ,

� , ( ) , � , ( )p p p p p
1
1

0
1

1
1

2
1

2
12 0 0 2 0� � � � � ,

êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå ðåøåíèÿ:

p p t t p
1
1

0
1

2
12 2 0� � � � �( ) ( ), ,

p p t t p
2
2

0
2

1
22 2 0� � � � �( ) ( ), .

Ïîäñòàâèâ ýòè ðåøåíèÿ â ãàìèëüòîíèàíû, ïðèâîäèì ïîñëåäíèå ê âèäó

H x t u u H x t u u1
1 1 2

2 2
2 1 2

22 2� � � � � � � �( ) ( ) , ( ) ( ) .

Ïîñêîëüêó ( )2 0�  t íà âñåé òðàåêòîðèè (êðîìå íåñóùåñòâåííîé òî÷êè t � 2),

èñõîäíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ èãðà ïî ñóùåñòâó ñâîäèòñÿ ê ñòàòè÷åñêîé «ëîêàëü-

íîé» (ò.å. ê ñòàòè÷åñêîé èãðå â êàæäûé ìîìåíò t) ñ ïëàòåæíûìè ôóíêöèÿìè

f u u f u u1 1 2
2

2 1 2
2� � � �( ) , ( ) . (12)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ â ïîñòðîåííîé âñïîìîãàòåëüíîé «ëîêàëü-

íîé» èãðå (12) ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëàãàåìûõ íîâûõ P- è D P -ðàâíîâåñèé íåîá-

õîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ W1 è W2 íà ïëîñêîñòü

( , )f f1 2 , ÷òî è âûïîëíåíî íà ðèñ. 3.

Îòîáðàæåíèÿ òî÷åê íà ðèñ. 2 è íà ðèñ. 3 îáîçíà÷åíû îäèíàêîâî. Ïðè÷åì òðå-

óãîëüíèêè [ ]OFHO è [ ]OEFO îòîáðàæàþòñÿ â îäíî è òî æå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî

[ ] [ ]ONEFO OHLFO� .

Íàéäåì ìíîæåñòâà P P1 2, è P, à òàêæå èõ óñèëåíèå — ìíîæåñòâî D P . Ëåãêî âè-

äåòü (ñì. ðèñ. 2), ÷òî ïðè ëþáîé çàäàííîé ñòðàòåãèè ïåðâîãî èãðîêà ìàêñèìóì äîõî-

äîâ âòîðîãî èãðîêà äîñòèãàåòñÿ íà ìíîæåñòâå [ ]EF . Îäíàêî èç îïðåäåëåíèÿ 2 ñëåäóåò,

÷òî ìíîæåñòâî ìàêñèìóìîâ îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó P2 . Íà ðèñ. 3 âèä-

íî, ÷òî íèêàêèå äðóãèå òî÷êè èç ìíîæåñòâà W2 íå ìîãóò ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó P2 .

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ òàêæå â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî P1 äîëæíî ñîäåðæàòü ïàðó îòðåçêîâ:

[ ]HL è [ ]NE . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè ëþáîé ôèêñèðîâàííîé ñòðàòåãèè u2 ïëà-

òåæíàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî èãðîêà äîñòèãàåò ìàêñèìóìà èìåííî íà ýòèõ îòðåçêàõ

(ñì. ðèñ. 2). Íèêàêèå äðóãèå òî÷êè îáëàñòè W2 íå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó P2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî P P P E� � �1 2 . Âûÿñíèì, ÿâëÿåòñÿ ëè ñèòóà-

öèÿ E âñåãî ëèøü P-ðàâíîâåñèåì èëè ñóùåñòâåííî áîëåå ñèëüíûì ðàâíîâåñèåì,

íàïðèìåð D P -ðàâíîâåñèåì:

Arg Arg Amax max ( , )
( ) ( )q P q q P q

J J q q
1 1 2 2 1 1

1 2 1 2
� �


�

�
�

�

�
� � rg max ( )

( )q P q
J E E

1 1 2

1
� 


� ,

Arg Arg Amax max ( , )
( ) ( )q P q q P q

J J q q
2 2 1 1 2 2

2 1 1 2
� �


�

�
�

�

�
� � rg max ( )

( )q P q
J E E

2 2 1

2
� 


� .

Èòàê, ïðåäâàðèòåëüíûé ðåçóëüòàò ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ñèòóàöèÿ E ÿâ-

ëÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå D P -ðàâíîâåñèåì. Íàéäåì äðóãèå ðàâíîâåñèÿ â èãðå (12).
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Â êëàññå ñëàáûõ óãðîç (1) ïîëó÷àåì (ñì. ðèñ. 2 è ðèñ. 3):

A OEFH A EFK A A A EFK1 2 1 2� � � � �[ ], [ ], [ ];

B EF B EK LN B E1 2� � � �[ ], [ ] [ ], ;

D E D EK D E1 2� � �, [ ], .

Â ðàññìàòðèâàåìîé «ëî-

êàëüíîé» èãðå (12) íà ïåðåñåêà-

þùèõñÿ èãðîâûõ ìíîæåñòâàõ

â êëàññå ñèëüíûõ óãðîç (ò.å.

â èãðå òèïà 2 (2)), à òàêæå âî

âñïîìîãàòåëüíîé èãðå (òèïà 3

(3)) íà ìíîæåñòâå [ ]OEFO , íà

êîòîðîì èãðîêè âñòóïàþò â ÿâ-

íûå êîíêóðåíòíûå (êîíôëèêò-

íûå) âçàèìîîòíîøåíèÿ, ðåøåíèå àíàëîãè÷íîå.

Èòàê, âî âñåõ âñïîìîãàòåëüíûõ èãðàõ (1)–(3) ñèòóàöèÿ E èç ðèñ. 2 — åäè-

íñòâåííîå íàèñèëüíåéøåå ðàâíîâåñèå, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ïîáî÷íûå

äîõîäû ïî ñóùåñòâó íå âëèÿþò íà ðåøåíèå. Ýòî î÷åíü áëàãîïðèÿòíî äëÿ ó÷àñ-

òíèêîâ, íî ðåàëèçóåòñÿ äîâîëüíî ðåäêî.

Ðàâíîâåñíàÿ ñèòóàöèÿ E (ñì. ðèñ. 2) îïðåäåëÿåò ïàðó ðàâíîâåñíûõ ñòðàòåãèé

ó÷àñòíèêîâ ( , ) ( , )u u1 2 0 1
 
 � . Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ïàðó â èñõîäíóþ äèôôåðåíöèàëüíóþ

èãðó, ïîëó÷àåì

� ( ) , � ( )x u u x u u1 1 2
2

2 1 2
21 1� � � � � �
 
 
 
 .

Èíòåãðèðóÿ ýòè óðàâíåíèÿ, íàõîäèì x x t1 2� � , à ïîäñòàâëÿÿ äàííûå ðåøå-

íèÿ â ïëàòåæíûå ôóíêöèîíàëû, îïðåäåëÿåì ñëåäóþùèå âûèãðûøè ó÷àñòíèêîâ

â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè E :

J x dt J x dt1 1

0

2

2 2

0

2

2 2� � � �� �, .

Åñëè èãðîêè êîîïåðèðóþòñÿ, òî èìåþò âîçìîæíîñòü âûèãðàòü çíà÷èòåëüíî

áîëüøå, ÷åì â ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè. Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, êîîïåðàòèâíîå ðåøå-

íèå äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå F . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â ñëó÷àå êîîïåðà-

òèâíîãî ðåøåíèÿ ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó �x1 0� , �x2 4� , à èõ ðåøåíèÿ — ê âèäó

x t1 0( ) � , x t t2 4( ) � , ïîëó÷àåì, ÷òî ñîâìåñòíûé âûèãðûø ó÷àñòíèêîâ â êîîïåðà-

òèâíîé ñèòóàöèè F ðàâåí J J J tdt1 2 2

0

2

4 8� � � �� , ÷òî ãîðàçäî áîëüøå, ÷åì ñóì-

ìà èõ âûèãðûøåé J J1 2 2 2 4� � � � â íàèñèëüíåéøåé ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè

( , ) ( , )u u1 2 0 1
 
 � . Âñëåäñòâèå ðàâåíñòâà äîõîäîâ ó÷àñòíèêîâ â åäèíñòâåííîé

íàèñèëüíåéøåé ðàâíîâåñíîé ñèòóàöèè E ñïðàâåäëèâûé äåëåæ äîõîäà, îïðåäåëÿ-

åìûé ôîðìóëàìè [14, ñ. 174], ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó äîõîäîâ ó÷àñòíèêîâ â ýòîé

äèôôåðåíöèàëüíîé èãðå: J J1 2 4� � .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ïðåäëîæåííîå â ðàáîòå äîâîëüíî ñèëüíîå ïîíÿòèå D P -ðàâíîâåñèÿ âåñüìà ýô-
ôåêòèâíî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîèñêà ðåøåíèÿ ëþáûõ êîíôëèêòíûõ çàäà÷
íà åäèíîì äëÿ ó÷àñòíèêîâ èãðîâîì ìíîæåñòâå è íà ïåðåñåêàþùèõñÿ èãðîâûõ
ìíîæåñòâàõ êàê äëÿ ñòàòè÷åñêèõ, òàê è äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, îïèñûâàåìûõ
ñèñòåìàìè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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Å.Ð. Ñìîëüÿêîâ
ÍÎÂ² Ð²ÂÍÎÂÀÃÈ ÄËß ²ÃÎÐ Ç ÏÎÁ²×ÍÈÌÈ ²ÍÒÅÐÅÑÀÌÈ Ó×ÀÑÍÈÊ²Â

Àíîòàö³ÿ. Íàâåäåíî óñêëàäíåí³ ïîíÿòòÿ ð³âíîâàãè äëÿ ñòàòè÷íèõ ³ äèíàì³÷-
íèõ êîíôë³êòíèõ çàäà÷ (îïèñàíèõ äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè), ùî ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ ÿê íà ºäèí³é äëÿ âñ³õ ó÷àñíèê³â ³ãðîâ³é ìíîæèí³, òàê ³ íà ³ãðî-
âèõ ìíîæèíàõ, ùî ÷àñòêîâî ïåðåòèíàþòüñÿ. Ö³ ïîíÿòòÿ êîðèñí³ äëÿ ïîøóêó
íàéñèëüí³øî¿ ð³âíîâàãè ó áóäü-ÿêèõ çàäà÷àõ ³ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñïðàâåäëèâîãî
ðîçïîä³ëó êîîïåðàòèâíîãî äîõîäó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ³ãðè íà ìíîæèíàõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, óñêëàäíåí³ ð³âíîâàãè.

E.R. Smol’yakov
NEW EQUILIBRIA FOR GAMES WITH LATERAL INTERESTS OF PARTICIPANTS

Abstract. The author proposes advanced concepts of equilibrium for static and
dynamic conflict problems described by differential equations. The problems are
considered both on the game set common for all the participants and on partially
intersecting game sets. These concepts are useful to search for the strongest
equilibrium in any problems and to find a fair sharing of co-operative income.

Keywords: games on intersected sets, complex equilibria.
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