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Àíîòàö³ÿ. Äîñë³äæåíî íåîáõ³äí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ( , )a d -äèñòàíö³éíî¿ àíòè-
ìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè ãðàôà G V E� ( , ) ïîðÿäêó n. Îäåðæàíî òåîðåìè, ùî ðîç-
øèðþþòü ñ³ìåéñòâî íå ( , )a d -äèñòàíö³éíèõ àíòèìàã³÷íèõ ãðàô³â. Çîêðåìà,
äîâåäåíî, ùî êîðîíà P Pn � 1 íå äîïóñêàº ( , )a 1 -äèñòàíö³éíî¿ àíòèìàã³÷íî¿
ðîçì³òêè äëÿ n � 2, ÿêùî a � 2. Âñòàíîâëåíî çíà÷åííÿ a, ïðè ÿêèõ ëàíöþã Pn
ìîæå áóòè ( , )a 1 -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì ãðàôîì. Äîñë³äæåíî îêðåìèé
âèïàäîê öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äèñòàíö³éíà ìàã³÷íà ðîçì³òêà, äèñòàíö³éíà àíòèìàã³÷íà
ðîçì³òêà, ( , )a d -äèñòàíö³éíà àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà, ëàíöþã, ðåãóëÿðíèé ãðàô,
öèðêóëÿíòíèé ãðàô.

ÂÑÒÓÏ

Ïîíÿòòÿ ðîçì³òêè ãðàôà ìàº øèðîêèé ä³àïàçîí çàñòîñóâàíü ó ð³çíèõ ãàëóçÿõ
íàóêè, à ñàìå ó ðåíòãåí³âñüê³é êðèñòàëîãðàô³¿, òåîð³¿ êîäóâàííÿ, êðèïòîãðàô³¿,
àñòðîíîì³¿, ñõåìîòåõí³ö³, ìåðåæåâîìó ïëàíóâàíí³. Çà îñòàíí³ 20 ðîê³â ç’ÿâèëî-
ñÿ áàãàòî ð³çíèõ òèï³â ³ ï³äòèï³â ðîçì³òîê [1]. Ó ö³é ñòàòò³ éäåòüñÿ ïðî
( , )a d -äèñòàíö³éíó àíòèìàã³÷íó ðîçì³òêó, ïîíÿòòÿ ÿêî¿ ââåäåíî â [2], äå îäåð-
æàíî ðåçóëüòàòè ïðî íàÿâí³ñòü ( , )a d -äèñòàíö³éíî¿ àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè
ó öèêë³â, ëàíöþã³â, ïðèçì òà M -ðîçøèðåíü öèêë³â. Öå àíòèìàã³÷íà âåðñ³ÿ äèñ-
òàíö³éíîãî òèïó ðîçì³òêè, ÿêà áåçïîñåðåäíüî ïîâ’ÿçàíà ç äèñòàíö³éíîþ
ìàã³÷íîþ ðîçì³òêîþ, çàïðîïîíîâàíîþ íåçàëåæíî â [3, 4].

Äèñòàíö³éíà ìàã³÷íà ðîçì³òêà òà ¿¿ ð³çíîâèäè çàñòîñîâóþòüñÿ äî çàäà÷ ïëà-
íóâàííÿ, çîêðåìà â ïëàíóâàíí³ íåïîâíèõ òóðí³ð³â ç ð³çíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Äèñ-
òàíö³éí³ ìàã³÷í³ òà âð³âíîâàæåí³ äèñòàíö³éí³ ìàã³÷í³ ìóëüòè÷àñòêîâ³ ãðàôè âèêî-
ðèñòàíî â [5–7] ÿê ìîäåë³ íåïîâíèõ êðóãîâèõ òóðí³ð³â. ßêùî d � 0, òî ( , )a d -äèñ-
òàíö³éíà àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà ñòàº äèñòàíö³éíîþ ìàã³÷íîþ, òîìó ¿¿ ìîæíà
ââàæàòè óçàãàëüíåííÿì öüîãî ïîíÿòòÿ. Ó ðîáîò³ [7] äîâåäåíî, ùî äèç’þíêòèâíå
îá’ºäíàííÿ êîï³é äåêàðòîâîãî äîáóòêó äâîõ ïîâíèõ ãðàô³â º ( , )a 2 -äèñòàíö³éíèì
àíòèìàã³÷íèì ãðàôîì, à éîãî äîïîâíåííÿ — ( , )a 1 -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì.
Ó ñòàòò³ [2] çàçíà÷åíî, ùî öåé íàïðÿìîê â³äêðèâàº ìîæëèâîñò³ äëÿ ïîäàëüøèõ
äîñë³äæåíü ³ çàïðîïîíîâàíî çíàéòè íåîáõ³äí³ ³ äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ
( , )a d -äèñòàíö³éíî¿ àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè òà îõàðàêòåðèçóâàòè ð³çí³ êëàñè ãðàô³â
â³äíîñíî íå¿.

Äàë³ âèâ÷åíî íåîáõ³äí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ( , )a d -äèñòàíö³éíèõ àíòèìàã³÷íèõ
ãðàô³â. Îäåðæàíî òåîðåìè, ùî äîïîâíþþòü ñ³ìåéñòâî íå ( , )a d -äèñòàíö³éíèõ àí-
òèìàã³÷íèõ ãðàô³â. Ïîì³æ ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â äîñë³äæåíî îêðåìèé âèïàäîê
öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà.

ÁÀÇÎÂ² ÒÅÎÐÅÒÈ×Í² ÏÎËÎÆÅÍÍß

Ðîçãëÿíåìî ñê³í÷åíí³ íåîð³ºíòîâàí³ ãðàôè áåç êðàòíèõ ðåáåð òà ïåòåëü. Äîïîâ-
íåííÿ ãðàôà G ïîçíà÷èìî G .
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Ãðàô � � � �G V E( , ) º ï³äãðàôîì ãðàôà G V E� ( , ), ÿêùî � �V V , � �E E. Ìàêñè-
ìàëüíèé çâ’ÿçíèé ï³äãðàô ãðàôà G ââàæàþòü êîìïîíåíòîþ çâ’ÿçíîñò³ àáî êîìïî-
íåíòîþ ãðàôà G. ßêùî G — çâ’ÿçíèé ãðàô, òî mG — ãðàô ç m êîìïîíåíòàìè,

êîæíà ç ÿêèõ ³çîìîðôíà G. Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî mG Gi

i

m

�
�1
� — öå äèç’þíêòèâíå

îá’ºäíàííÿ ãðàô³â Gi , êîæíèé ç ÿêèõ º êîï³ºþ ãðàôà G .
Ãðàô G H� íàçèâàþòü êîðîíîþ, ÿêùî éîãî ìîæíà îòðèìàòè ç äèç’þíêòèâíî-

ãî îá’ºäíàííÿ ãðàôà G òà n, n V G�| ( )|, êîï³é ãðàôà H çà äîïîìîãîþ ç’ºäíàííÿ i-¿
âåðøèíè G ç êîæíîþ âåðøèíîþ i-¿ êîï³¿ H äëÿ i n� �12, , , .

Íåõàé s s sm1 2, , ,� , n — íàòóðàëüí³ ÷èñëà òàê³, ùî 1 1 2� 	 	 �	 	s s s nm .
Íåîð³ºíòîâàíèé ãðàô C s s sn m( , , ),1 2 � ç ìíîæèíîþ âåðøèí V u u un� �{ }1 2, , , òà
ðåáðàìè ( , )u ui i sj
 äëÿ i n� �1 2, , , , j m� �1 2, , , , äå i s j
 áåðåòüñÿ çà ìîäóëåì n,
íàçèâàþòü öèðêóëÿíòíèì ãðàôîì, à m — éîãî ðîçì³ðí³ñòþ.

Åëåìåíòè ïîðîäæóâàëüíî¿ ìíîæèíè S s s sm� �{ }1 2, , , íàçèâàþòü òâ³ðíèìè.
Ïàðàìåòðè÷íèé îïèñ C n S( ; ) ïîâí³ñòþ âèçíà÷àº öèðêóëÿíòíèé ãðàô ïîðÿäêó n òà
ðîçì³ðíîñò³ m. Éîãî ñòåï³íü äîð³âíþº 2m, ÿêùî s nm � / 2. ßêùî n ïàðíå ³
s nm � / 2, òî C n S( ; ) ìàº ñòåï³íü 2 1m – . Ó [8, 9] ïîêàçàíî, ùî öèðêóëÿíòíèé ãðàô
C n S( ; ) º çâ’ÿçíèì òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè ÍÑÄ ( , , , , )s s s nm1 2 1� � .

Ðîçì³òêè ïîä³ëÿþòüñÿ íà âåðøèíí³, ðåáåðí³ òà òîòàëüí³ çàëåæíî â³ä îáëàñò³
â³äîáðàæåííÿ ôóíêö³¿, ÿêà ¿õ çàäàº.

Äàë³ ìîâà éäå ïðî âåðøèíí³ ðîçì³òêè ãðàôà. Äëÿ íèõ âàãà w u( ) âåðøèíè u

âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ñóìà ì³òîê âåðøèí ñóì³æíèõ ç u, òîáòî w u f v

v N u

( ) ( )
( )

�
�

 , äå

N u( ) — ìíîæèíà ñóì³æíîñò³ âåðøèíè u.
Äèñòàíö³éíîþ ìàã³÷íîþ ðîçì³òêîþ f ãðàôà G V E� ( , ) ïîðÿäêó n íàçèâàºòüñÿ

á³ºêö³ÿ f V G n: ( ) { , , , }� �1 2 , äëÿ ÿêî¿ ³ñíóº íàòóðàëüíå ÷èñëî k òàêå, ùî äëÿ

êîæíî¿ âåðøèíè u ñïðàâåäëèâà ð³âí³ñòü k f v

v N u

�
�

 ( ).

( )

Âåëè÷èíà k íàçèâàºòüñÿ

ìàã³÷íîþ ñòàëîþ ðîçì³òêè f . Ãðàô, ùî äîïóñêàº ðîçì³òêó f , íàçèâàºòüñÿ äèñ-
òàíö³éíèì ìàã³÷íèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî ãðàô G íå ì³ñòèòü ³çîëüîâàíèõ âåðøèí. Íåõàé G º äèñ-
òàíö³éíèì ìàã³÷íèì ãðàôîì ïîðÿäêó n ç ðîçì³òêîþ f ³ ìàã³÷íîþ ñòàëîþ k. Äëÿ

äîïîâíåííÿ G ãðàôà G âàãè âåðøèí âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëîþ f v

v N u

( )
( )

�
�



� 
 �n n k f u( ) / – ( )1 2 ³ ñêëàäàþòü ìíîæèíó { }n n k i i n( ) / :
 � � � �1 2 1 , åëåìåíòè
ÿêî¿ óòâîðþþòü àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñ³þ ç ïåðøèì ÷ëåíîì a n n k n� 
( ) / – –1 2 òà
ð³çíèöåþ d �1. Ö³ ì³ðêóâàííÿ çìîòèâóâàëè àâòîð³â [2] äî ââåäåííÿ íîâî¿ âåðñ³¿
äèñòàíö³éíî¿ ðîçì³òêè, íàâåäåíî¿ â îçíà÷åíí³ 1.

Îçíà÷åííÿ 1 [2]. ( , )a d -äèñòàíö³éíîþ àíòèìàã³÷íîþ ðîçì³òêîþ ãðàôà

G V E� ( , ) ïîðÿäêó n íàçèâàºòüñÿ òàêà á³ºêö³ÿ f V G n: ( ) { , , , }� �1 2 , ùî ìíîæèíà
âñ³õ âàã âåðøèí óòâîðþº àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñ³þ a a d a d a n d, , , , ( )
 
 � 
 �2 1 ,
äå a � 1 , d � 0. Ãðàô G, ùî äîïóñêàº òàêó ðîçì³òêó, íàçèâàþòü ( , )a d -äèñ-
òàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì ãðàôîì.

Êîëè d � 0, ðîçì³òêà f º äèñòàíö³éíîþ ìàã³÷íîþ, à ïðè d �1 — äèñ-
òàíö³éíîþ àíòèìàã³÷íîþ. Íàäàë³ áóäåìî ïðîâîäèòè äîñë³äæåííÿ äëÿ d � 1.

ßêùî G — äèñòàíö³éíèé ìàã³÷íèé ãðàô, òî éîãî äîïîâíåííÿ G º ( , )a 1 -äèñ-

òàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì ãðàôîì. Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå ñïðàâäæóºòüñÿ.
Äàë³ ó ëåì³ ñôîðìóëüîâàíî íåîáõ³äíó óìîâó ³ñíóâàííÿ ( , )a d -äèñòàíö³éíî¿

àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè.
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Ëåìà 1 [2]. ßêùî ãðàô G º ( , )a d -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì ïîðÿäêó n, òî

d
n

n
�

� � � 


�

2 1 1

2 1

� � �( ) ( )

( )

� �
.

Íàñë³äîê 1 [2]. ßêùî ãðàô G º r-ðåãóëÿðíèì ( , )a d -äèñòàíö³éíèì àíòè-

ìàã³÷íèì ïîðÿäêó n ç r � 2, òî d r	 .
Àíàëîã³÷íó âëàñòèâ³ñòü îäåðæóºìî äëÿ r-ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â ïîðÿäêó n

ç r
n

�
2

.

Íàñë³äîê 2. ßêùî ãðàô G º r-ðåãóëÿðíèì ( , )a d -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì

ïîðÿäêó n ç r
n

�
2

, òî d
n

�
2

.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî r-ðåãóëÿðíèé ãðàô G ïîðÿäêó n, ùî ìàº ( , )a d -äèñ-

òàíö³éíó àíòèìàã³÷íó ðîçì³òêó. Çà ëåìîþ 1 çíàéäåìî ìåæ³ äëÿ d:

d
r n r

n
�

�

�

( )

1
. (1)

Â³äîìî, ùî r-ðåãóëÿðíèé ãðàô ³ñíóº äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë r ³ n, ç ÿêèõ îäíå
ïàðíå, ÿêùî r òà n çàäîâîëüíÿþòü ïîäâ³éíó íåð³âí³ñòü 0 1� � �r n . Òîä³ ç (1) âèï-

ëèâàº íåð³âí³ñòü: d n r� � . ßêùî r
n

�
2

, îñòàííÿ íåð³âí³ñòü íàáóâàº âèãëÿäó d
n

�
2

.

Íàñë³äîê äîâåäåíî.

ÃÐÀÔÈ, ÙÎ ÍÅ ÄÎÏÓÑÊÀÞÒÜ ( , )a d -ÄÈÑÒÀÍÖ²ÉÍÎ¯ ÀÍÒÈÌÀÃ²×ÍÎ¯ ÐÎÇÌ²ÒÊÈ

Äëÿ ( , )a d -äèñòàíö³éíîãî àíòèìàã³÷íîãî ãðàôà ìíîæèíè ñóì³æíîñò³ áóäü-ÿêèõ
äâîõ âåðøèí íå ïîâèíí³ áóòè ð³âíèìè [2]. Öå äîçâîëÿº âñòàíîâèòè òèïè
ãðàô³â, ÿê³ íå äîïóñêàþòü ( , )a d -äèñòàíö³éíî¿ àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè. Äî íèõ
íàëåæàòü äåÿê³ ìóëüòè÷àñòêîâ³ ãðàôè, à òàêîæ ãðàôè, ùî ì³ñòÿòü õî÷à á äâà
âèñíèõ ðåáðà, ñóì³æíèõ îäí³é ³ ò³é ñàì³é âåðøèí³. Äàë³ íàâåäåíî òåîðåìè, ùî
ðîçøèðþþòü ñ³ìåéñòâî òàêèõ ãðàô³â.

Òåîðåìà 1. ßêùî ãðàô G ì³ñòèòü öèêë abcd ç deg dega c� � 2, òî G íå º

( , )a d -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì ãðàôîì.
Äîâåäåííÿ. Ó ãðàô³ G ìíîæèíè ñóì³æíîñò³ N a b d( ) ,� { } òà N c b d( ) ,� { }

çá³ãàþòüñÿ. Ç öüîãî âèïëèâàº, ùî äëÿ íüîãî íå ³ñíóº ( , )a d -äèñòàíö³éíî¿ àíòè-
ìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Òåîðåìà 2. ßêùî a � 2, òî êîðîíà P Pn � 1 íå äîïóñêàº ( , )a 1 -äèñòàíö³éíî¿ àí-

òèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè äëÿ n � 2.
Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî V P P u u u u v v vn n n( ) , , , , , , ,,� 1 1 2 3 1 2� � �{ } ìíîæèíó

âåðøèí êîðîíè P Pn � 1, äå { }u u un1 2, , ,� òà { }v v vn1 2, , ,� — ìíîæèíè âåðøèí
êîï³¿ Pn òà n êîï³é P1 â³äïîâ³äíî. Ïðèïóñòèìî, ùî ³ñíóº ( , )a d -äèñòàíö³éíà àíòè-
ìàã³÷íà ðîçì³òêà f êîðîíè P Pn � 1.

Çàïèøåìî âàãè âåðøèí, ÿê³ ìîæíà îäåðæàòè ïðè íàÿâíîñò³ ó êîðîíè P Pn � 1
ðîçì³òêè f :

w v f ui i( ) ( )� ,

w u f v f u( ) ( ) ( )1 1 2� 
 , w u f v f u f u( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 3� 
 
 ,
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w u f v f u f u w u f v f un n n( ) ( ) ( ) ( ), , ( ) ( ) ( )3 3 2 4 1 1 2� 
 
 � � 
 
� � � f un( ),

w u f v f un n n( ) ( ) ( )� 
 �1 ,

äå i n� �1 2, , , .
Çíàéäåìî ñóìó âàã âñ³õ âåðøèí

w u w v an dn ni

i

n

i

i

n

( ) ( ) ( )
� �

 

 � 
 �

1 1

2 2 1

àáî

2 2 1 2 2 1
1

1f u n n f u f u an dn ni

i

n

n( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )
�

 
 
 � 
 � 
 � .

Ç ëåìè 1 âèïëèâàº, ùî d ìîæå íàáóâàòè çíà÷åííÿ 1 àáî 2. Íåõàé d �1, òîä³

2 2 2
1

1f u an n f u f ui

i

n

n( ) ( ( ) ( ))
�

 � � 
 
 .

Îñê³ëüêè f u f u nn( ) ( )1 4 1
 � � , îäåðæóºìî 2 2 2 1
1

f u an ni

i

n

( )
�

 � 
 � .

Îäíàê 2 1
1

f u n ni

i

n

( ) ( )
�

 � 
 . Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâà ïîäâ³éíà íåð³âí³ñòü

n n f u an ni

i

n

( ) ( )
 � � 
 �
�

1 2 2 2 1

1

. Öå îçíà÷àº, ùî n n an n( )
 � 
 �1 2 2 1 àáî

n n a( )� � � �2 1 1. Îñòàííÿ íåð³âí³ñòü âèêîíóºòüñÿ ò³ëüêè ïðè n a	 
2 1.
Âèïàäîê, êîëè a �1, íå ðîçãëÿäàºìî, îñê³ëüêè ãðàô º ( , )1 1 -äèñòàíö³éíèì àíòè-

ìàã³÷íèì ò³ëüêè òîä³, êîëè êîæíà éîãî êîìïîíåíòà º ³çîìîðôíèì îáðàçîì P2 [2].
Íåõàé a � 2, òîä³ n ìîæå íàáóâàòè çíà÷åíü 2, 3, 4. ßêùî n � 2 òà

V P P u u v v( , , ,2 1 1 2 1 2� ) = { }, òî ì³òêó 2 ìîæíà ïðèñâî¿òè ò³ëüêè îäí³é ç âåðøèí: u1
àáî u2 . Ïðèïóñòèìî, ùî f u( )1 2� ; òîä³ îäåðæèìî ð³âíÿííÿ 2 2 1f u f v( ) ( )
 


 �f v( )2 6, ÿêå íå ìàº ðîçâ’ÿçê³â íà ìíîæèí³ { }1 3 4, , .

ßêùî n � 3 òà V P P u u u v v v( , , , ,3 1 1 2 3 1 2 3� ) = { , }, òî ì³òêó 2 ìîæíà ïðèñâî¿òè
ò³ëüêè îäí³é ç âåðøèí: u1, u2 àáî u3 . Áåç âòðàòè çàãàëüíîñò³ ïðèïóñòèìî, ùî
f u( )1 2� ; îäåðæèìî ð³âíÿííÿ 3 2 172 3 1 2 3f u f u f v f v f v( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 
 
 
 � , ÿêå
íå ìàº ðîçâ’ÿçê³â íà ìíîæèí³ { }1 3 4 5 6, , , , .

Àíàëîã³÷íî äëÿ n � 4 ð³âíÿííÿ 3 3 22 3 4 1 2f u f u f u f v f v( ) ( ) ( ) ( ) ( )
 
 
 
 


 
 �f v f v( ) ( )3 4 32 íå ìàº ðîçâ’ÿçê³â íà ìíîæèí³ { }1 3 4 5 6 7 8, , , , , , .

Òàêèì ÷èíîì, êîðîíà P Pn � 1 íå äîïóñêàº ( , )a 1 -äèñòàíö³éíî¿ àíòèìàã³÷íî¿
ðîçì³òêè, ÿêùî a � 2.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Â³äïîâ³äíî äî òåîðåìè 2 ñôîðìóëþºìî òàê³ çàäà÷³.
Çàäà÷à 1. ×è ³ñíóº ( , )a 2 -äèñòàíö³éíà àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà êîðîíè

P Pn � 1 ç a � 2?
Çàäà÷à 2. ×è ³ñíóþòü ( , )a 1 - òà ( , )a 2 -äèñòàíö³éí³ àíòèìàã³÷í³ ðîçì³òêè êîðî-

íè P Pn � 1 ç a � 2?

( , )a d -ÄÈÑÒÀÍÖ²ÉÍÀ ÀÍÒÈÌÀÃ²×ÍÀ ÐÎÇÌ²ÒÊÀ ËÀÍÖÞÃ²Â

Ó ðîáîò³ [2] äîâåäåíî, ùî ëàíöþã Pn íå º ( , )a d -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì
ãðàôîì, ÿêùî a d, � 2, ³ íå º ( , )1 d -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì ãðàôîì äëÿ
n � 3, ³ çàïðîïîíîâàíî òàêó çàäà÷ó.
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Çàäà÷à 3 [2]. ×è ³ñíóº ( , )a 1 -äèñòàíö³éíà àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà ëàíöþãà Pn

ç a � 2?
Ó ðîáîò³ [10] ïîêàçàíî, ùî ëàíöþãè ïîðÿäêó 3, 4 ³ 5 íå äîïóñêàþòü

( , )a 1 -äèñòàíö³éíî¿ àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè, à ïðè n � 2 6 8 10 12 14, , , , , ëàíöþã Pn ìàº
( , )a 1 -äèñòàíö³éíó àíòèìàã³÷íó ðîçì³òêó, ÿêó çíàéäåíî çà ïîáóäîâîþ. Êð³ì öüîãî,
ïîáóäîâàíî (( ) / , )n 
1 2 1 -äèñòàíö³éíó àíòèìàã³÷íó ðîçì³òêó Pn , êîëè
n � 7 9 11 13 15, , , , . Âèõîäÿ÷è ç öüîãî, çàïðîïîíîâàíî òàê³ çàäà÷³.

Çàäà÷à 4 [10]. ×è ³ñíóº (( ) / , )n 
1 2 1 -äèñòàíö³éíà àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà ëàí-

öþãà Pn íåïàðíîãî ïîðÿäêó äëÿ n �15?
Çàäà÷à 5 [10]. ×è ³ñíóº ( , )a 1 -äèñòàíö³éíà àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà ëàíöþãà Pn

ïàðíîãî ïîðÿäêó äëÿ n �14, êîëè a
n

�
2

àáî a
n

� 

2

1?

Â³äïîâ³äü íà ïèòàííÿ, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ìîæå ³ñíóâàòè ( , )a 1 -äèñòàíö³éíà
àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà Pn , äàº òåîðåìà 3, äå çíàéäåíî íåîáõ³äíó óìîâó ³ñíóâàííÿ
( , )a 1 -äèñòàíö³éíî¿ àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè ëàíöþãà Pn .

Òåîðåìà 3. ßêùî ëàíöþã Pn äîïóñêàº ( , )a 1 -äèñòàíö³éíó àíòèìàã³÷íó

ðîçì³òêó, òî a
n

�
2

àáî a
n

�

2

2
ïðè ïàðíîìó n òà a

n
�


1

2
ïðè íåïàðíîìó n.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî u u u un1 2 3, , , ,� âåðøèíè ëàíöþãà Pn . Íåõàé Pn ìàº

( , )a 1 -äèñòàíö³éíó àíòèìàã³÷íó ðîçì³òêó f , òîä³

2
2 1

21
1f u f u f u

n a n
i

i

n

n( ) ( ( ) ( ))
( )

�

 � 
 �


 �

àáî

f u f u
n n a

n( ) ( )
( )

1
3 2

2

 �


 �
. (2)

Îñê³ëüêè ïðè áóäü-ÿêîìó çíà÷åíí³ n ñïðàâåäëèâà ïîäâ³éíà íåð³âí³ñòü
3 2 11� 
 �f u f u nn( ) ( ) – , òî ç (2) îäåðæèìî

n n a

n n a
n

( )
,

( )
–


 �
�


 �
�

�

�
�

�
�

3 2

2
3

3 2

2
2 1

àáî

a
n

n

a
n

n

�



�

�
�




�

�
�

�
�

3

2

3

1

2

1

,

.

Ðîçãëÿíåìî äâà âèïàäêè: íåõàé n ïàðíå, òîä³ ç îñòàííüî¿ ñèñòåìè âèïëèâàº,

ùî
n

n
a

n

n

�



�

�
�

�

�
� � �



�

�

�
�

�

�
�

1

2

1 3

2

3
, òîáòî

n
a

n

2

2

2
� �



; ïðè íåïàðíîìó n ÷èñëî a

íàáóâàº îäíîãî çíà÷åííÿ: a
n

�

1

2
.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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ÏÐÎ ÄÈÑÒÀÍÖ²ÉÍÓ ÀÍÒÈÌÀÃ²×ÍÓ ÐÎÇÌ²ÒÊÓ ÖÈÐÊÓËßÍÒÍÎÃÎ ÃÐÀÔÀ

C p pp2 2 2 3 1 1
 � � 
( , , , , )

Ãðàô G áóäå ( , )1 1 -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì çà óìîâè, ùî êîæíà êîìïîíåíòà
G º ³çîìîðôíèì îáðàçîì P2 [2]. Òàêèì ÷èíîì, G º 1-ðåãóëÿðíèì ãðàôîì, ÿêèé
º äèç’þíêòèâíèì îá’ºäíàííÿì êîï³é ëàíöþãà P2 , òîáòî G mP� 2 . ßêùî ìíî-

æèíó âåðøèí i-¿ êîìïîíåíòè G mP� 2 ïîçíà÷èòè V u ui
i i� { }1 2, , äå i m� �1 2, , , ,

òî âñ³ ( , )1 1 -äèñòàíö³éí³ àíòèìàã³÷í³ ðîçì³òêè G mP� 2 ìîæíà çàäàòè òàêèì ÷èíîì.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ f , ÿêà çàäîâîëüíÿº óìîâè

f u i( )1
1

1� , f u i( )2
1

2� , f u i( )1
2

3� , f u i f u im
m( ) , , ( ) ,2

2
4 1 2 1� � � � f u im

m( )2 2� ,

äå i i i i i im m1 2 3 4 2 1 2, , , , , ,� � — ïîïàðíî ð³çí³ ÷èñëà, ÿê³ óòâîðþþòü ìíîæèíó
{ }1 2 3 2, , , ,� m . Ôóíêö³ÿ f á³ºêòèâíà ³ º âåðøèííîþ ðîçì³òêîþ öüîãî ãðàôà.
Âàãè âåðøèí íàáóâàþòü çíà÷åíü 1 2 3 2, , , ,� m íåçàëåæíî â³ä òîãî, ÿê ðîç-
ïîä³ëåí³ ïîì³æ âåðøèíàìè ì³òêè ç ìíîæèíè { }1 2 3 2, , , ,� m . Òîìó äëÿ mP2
³ñíóº ( )!2m ð³çíèõ ðîçì³òîê âåðøèí, êîæíà ç ÿêèõ º ( , )1 1 -äèñòàíö³éíîþ àíòè-
ìàã³÷íîþ.

Ó ðîáîò³ [2] âñòàíîâëåíî, ùî öèêë Cn º ( , )a d -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì
ãðàôîì ïðè íåïàðíîìó n ³ d �1, ÿêùî a d, � 2, òî äëÿ öèêëó Cn íå ³ñíóº ( , )a d -äèñ-
òàíö³éíî¿ àíòèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè.

Ó [10] äîâåäåíî, ùî ãðàô mCn º ( , )a d -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì, ÿêùî mn

íåïàðíå ³ d �1. Ïîøèðèìî öå òâåðäæåííÿ íà âèïàäîê r-ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â ç r � 2.
Íàé÷àñò³øå ïîì³æ ðåãóëÿðíèõ ãðàô³â âèêîðèñòîâóþòü öèðêóëÿíòí³ ãðàôè

C s s sn m( , , , )1 2 � , ÿê³ çàñòîñîâóþòü â ïðîåêòóâàíí³ îá÷èñëþâàëüíèõ ìåðåæ, ìå-
ðåæ³ ïåðåäà÷³ äàíèõ ³ ðîçïîä³ëåíèõ îá÷èñëåííÿõ. Áóäåìî äîñë³äæóâàòè îêðåìèé
âèïàäîê öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà.

Òåîðåìà 4. Öèðêóëÿíòíèé ãðàô C p pp2 2 2 3 1 1
 � � 
( , , , , ) º ( , )2 5 12p p� � -äèñ-

òàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî öèðêóëÿíòíèé ãðàô C p pp2 2 2 3 1 1
 � � 
( , , , , )

ðîçì³ðíîñò³ p �1. Äëÿ ìíîæèíè éîãî âåðøèí V ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
V u u u p� 
{ }1 2 2 2, , ,� . Äëÿ p � 4 ãðàô C p pp2 2 2 3 1 1
 � � 
( , , , , ) º çâ’ÿçíèì,
îñê³ëüêè ÍÑÄ ( , , , , , )2 3 1 1 2 2 1� � 
 
 �p p p , à äëÿ p � 3 (ðèñ. 1) öåé ãðàô ìàº äâ³
êîìïîíåíòè çâ’ÿçíîñò³ . Çàäàìî âåðøèííó ðîçì³òêó f : f u ii( ) � ,
f u p ii p( )
 
 � 
 �1 2 3 , äå i p� � 
1 2 1, , , .

Ì³òêè âåðøèí óòâîðþþòü ìíîæèíó { }1 2 2 2, , ,� 
p .
Ãðàô C p pp2 2 2 3 1 1
 � � 
( , , , , ) º äîïîâíåííÿì öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà

C pp2 2 1
 ( , ), ÿêèé äîïóñêàº äèñòàíö³éíó ìàã³÷íó ðîçì³òêó [11]. Ïðè âåðøèíí³é
ðîçì³òö³ f ãðàô C pp2 2 1
 ( , ) áóäå äèñòàíö³éíèì ìàã³÷íèì ç ìàã³÷íîþ ñòàëîþ
k p� 
4 6. Òîä³ âåðøèíè C p pp2 2 2 3 1 1
 � � 
( , , , , ) ìàòèìóòü òàê³ âàãè

w u p p k f u p p f ui i i( ) ( )( ) ( ) ( )� 
 
 � � � 
 � �2 3 1 2 32 .

Âàãè âåðøèí w u w u w u p( ), ( ), , ( )1 2 2 2� 
 óòâîðþþòü çðîñòàþ÷ó àðèôìåòè÷íó

ïðîãðåñ³þ ç ð³çíèöåþ d �1 ³ ïåðøèì ÷ëåíîì a p p� 2 52 – – .

Òàêèì ÷èíîì, ãðàô C p pp2 2 2 3 1 1
 � � 
( , , , , ) º ( – , )2 5 12p p � -äèñòàíö³éíèì

àíòèìàã³÷íèì.
Òåîðåìó äîâåäåíî.
Ïðèêëàä öèðêóëÿíòíèãî ãðàôà C8 2 4( , ) íàâåäåíî íà ðèñ. 1. Â³í º 3-ðåãóëÿð-

íèì ( , )10 1 -äèñòàíö³éíèì àíòèìàã³÷íèì ãðàôîì ðîçì³ðíîñò³ 2. Çàäàìî âåðøèííó
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ðîçì³òêó f , ÿê âèçíà÷åíî â òåîðåì³ 4: f u( )1 1� , f u( )2 2� , f u( )3 3� , f u( )4 4� ,
f u( )5 8� , f u( )6 7� , f u( )7 6� , f u( )8 5� . Âàãè âåðøèí

w u f u f u f u( ) ( ) ( ) ( )1 3 5 7 17� 
 
 � , w u f u f u f u( ) ( ) ( ) ( )2 4 6 8 16� 
 
 � ,

w u f u f u f u( ) ( ) ( ) ( )3 1 5 7 15� 
 
 � , w u f u f u f u( ) ( ) ( ) ( )4 2 6 8 14� 
 
 � ,

w u f u f u f u( ) ( ) ( ) ( )5 1 3 7 10� 
 
 � , w u f u f u f u( ) ( ) ( ) ( )6 2 4 8 11� 
 
 � ,

w u f u f u f u( ) ( ) ( ) ( )7 1 3 5 12� 
 
 � , w u f u f u f u( ) ( ) ( ) ( )8 2 4 6 13� 
 
 �

óòâîðþþòü àðèôìåòè÷íó ïðîãðåñ³þ. Òîìó ðîçì³òêà f º ( , )10 1 -äèñòàíö³éíîþ
àíòèìàã³÷íîþ äëÿ C8 2 4( , ).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Â ñòàòò³ îäåðæàíî íîâ³ òèïè ãðàô³â, ÿê³ íå äîïóñêàþòü ( , )a d -äèñòàíö³éíî¿ àí-
òèìàã³÷íî¿ ðîçì³òêè. Ñåðåä íèõ ðîçãëÿíóòî êîðîíó P Pn � 1 ïðè a � 2, d �1 òà
çàïðîïîíîâàíî ðîçâ’ÿçàòè àíòîëîã³÷í³ çàäà÷³ äëÿ âèïàäê³â, êîëè a � 2, d � 2
³ a � 2, d �1 2, .

Çíàéäåíî â³äïîâ³äü íà ïèòàííÿ, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ìîæå ³ñíóâàòè
( , )a 1 -äèñòàíö³éíà àíòèìàã³÷íà ðîçì³òêà ëàíöþãà Pn . Öå äîçâîëÿº îáìåæèòè îá-
ëàñòü ïîøóêó òàêèõ ðîçì³òîê äëÿ ïàðíèõ ³ íåïàðíèõ çíà÷åíü n. Ðîçïî÷àòî
äîñë³äæåííÿ öèðêóëÿíòíèõ ãðàô³â íà íàÿâí³ñòü ( , )a d -äèñòàíö³éíî¿ àíòèìàã³÷íî¿
ðîçì³òêè.
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Íàä³éøëà äî ðåäàêö³¿ 30.03.2016

Ì.Ô. Ñåìåíþòà
( , )a d -ÄÈÑÒÀÍÖÈÎÍÍß ÀÍÒÈÌÀÃÈ×ÅÑÊÀß ÐÀÇÌÅÒÊÀ ÎÒÄÅËÜÍÛÕ ÒÈÏÎÂ ÃÐÀÔÎÂ

Àííîòààöèÿ. Èçó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ( , )a d -äèñòàíöè-
îííîé àíòèìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè ãðàôà G V E� ( , ) ïîðÿäêà n. Ïîëó÷åíû
òåîðåìû, ðàñøèðÿþùèå ñåìåéñòâî íå ( , )a d -äèñòàíöèîííûõ àíòèìàãè÷åñêèõ
ãðàôîâ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî êîðîíà P Pn � 1 íå äîïóñêàåò ( , )a 1 -äèñòàí-
öèîííîé àíòèìàãè÷åñêîé ðàçìåòêè äëÿ n � 2, åñëè a � 2. Óñòàíîâëåíû çíà÷å-
íèÿ à, ïðè êîòîðûõ öåïü Pn ìîæåò áûòü ( , )a 1 -äèñòàíöèîííûì àíòèìàãè÷åñ-
êèì ãðàôîì. Èññëåäîâàí îòäåëüíûé ñëó÷àé öèðêóëÿíòíîãî ãðàôà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèñòàíöèîííàÿ ìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, äèñòàíöèîííàÿ àí-
òèìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, ( , )a d -äèñòàíöèîííàÿ àíòèìàãè÷åñêàÿ ðàçìåòêà, öåïü,
ðåãóëÿðíûé ãðàô, öèðêóëÿíòíûé ãðàô.

Ì.F. Semeniuta
( , )a d -DISTANCE ANTIMAGIC LABELING OF SOME TYPES OF GRAPHS

Abstract. We investigate an ( , )a d -distance antimagic labeling of a graph
G V E� ( , ) of order n. Graph which admits such a labeling is called an
( , )a d -distance antimagic graph. We analyze the necessary conditions for the
existence of this labeling. We obtain the results that expend a family of not
( , )a d -distance antimagic graphs. In particular, we prove that the crown P Pn � 1
does not admit an ( , )a 1 -distance antimagic labeling for n � 2 if a � 2. We
determine the values of a at which path Pn can be an ( , )a 1 -distance antimagic
graph. Among regular graphs, we investigate the case of a circulant graph.

Keywords: distance magic labeling, distance antimagic labeling, ( , )a d -distance
antimagic labeling, path, regular graph, circulant graph.
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