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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåí ñèììåòðè÷íûé âîë÷îê — ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåõàíè-

÷åñêîãî âîë÷êà, ðàñïðîñòðàíåííûì ìåòîäîì îïèñàíèÿ êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êà-

íîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ïóàññîíà íà T SE
*

( )3 . Ýòà ñòðóêòóðà èíâàðèàíòíà îò-

íîñèòåëüíî ïðàâîãî äåéñòâèÿ ãðóïïû SO ( )3 , íî ãàìèëüòîíèàí ñèììåòðè÷íîãî

âîë÷êà èíâàðèàíòåí òîëüêî îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî äåéñòâèÿ ïîäãðóïïû S
1
,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò âðàùåíèþ âîêðóã îñè ñèììåòðèè ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà.

Äàííàÿ ñòðóêòóðà Ïóàññîíà ïîëó÷åíà êàê ðåäóêöèÿ T SE S
*

( ) /3
1
. Ïðåäëîæåí

ãàìèëüòîíèàí è óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êîòîðûå îïèñûâàþò øèðîêèé êëàññ ìî-

äåëåé âçàèìîäåéñòâèÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà ñ àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûì

âíåøíèì ïîëåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà, ïóàññîíî-

âà ðåäóêöèÿ, ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû, 2-ôîðìà Êèðèëëîâà–Êîñòàíòà–Ñóðüî,

îòíîñèòåëüíîå ðàâíîâåñèå, ìåòîä ýíåðãèè-ìîìåíòà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëàãðàíæåâîãî âîë÷êà èçâåñòíà äàâíî, îäíàêî äî ñèõ

ïîð îíà ÿâëÿåòñÿ îáúåêòîì èññëåäîâàíèé [1]. Øèðîêîå ïðèìåíåíèå òåîðåòè-

êî-ãðóïïîâûõ ìåòîäîâ ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíèêè îáóñëîâèëî íîâûé ýòàï èçó÷å-

íèÿ ýòîé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè [1, 2]. Ýôôåêòèâíîñòü ïîñëåäíåé ïðîÿâèëàñü

ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ìàãíèòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [3, 4]. Äàëåå

ïîêàçàíî, ÷òî ãàìèëüòîíîâà ðåäóêöèÿ îò îáùåãî àñèììåòðè÷íîãî òåëà ê ñèì-

ìåòðè÷íîìó âîë÷êó ïðèâîäèò ê ñòðóêòóðå Ëè–Ïóàññîíà, âëîæåííîé â se(3)
*

.

Ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû ýòîé ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè êîïðèñîåäèíåííî-

ãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SE ( )3 .

1. ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÔÎÐÌÀËÈÇÌ ÍÀ T SO
*

( )3

Ïðåäñòàâëåíèå ïðàâîé òðèâèàëèçàöèè T SO
*

( )3 . Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ïî-

ëåçíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ãðóïïû SO( )3 è åå êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ, ìíî-

ãèå èç êîòîðûõ ðàññìîòðåíû â [2, 5]. Ãðóïïà SO( )3 îáðàçîâàíà îðòîãîíàëüíû-

ìè, óíèìîäóëÿðíûìè ìàòðèöàìè R , ò.å. R R
T

�

�1
, det( )R �1. Ñîîòâåòñòâåííî

àëãåáðà Ëè so(3) îáðàçîâàíà àíòèñèììåòðè÷íûìè 3 3� -ìàòðèöàìè ñî ñêîáêîé

Ëè â âèäå ìàòðè÷íîãî êîììóòàòîðà.
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Ââåäåì èçîìîðôèçì âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ
^
: �

3
� so(3) [2, p. 285] òàêîé,

÷òî
��kl ikl i� �� � , � �i ikl kl� �

1

2

�� , ãäå � ikl — ñèìâîë Ëåâè–×èâèòû. Òîãäà
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1
.

Ââåäåííîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïîçâîëÿåò îòîæäåñòâèòü àëãåáðó Ëè è äó-

àëüíîå ê íåé ïðîñòðàíñòâî so so(3) (3)
*
� . Ñèìâîë � îáîçíà÷àåò äèôôåîìîð-

ôèçì. Êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóåìûå äàëåå äèôôåîìîðôèçìû èìåþò ïðîñòîé òåî-

ðåòèêî-ãðóïïîâîé èëè äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë.

Â ïðåäñòàâëåíèè ïðàâîé òðèâèàëèçàöèè, êîòîðàÿ, êàê ïîêàçàíî â [5, p. 314],

ñîîòâåòñòâóåò èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, èìååì TSO SO( ) ( )3 3� � so (3) ,

T SO SO
* *

( ) ( )3 3� � so(3) . Òîãäà ïðàâîå è ëåâîå äåéñòâèÿ ãðóïïû SO( )3 íà

T SO
*

( )3 (Cotangent Lift [2, p. 166]) èìåþò âèä

R T SO SO

L T

ct

ct

B

B

R RB B

R

:( , � ) ( ) ( , � ), ( );

:( , � )

*

*

� �

�

� � �

�

3 3

SO( ) ( , � ) ( , � ).
*

3
1

1� �

�

	




�



�

�
BR B B BR

B
� �Ad

(1)

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ è ïóàññîíîâà ñòðóêòóðû íà T SO
*

( )3 [1, 5–7]. Ôîðìà

Ëèóâèëëÿ íà T SO SO
* *

( ) ( )3 3� � so (3) èìååò âèä




|( , )

( )
*

(� )
R

R
�

� �T SO

i

i
R

3 1

2
� � �tr � � ,

ãäå �R R R�

�

( )d
1

— ïðàâîèíâàðèàíòíàÿ 1-ôîðìà Ìàóðåðà–Êàðòàíà. Òîãäà

äëÿ êàíîíè÷åñêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé 2-ôîðìû, èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå

Ìàóðåðà–Êàðòàíà [2, p. 276], ïîëó÷àåì

� 
can

T SO T SO i

i i

i
d R d R R

* *
( ) ( )

[ , ]
3 3

� � � � � �� � � � �

� � � � �

1

2

1

2
� � � � � � �ijk jk i i ijk js skR d R R .

Ëþáàÿ çàäàííàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà � îïðåäåëÿåò ïóàññîíîâó

ñòðóêòóðó íà òîì æå ìíîãîîáðàçèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{ , }( ) ( ( ), ( ))F G z z z F GF G G F
� � � � ��� � �

� �
,

ãäå äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ �G âûïîëíÿåòñÿ i dG
G�
� � .

Ðàññìàòðèâàÿ ýëåìåíòû ìàòðèöû R è êîìïîíåíòû ìîìåíòà � êàê äèíàìè÷åñ-

êèå ïåðåìåííûå íà T SO
*

( )3 , ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé íàáîð ñêîáîê Ïóàññîíà (ÑÏ),

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþùèé ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó íà T SO
*

( )3 :

{ , } , { , } , { , }R R R Rij kl i jk ijl lk i j ijl l� � �0 � � � � � � . (2)

Îòìåòèì, ÷òî â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå ÑÏ äëÿ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ R ãðóï-

ïèðóþòñÿ â ñòîëáöû, íàïðèìåð, ÑÏ äëÿ òðåòüåãî ñòîëáöà âûðàæàþòñÿ òîëüêî

÷åðåç ýëåìåíòû ýòîãî ñòîëáöà.
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2. ÐÅÄÓÊÖÈß ÏÓÀÑÑÎÍÎÂÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ ÄËß ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÂÎË×ÊÀ

Ïóàññîíîâà ñòðóêòóðà (2) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ ñäâèãîâ ïîñòîÿí-

íîé ìàòðèöåé B�SO( )3 :

{( ) , ( ) } , { , ( ) } ( ) , { , }RB RB RB RBij kl i jn ijl i j� � �0 � � � � �ln ijl l� .

Äëÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïîäãðóïïà S SO
1

3� ( ) , ãäå

S SO Zi i

1

3 33� � �{ ( ): }Z � (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñü ñèììåòðèè òåëà íàïðàâëåíà

ïî âåêòîðó E3 ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òåëîì). Òîãäà ( )RZ i ij jR Z3 3� �

� Ri3 , ò.å. òðåòüÿ ñòðîêà ìàòðèöû R èíâàðèàíòíà ïðè ïðàâûõ ñäâèãàõ, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïîäãðóïïå S
1
.

Ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ SO( )3 íà ñôåðó S
2

(êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ � ïðè

� 2
1� )

� : R � � � Ri i3e , � i iR� 3 , (3)

ãäå ei — áàçèñíûå âåêòîðû èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ýòà ïðîåêöèÿ ïî-

ðîæäàåò îòîáðàæåíèå

~
: ( ) ( , ) ( ( ), ( , )

*
� � �T SO K3 1� R R� � � �� � � ,

ãäå K S1

2 3 3
� �� � � �so so se so(3) (3) (3) (3)

* * * *
( .� � s )

�

Êàê è íà ëþáîì ïðîñòðàíñòâå, äóàëüíîì ê àëãåáðå Ëè, íà se(3)
*

èìååòñÿ êà-

íîíè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà Ëè–Ïóàññîíà [2, p. 425]. Â äàííîì ñëó÷àå [2, p. 367, 491]

ýòà ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ òàêèìè ÑÏ:

{ , }� �i k � 0 , { , }� � � �i j ijl l� , { , }� � � �i j ijl l� . (4)

Ñðàâíåíèå (4) ñ (2) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå
~
� ÿâëÿåòñÿ

ïóàññîíîâûì. Òàêèì îáðàçîì, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 10.5.1 èç [2,

p. 355], è ñëåäîâàòåëüíî, K T SO S1

1
3�

*
( ) / .

Åñëè ãàìèëüòîíèàí H íà T SO
*

( )3 S
1
-èíâàðèàíòåí, òî íà K1 ñóùåñòâóåò ãà-

ìèëüòîíèàí h òàêîé, ÷òî H h� �

~
� è òðàåêòîðèè äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ãàìèëü-

òîíèàíîì H
~
�-ñâÿçàíû ñ òðàåêòîðèÿìè äëÿ ãàìèëüòîíèàíà h [2, p. 355].

3. ÑÒÐÎÅÍÈÅ ÑÈÌÏËÅÊÒÈ×ÅÑÊÈÕ ËÈÑÒÎÂ

ÄËß ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÂÎË×ÊÀ

Ïðåäëîæåíèå 1. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè íà se(3)
*

C C1

2

2( , ) , ( , )� � � � � � �� � � . (5)

1. Ôóíêöèè C C1 2, ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè âî âñåõ òî÷êàõ se(3)
*

, äëÿ êîòî-

ðûõ � � 0 .

2. Cîâìåñòíûé óðîâåíü L( , )� �0 0
ôóíêöèé (5) ïðè � 0 0� åñòü ïîäìíîãîîáðà-

çèå â se(3)
*

.

3. Â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè ( , ) ( )
*� � �0 0 0

2
0� �se(3) ñóùåñòâóåò òàêàÿ

ñèñòåìà êîîðäèíàò ( , , , , )c c u u
1 2 1 4

� , ÷òî â ýòîé îêðåñòíîñòè L( , )� � îïðåäåëÿåò-

ñÿ óðàâíåíèÿìè

c C

c C

1

1

2

2

�

�

�

	




�



( , ) ;

( , ) .

� �

� �
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Çàìå÷àíèå 1. Êîîðäèíàòû ( , , )u u
1 4

� ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè íà ïîäìíîãî-

îáðàçèè, îïðåäåëÿåìîì ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè ( , )c c
1 2

.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ôóíêöèè íåçàâèñèìû â îêðåñòíîñòè òî÷êè ( , )� � , åñëè â íåé íåçàâèñèìû

äèôôåðåíöèàëû ýòèõ ôóíêöèé.

Èìååì

dC
C

d
C

d d

dC
C

d
C

k k

k

k k k k

k

1
1 1

2
2 2

2�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

� �

� � � �

�

;

k

d d dk k k k k� � � � �� �

�

	







�







.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å ñóùåñòâóþò 	 
, òàêèå, ÷òî 	 
dC dC1 2 0� � ,

òîãäà, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè äèôôåðåíöèàëàõ d k� , ïîëó÷àåì

( )& ( )� 2
0 0 0 0� � � � � � �
� � 
� 
k k kd k .

Ñîîòâåòñòâåíî, ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè äèôôåðåíöèàëàõ d
k

� ,

ïîëó÷àåì

( )& ( )� 2

10 0 0 0 0� � � � � � � � �	 	� � 	� 	dC d kk k k .

2. Ñîãëàñíî äîêàçàííîìó â ï. 1 îòîáðàæåíèå C C C� �1 2 ðåãóëÿðíî â òî÷êàõ

( , )
*� � �se(3) , ãäå � � 0 , ïîýòîìó ï. 2 åñòü ïðÿìîå ñëåäñòâèå Submersion

Theorem [8, p. 175].

3. Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ñëåäñòâèåì Local Onto Theorem

[8, p. 175] äëÿ îòîáðàæåíèÿ C C� 0 . �

Êîïðèñîåäèíåííîå äåéñòâèå ãðóïïû SE ( )3 íà se(3)
*

èìååò âèä (14.7.10) â [2, p. 492]

Ad
( , )

*
( , ) ( [ ], [ ] [ ])

a
a

A
A A A

�
� � �1 � � � � � . (6)

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü K � se(3)
*

\ {( , ): }� � � � 0 , ò.å. K ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì

ïîäìíîãîîáðàçèåì se (3)
*

ñ èíäóöèðîâàííûìè èç se(3)
*

ñòðóêòóðîé Ëè–Ïóàññî-

íà (4) è êîïðèñîåäèíåííûì äåéñòâèåì (6), òîãäà

1. Ôóíêöèè C C1 2, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà íà K.

2. Ñîâìåñòíûé óðîâåíü L( , )� �0 0
ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé O( , )� �0 0

êîïðèñîåäèíåí-

íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SE ( )3 .

3. Ñîâìåñòíûé óðîâåíü L( , )� �0 0
ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì ëèñòîì K, è êàæ-

äûé ñèìïëåêòè÷åñêèé ëèñò K ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå L( , )� �0 0
.

4. Ñîâìåñòíûé óðîâåíü L( , )� �0 0
ÿâëÿåòñÿ ïóàññîíîâûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â K.

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ôóíêöèè (5) èíâàðèàòíû îòíîñèòåëüíî êîïðèñîåäèíåííîãî äåéñòâèÿ (6),

ïîýòîìó ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 12.6.1. èç [2, p. 421] ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

C C1 2, ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè Êàçèìèðà.

2. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ( , ) ( , )� � � ��L
0 0

íàéäóòñÿ ïàðàìåòðû ( , )a A òàêèå, ÷òî

( , ) ( , )
( , )

*� � � ��
�

Ad
a A

1 0 0 . Äåéñòâèòåëüíî, �
�

�S
0

2
è íàéäåòñÿ âðàùåíèå A òà-

êîå, ÷òî � �� A[ ]0 , à ïîäõîäÿùèé âåêòîð a ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå

a � � �

1

0

2
0

�
� � �( [ ])A .
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3. Èç Corollary 14.4.3 è Definition 10.4.3 [2, p. 477, (i)] ] ñëåäóåò, ÷òî ñâÿçíàÿ

êîìïîíåíòà îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèìï-

ëåêòè÷åñêèì ëèñòîì. Îðáèòû ãðóïïû SE ( )3 ñâÿçàíû.

4. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1.2 èç [2, p. 347] L( , )� �0 0
ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî

immersed submanifold, íî è Poisson submanifold K (è se(3)
*

).

Îðáèòû êîïðèñîåäèíåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SE ( )3 èññëåäîâàíû

â [2, ðàçä. 14.7, è 9, ðàçä. 4.4]. Èõ ñòðîåíèå êàê ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìíîãîîáðàçèé

ñ 2-ôîðìîé Êèðèëëîâà–Êîñòàíòà–Ñóðüî (ÊÊÑ) �

KKS

O( , )� �0 0 îïèñàíî â òåîðåìå 4.4.1

(ñì. [9, p. 142]).

Ðàññìîòðèì îðáèòû O( , )� �0 0
ïðè � 0 0� , äëÿ êîòîðûõ êàê ñëåäñòâèå èç òåî-

ðåìû 4.4.1 èç [9] ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 3. Îðáèòà O( , )� �0 0
ïðè � 0 0� äèôôåîìîðôíà êîêàñàòåëüíîìó

ðàññëîåíèþ ñôåðû T S
*

| |� 0

2
, à ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ôîðìà íà îðáèòå îòëè÷àåòñÿ îò

êàíîíè÷åñêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû íà êîêàñàòåëüíîì ðàññëîåíèè ê ñôåðå òàê

íàçûâàåìûì ìàãíèòíûì ÷ëåíîì

O T S

B

B

O

can

T S

( , )

*

| |

*

;

;

(

( , )

*

| |

� � �

� � �

0 0
0

0 0 0

2

2
�

� �

KKS
� � �

� � � �
� �

� �
� � ��� � � � � � �

�

	










�









, )

( , )

( , )
, ,|

C

C

2 0 0

1 0 0

ãäå �:
*

| | | |
T S S

� �0 0

2 2
� — ïðîåêöèÿ íà êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå, B — 2-ôîðìà

íà ñôåðå, �
�

�S
| |0

2
, � �, ��

3
.

4. ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÔÎÐÌÀËÈÇÌ ÍÀ T SE
*

( )3

Ðàññëîåíèå îðòîíîðìèðîâàííûõ îðèåíòèðîâàííûõ òðèàä O E
�

( )
3

êàê

êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà. Ðàññìîòðèì

ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ òåëîì, ÷òî ýêâèâàëåíòíî îðòîíîðìèðîâàííîìó

ðåïåðó (òðèàäå) ñ íà÷àëîì îòñ÷åòà x E�

3
â öåíòðå ìàññ òâåðäîãî òåëà è åäè-

íè÷íûìè âåêòîðàìè

�

Ei , íàïðàâëåííûìè âäîëü ãëàâíûõ îñåé òåíçîðà èíåðöèè

òåëà, ïðè÷åì ñ òàêîé æå îðèåíòàöèåé, ÷òî è èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà

{ }
�

ei , (
� � �

e e e1 2 3� � ).

Òàêèì îáðàçîì, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî äëÿ òâåðäîãî òåëà ñîâïàäà-

åò ñ ðàññëîåíèåì ( ( ), , )O E E
� 3 3

� , O E E
�

� ��( )
3 3�

îðòîíîðìèðîâàííûõ îðè-

åíòèðîâàííûõ ðåïåðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà E
3

.

Ýëåìåíòàìè O E
�

( )
3

ÿâëÿþòñÿ z x Ei� ( ,{ })

�

, (

� � �

E E E1 2 3� � ), òîãäà

�( )z x E� �

3
.

Íà O E
�

( )
3

, êàê íà ãëàâíîì ðàññëîåíèè ñî ñòðóêòóðíîé ãðóïïîé SO( )3 ,

îïðåäåëåíî êàíîíè÷åñêîå ïðàâîå äåéñòâèå ãðóïïû SO( )3 :

r z x E O E x B E SOi i

k

kB B: ( ,{ }) ( ) ( , { }), ( )� � �

�

�

�

�

3
3 . (7)

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2017, òîì 53, ¹ 3 7



Êðîìå òîãî, äëÿ ïëîñêîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà E
3

èìååòñÿ ëåâîå äåé-

ñòâèå ãðóïïû SE ( )3 , êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêèì ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè

ðàññëîåíèé [10, c. 96].

Âûáåðåì ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó O E�

3
è ôèêñèðîâàííóþ òðèàäó, îáðàçóþ-

ùèå äåêàðòîâó ñèñòåìó îòñ÷åòà z O ei0 � ( ,{ })
�

, òîãäà êàæäàÿ òî÷êà x E�

3
ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ ðàäèóñ-âåêòîðîì x è êàæäîå âðàùåíèå A �SO( )3 ïðåäñòàâëÿåòñÿ ìàò-

ðèöåé Aki òàêîé, ÷òî A
� �

e A ei ki k� .

Òàêèì îáðàçîì, ëåâîå äåéñòâèå SE ( )3 íà z O E�

�

( )
3

èìååò âèä

l z Ei( , ) ( , { })
a

a xA A A� �

�

. (8)

Ýòî äåéñòâèå SE ( )3 ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, ò.å. ëþáîé ýëåìåíò z O E�

�

( )
3

ìîæíî ïîëó÷èòü ëåâûì äåéñòâèåì (8) èç z O E0

3
�

�

( ) åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì

z l z R E eik k i� � � �( , ) , ,
x R 0

�

�

.

Îòîáðàæåíèå �: ( ,{ }) ( , ), ,z x E R E ei ik k i� � � �

�

�

�

�

x R ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîé

êàðòîé ðàññëîåíèÿ O E
�

( )
3

, ïðè÷åì äåéñòâèÿ (7) è (8) â ýòîé êàðòå — ñîîòâåò-

ñòâåííî ïðàâûå è ëåâûå ñäâèãè íà SE ( )3

� � � �� � � �r R l LB B A A

� �

� �

1 1
, ( , ) ( , )a a

.

Äèôôåîìîðôèçì � ïîçâîëÿåò òàêæå ñ÷èòàòü ãðóïïó SE ( )3 êîíôèãóðàöèîí-

íûì ïðîñòðàíñòâîì äëÿ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà, ÷òî è áóäåò â äàëüíåéøåì ïðåä-

ïîëàãàòüñÿ.

Ïóàññîíîâà è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðû íà T SE
*

( )3 â èíåðöèàëüíîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ãðóïïà SE ( )3 êàê ìíîãîîáðàçèå ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìûì ïðîèçâåäåíèåì, èìååì

T SE T SO T T SO
* * * *

( ( )) ( ( )) ( ) ( ( ))3 3 3
3 3

� �� �� � . (9)

Ïðåäñòàâëåíèå (9) åñòü ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå [11, p. 81, 82], ãäå ïîñòóïàòåëü-

íûå è âðàùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû îòäåëåíû îäíà îò äðóãîé â ñèìïëåêòè÷åñ-

êîé è ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðàõ

� � �can

T SE

can

T R

can

T SO
* * *

( ) ( )3 3
3

� � �

� � � � � �dx dp R d R R
i

i ijk jk i i ijk js sk

1

2

1

2
� � � � � � � .

Ñêîáêè Ïóàññîíà, ñîîòâåñòâóþùèå � can

T SE
*

( )3
, èìåþò âèä

{ , } , { , } , { , }x p R Ri j ij i j ijl l i jk ijl lk� � �� � � � � � � . (10)

Ñêîáêè Ïóàññîíà (10) ïîêàçûâàþò, ÷òî áàçîâûå äèíàìè÷åñêèå ïåðåìåííûå

îòíîñÿòñÿ ê èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Ïóñòü R
ct

B
— Cotangent Lift ïðàâîãî ñäâèãà RB íà ãðóïïå SE ( )3 ýëåìåíòàìè

( , ) ( )0 3B �SO , L
ct

( , )b B
— Cotangent Lift ëåâîãî ñäâèãà ñîîòâåòñòâåííî.
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Ðàñøèðÿÿ (1), â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà èìååì

( , ) ( ), (( , ), ( , )) ( );

:( , ) ( , );

*
b x p

x x

B R

R RBB

� �

�

SE T SE

R

3 3�

L

R
ct

( , ) ( , ) ( , );

:(( , ), ( , )) (( , ), (

:a x a x

x p x p

A R A AR

R
B

� �

�� RB

R A A AR A
A

, ));

:(( , ), ( , )) (( , ), ( , )).
( , )

�

� �L
ct

a
x p a x p� �

�

	










�










(11)

Äëÿ ïåðåõîäà ê ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òåëîì, íåîáõîäèìî â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ïîñëåäíåé ñòðîêîé â (11) ïðîâåñòè ñëåäóþùåå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçî-

âàíèå äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ (ä.ï.):

P p

X x

�

�

� �

�

	




�




�

�

R

R

R R

1

1

;

;

,

� �

,

(12)

ãäå p — èìïóëüñ òåëà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà; � — ñîáñòâåííûé ìî-

ìåíò èìïóëüñà òåëà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà; P — èìïóëüñ òåëà

â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òåëîì; � — ñîáñòâåííûé ìîìåíò èìïóëüñà

òåëà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òåëîì.

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (12) â (10), ïîëó÷àåì â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé

ñ òåëîì, ñëåäóþùèå áàçîâûå ÑÏ (òîëüêî îòëè÷íûå îò 0):

{ , } , { , } ,

{ , } , { ,

X P R P P

R

i j ij i j ijk k

i j ijk k k i

� ��

� �

�

� � � �

�

� j kjl ilR} .� �

�

	

�

�

Çàìå÷àíèå 2. Àðèôìåòè÷åñêèå âåêòîðû, ÿâëÿþùèåñÿ êîìïîíåíòàìè ôèçè-

÷åñêîãî âåêòîðà â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, îáîçíà÷åíû ìàëûìè æèðíûìè

áóêâàìè, à áîëüøèìè — êîìïîíåíòû òîãî æå âåêòîðà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàí-

íîé ñ òåëîì. Íàïðèìåð,

� �

� �

� �

� �

�

�

�

�

�

�

�

 

 

 

�

� �

�

� �

� �

� �

�

�

�

e

e

e

E

E

1

2

3

1,

,

,

,

,�

�

�

�

� 2

3

,

,

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

 

 

 E

.

Çàìå÷àíèå 3. Âûðàæåíèÿ äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé � can

T SE
*

( )3
è ïóàññîíîâîé (10)

ñòðóêòóð íå ñîîòâåòñòâóþò ïðàâîé òðèâèàëèçàöèè T SE
*

( )3 , îïèñàííîé â [12],

ïðàâàÿ òðèâèàëèçàöèÿ â ýòèõ âûðàæåíèÿõ îòíîñèòñÿ òîëüêî ê âðàùàòåëüíûì ñòå-

ïåíÿì ñâîáîäû èç T SO
*

( )3 , òîãäà êàê (12) â òî÷íîñòè ñîîòâåòñòâóåò ëåâîé òðè-

âèàëèçàöèè T SE
*

( )3 [12].

Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ ïîíèìàíèåì O E
�

( )
3

êàê êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà äëÿ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà è ñ ïðåäíàçíà÷åíèåì ïðàâûõ è ëåâûõ äåé-

ñòâèé (7), (8).

Çàìå÷àíèå 4. Êàðòà ðàññëîåíèÿ O E
�

( )
3

, ñîîòâåòñòâóþùàÿ èíåðöèàëüíîé

ñèñòåìå îòñ÷åòà, èìååò ïðåèìóùåñòâî: â íåé ðàçäåëÿþòñÿ ïîñòóïàòåëüíûå è âðà-

ùàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, è ýòî ïîëíîñòüþ ðåàëèçóåòñÿ â ìîäåëè ñèììåòðè÷-

íîãî âîë÷êà. ×òî êàñàåòñÿ general top, òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé ôóíêöèåé íà T SE
*

( )3 è ïîýòîìó òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ
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ñèñòåìà îòñ÷åòà, ñâÿçàííàÿ ñ òåëîì. Äëÿ general top ìîæíî ñîâìåñòèòü ïðåèìó-

ùåñòâà ýòèõ äâóõ êàðò, åñëè âìåñòî (12) èñïîëüçîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå èç [7]

� �

� � �

�

	

�

�

R

R R

1�;

, , .P p X x

5. ÐÅÄÓÊÖÈß T SE
*

( )3 Ê ÏÓÀÑÑÎÍÎÂÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ

ÄËß ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÂÎË×ÊÀ

Êàê è â ñëó÷àå T SO
*

( )3 , ñêîáêè Ïóàññîíà äëÿ T SE
*

( )3 èíâàðèàíòíû îòíîñè-

òåëüíî ïðàâûõ ñäâèãîâ

R SOB R RB B: (( , ), ( , )) (( , ), ( , )), ( )x p x p� �� � 3 . (13)

Êàê âèäíî èç (13), ïåðåìåííûå x p, ïîñòóïàòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû íå

ïîäâåðãàþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿì è èõ ìîæíî íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå â ïîñëå-

äóþùåì ðàññìîòðåíèè.

Â îáùåì ñëó÷àå êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà ÿâëÿåòñÿ ëåâîèíâàðèàíòíîé, à íå

ïðàâîèíâàðèàíòíîé ôóíêöèåé, íî äëÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà ñèñòåìà èíâàðèàí-

òíà îòíîñèòåëüíî ïðàâûõ ñäâèãîâ èç S SO
1

3� ( ) , ãäå ãðóïïà S
1

— ñèììåòðèÿ

òåëà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñü ñèììåòðèè òåëà íàïðàâëåíà ïî âåêòîðó E3).

Êàê è â ðàçä. 2, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 10.5.1 èç [2, p. 355], è ñëåäî-

âàòåëüíî, äëÿ ïóàññîíîâà ìíîãîîáðàçèÿ P1 ïîëó÷àåì

P T SE S T K P T K1

1 3

1

3
3� � � � �

* * *
( ) / � � � , (14)

{ , } , { , } , { , } , { , }x pi j ij i k i j ijl l i j ijl� � � �� � � � � � � � � � �0 l .

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðîâåñòè ðåäóêöèþ ñèñòåìû ïîëíîñòüþ, íåîáõîäèìî ïðåîá-

ðàçîâàòü ñòàíäàðòíûé ãàìèëüòîíèàí äëÿ òâåðäîãî òåëà (à èìåííî âêëàä â íåãî

êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ òåëà) ê èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò-

ñ÷åòà, ÷òî íåòðóäíî ñäåëàòü äëÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà, äëÿ êîòîðîãî äâà ìîìåí-

òà èíåðöèè ðàâíû â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òåëîì.

Èñïîëüçóÿ I I I1 2� �
!

, ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

T
I I I

spin (( , ), ( , )) ,x p R � � � �� � �

"

#

$

$

%

&

'

'

� � �

1

2

1

2

1

21

2

3 1

2
V ( , )x � .

Òàêèì îáðàçîì, ãàìèëüòîíèàí äëÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà ïîñëå îòáðàñûâà-

íèÿ ôóíêöèè Êàçèìèðà
1

2

1

23 1

2

I I
�

"

#

$

$

%

&

'

'

� �� �, ïðèíèìàåò âèä

h
M I

V(( , ), ( , )) ( , )x p p x� � � �� � �

1

2

1

2

2

1

2
,

ãäå M — ìàññà òåëà.

Ãàìèëüòîíèàí h çàâèñèò òîëüêî îò ä.ï. íà P1.

Äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà îêîí÷àòåëüíî ïðèâåäåíà ê ( , {, }, )P h1 � � , òàê êàê ñî-

ãëàñíî òåîðåìå 10.5.1 â [2, p. 355] äèíàìè÷åñêèå òðàåêòîðèè èñõîäíîé ñèñòåìû

ïðîåêòèðóþòñÿ â äèíàìè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïðèâåäåííîé ñèñòåìû ïóàññîíîâûì

îòîáðàæåíèåì

T SE P
*

( ) (( , ), ( , )) (( , ), ( ( ), ))3 1� x p x pR R� �� � � .
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Îòíîñèòåëüíî ñòðîåíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ L
P

( , )� �0 0

1 ïóàññîíîâà ìíîãî-

îáðàçèÿ P1 ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðàçä. 3 (ñì. ïðåäëîæåíèå 3) èìååì

L T O
P

( , )

*

( , )� � � �
0 0

1

0 0

3
� �� . (15)

6. ÎÒÎÁÐÀÆÅÍÈÅ ÌÎÌÅÍÒÀ ÄËß ÄÅÉÑÒÂÈß ÃÐÓÏÏÛ SE( )3

Îòîáðàæåíèå ãðóïïû SE( )3 íà ñåáå ëåâûìè ñäâèãàìè. Ðàññìîòðèì ñîîòíî-

øåíèÿ, âàæíûå äëÿ ïîíèìàíèÿ îòîáðàæåíèÿ ìîìåíòà ãðóïïû SE ( )3 è ïðåä-

ñòàâëåíèÿ èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû.

Ïðèäàäèì ÑÏ â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå èíâàðèàíòíûé âèä.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî � è � — ïîñòîÿííûå àðèôìåòè÷åñêèå âåêòîðû, ò.å. èõ

êîìïîíåíòû ïîñòîÿííû â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Èìååì

{ , } , { , } , { , }x p R Ri j ij i j ijl l i jk ijl lk� � �� � � � � � � .

Îòñþäà

{ , , }x p� � �� �. (16)

Èìååì òàêæå

{R R, , } �
� � �� � � (17)

è àíàëîãè÷íî

{ , , } �� � � � � ��� � � � � . (18)

Ñîîòíîøåíèÿì (17) è (18) ìîæíî òàêæå ïðèäàòü âèä, èñïîëüçóþùèé ôèçè-

÷åñêèå âåêòîðû

{ , , } ,

�

�

�

� �

E E ek k i i� � � � �� � � � � , (19)

{ , , }
� � �

� � �� � � �� � . (20)

Âûðàæåíèå (19), (20) ïîêàçûâàåò, ÷òî � ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì (èìïóëüñà) ñîá-

ñòâåííîãî âðàùåíèÿ òåëà, òàê êàê ãåíåðèðóåò âðàùåíèå òîëüêî âåêòîðîâ, îïèñû-

âàþùèõ ñîáñòâåííîå âðàùåíèå òåëà.

×òîáû ãåíåðèðîâàòü âðàùåíèå âñåõ ôèçè÷åñêèõ âåêòîðîâ ñèñòåìû, ñëåäóåò

èñïîëüçîâàòü ïîëíûé ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû ñ ó÷åòîì îðáèòàëüíîãî ìîìåíòà

èìïóëüñà j x p� � �� . Òîãäà ïîëó÷àåì

{ , , } ;

{ , , } ;

{ , , }

� � �

� � �

�

�

�

x x

p p

Ek

� � � �

� � � �

� � � �

j

j

j

�

�

�

�

�

� Ek ;

{ , , } .
� � �

� � �� � � �

�

	







�





 j �

(21)

Èç (21) è (16) íàõîäèì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèþ

ãðóïïû SE ( )3 íà ñåáå ëåâûìè ñäâèãàìè

J x p p x pL: (( , ), ( , )) ( , )R � �� � � . (22)

Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû SO( )3 íà SE( )3 ïðàâûìè

ñäâèãàìè. Íàéäåì îòîáðàæåíèå ìîìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâîìó äåéñòâèþ

ãðóïïû SO( )3 íà SE ( )3 .

Ïóñòü òåïåðü � — ïîñòîÿííûé àðèôìåòè÷åñêèé âåêòîð, ò.å.
�

� èìååò ïîñòî-

ÿííûå êîìïîíåíòû â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òåëîì. Òîãäà

{R R, , }
�

� � �� � � , (23)

{ , , } ,

�

�

�

�

�

E E Ek k i i� � � � �� � � � � .
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Íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî ñ (18), ãàìèëüòîíèàí � �� �, ãåíåðèðóåò òàêîå âðàùåíèå,

÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïîñòîÿííà íå â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå, à â òåëå. Â ýòîì ñëó÷àå

âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè èñïûòûâàåò âðàùåíèå
� �

� � Rik

k

i� e . Èìååì òàêæå

(� � � � � � �, , }
�

� � � � � �

)

.

Èìåííî òàê äîëæåí èçìåíÿòüñÿ àðèôìåòè÷åñêèé âåêòîð �, ÷òîáû äëÿ ôèçè-

÷åñêîãî âåêòîðà
� �

�

� �� �k k k ke E� ïîëó÷èòü

{ , , }
�

� � � �� � 0. (24)

Óðàâíåíèÿ (23), (24) ïîêàçûâàþò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùåå ïðàâîìó äåéñòâèþ

ãðóïïû SO( )3 íà SE ( )3 îòîáðàæåíèå ìîìåíòà åñòü J R � �.

Äëÿ general top êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ëåâî-, à íå ïðàâîèíâàðèàíòíîé

ôóíêöèåé, ïîýòîìó êîìïîíåíòû ýòîãî ìîìåíòà íå ñîõðàíÿþòñÿ. Â ñëó÷àå

symmetric top êîìïîíåíòà �3 ñîõðàíÿåòñÿ, à ïðè ðåäóêöèè (14) ê symmetric top îíà

ïåðåõîäèò â ôóíêöèþ Êàçèìèðà C2 â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì ïðàâèëîì (ñì. (12.6.1)

â [2, p. 421, 422]).

Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà äëÿ äåéñòâèÿ ãðóïïû SE( )3 íà ïóàññîíîâîì ìíî-

ãîîáðàçèè P. Äëÿ ëåâîãî ñäâèãà íà T SE
*

( )3 â èíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà

èìååì L
ct

( , )
: (( , ), ( , )) (( , ), ( , ))

a
x p a x p

A
R A A AR A� �� � .

Ïîñêîëüêó � �: ,R � � � �R Ri i i i3 3e , òî �( ) ( )BR BR3 3 3� � �i ik kB R

� Bik k� , ò.å. �( ) [ ]BR B� � .

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëåâîãî äåéñòâèÿ SO( )3 íà P èìååì

l( , ) (( , ), ( , )) (( , ), ( , ))
a

x p a x pA A A A A� � � �� � . (25)

Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà äëÿ äåéñòâèÿ (25) èìååò âèä, àíàëîãè÷íûé (22)

J x p p x pL: (( , ), ( , )) ( , )� � �� � � . (26)

Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå * ( , )� �0 0
. Ïðåæäå âñåãî

ôóíêöèè Êàçèìðà C C1 2, èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ (26), è ñëåäîâà-

òåëüíî, ñîõðàíÿþò ñèìïëåêòè÷åñêèå ëèñòû, à ãåíåðàòîðû ýòîãî äåéñòâèÿ áóäóò

êàñàòåëüíûìè ê ýòèì ëèñòàì.

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóåò ñðàâíèòü îòîáðàæåíèå ìîìåíòà íà ìíîãîîáðàçèè P

ñ åãî ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé è îòîáðàæåíèå ìîìåíòà íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñ-

òå — ñ âíóòðåííåé ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðîé ëèñòà, ñîîòâåòñòâóþùåé ñèìïëåêòè-

÷åñêîé ñòðóêòóðå ÊÊÑ.

Ïóñòü � � �( , )� � se(3) . Âåêòîðíîå ïîëå �P èìååò âèä

�K (( , ), ( , )) (( , ), ( , ))x p x p� � � � � � � � �� � � � � � .

Îòîáðàæåíèå ìîìåíòà îïðåäåëÿåòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (ñì. (11.2.3) â [2, p. 374])

{ , ( )}F J F
K

�
�

� � . (27)

Ðàññìîòðèì òåïåðü âíóòðåííþþ ïóàññîíîâó ñòðóêòóðó íà ñèìïëåêòè÷åñ-

êîì ëèñòå (15). Åñëè f — ôóíêöèÿ íà ìíîãîîáðàçèè P, òî îáîçíà÷èì f ñóæåíèå

f íà ïîäìíîãîîáðàçèå (3), ò.å. f f� | ( , )* � �0 0

. Òîãäà ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ

10.4.2 [2, p. 346] { , } { , }f g f g� , íàïðèìåð

{ , } , { , } , { , } , { , }x pi j ij i k i j ijl l i j ijl� � � �� � � � � � � � � � �0 l . (28)
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Èñïîëüçóÿ â âûðàæåíèè (27) â êà÷åñòâå F áàçîâûå ä.ï. x p
i

i

i

i, , ,� � è ÑÏ (28),

ïîëó÷àåì, ÷òî ä.ï. J ( )� óäîâëåòâîðÿåò (21), ò.å. ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì äëÿ ñèìïëåêòè÷åñ-

êîé ñòðóêòóðû íà * ( , )� �0 0
è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü J P:
*

� se(3) — îòîáðàæåíèå ìîìåíòà, ñîîòâåòñòâó-

þùåå äåéñòâèþ ãðóïïû SE ( )3 íà ïóàññîíîâîì ìíîãîîáðàçèè P , à J ( , )� �0 0
:

* ( , )

*

� �0 0
� se(3) — îòîáðàæåíèå ìîìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåå äåéñòâèþ ãðóïïû

SE ( )3 íà ñèìïëåêòè÷åñêîì ëèñòå * ( , )� �0 0
, òîãäà

1. J x p p x pL: (( , ), ( , )) ( , )R � �� � � .

2. J J
* *( , ) ( , )|� � � �0 0 0 0

� .

7. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÄÂÈÆÅÍÈß ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÃÎ ÂÎË×ÊÀ ÂÎ ÂÍÅØÍÅÌ ÏÎËÅ

Èìååì ñêîáêè Ïóàññîíà

{ , } , { , } , { , } , { , }x pi j ij i k i j ijl l i j ijl� � � �� � � � � � � � � � �0 l

è ãàìèëüòîíèàí

h
M I

V(( , ), ( , )) ( , )x p p x� � � �� � �

1

2

1

2

2

1

2
.

Ïðèìåíÿÿ � { , }f f h� ê áàçîâûì ä.ï., ïîëó÷àåì

� ;

� ( , ) ;

� ;

� ( , ) .

x p

p x

x

�

� �+

� �

�+ �

�

	










�

!

1

1

M

V

I

V

x �

� � �

� � ��










Pàçâèòèåì ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìîæåò ñòàòü çàäà÷à èì-

ïóëüñíîãî óïðàâëåíèÿ èñòî÷íèêîì àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîãî âíåøíåãî ïîëÿ äëÿ

êîìïåíñàöèè ïîòåðü ýíåðãèè â ñâÿçè ñ âîçäåéñòâèåì âíåøíèõ ôàêòîðîâ (òðåíèå,

èçëó÷åíèå è äð.). Îñíîâíûå ïîäõîäû è èäåè ôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ ìàòåìàòè÷åñ-

êèõ ìîäåëåé äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è óïðàâëåíèÿ èçëîæåíû â [13–18].

8. ÂÇÀÈÌÎÑÂßÇÜ ÌÅÒÎÄÀ ÝÍÅÐÃÈÈ-ÌÎÌÅÍÒÀ

È ÒÅÎÐÅÌÛ ÐÀÒÜÞ–ÎÐÒÅÃÀ Â ÇÀÄÀ×Å ÎÁ ÎÐÁÈÒÐÎÍÅ

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ. Êàê ìåòîä ýíåðãèè-ìîìåíòà, òàê è òåîðåìà

Ðàòüþ–Îðòåãà (ñì. òåîðåìó 4.8 â [19]) ôîðìóëèðóþò óñëîâèÿ â ôèêñèðîâàííîé

(îïîðíîé) òî÷êå ïðåäïîëàãàåìîãî îòíîñèòåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ.

Äîïîëíèì ñïèñîê ïåðåìåííûõ ï. 3 â ïðåäëîæåíèè 1 ïåðåìåííûìè ( , )x p ,

ïåðåèìåíîâàâ èõ u u5 6, ,� Íè÷åãî íå èçìåíèâ ïî ñóùåñòâó, òàêîé ïîðÿäîê è íà-

çâàíèå ïåðåìåííûõ áóäåò áîëåå óäîáåí â äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèÿõ. Âàæíî, ÷òî

ïåðåìåííûå c c
1 2
, «íóìåðóþò» ñèìïëåêòè÷åñêèå ñëîè * ( , )� �0 0

, òîãäà êàê ïåðå-

ìåííûå u u1 2, ,� ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè ïåðåìåííûìè íà ëèñòå.

Ïóñòü z P0 0

2

0 0
0� � �* ( , ) , ( )� � � . Òîãäà â îêðåñòîñòè ýòîé òî÷êè ñóùåñòâó-

þò äâå ñèñòåìû êîîðäèíàò: ïåðâàÿ — ãëîáàëüíàÿ z
i
� (( , ), ( , ))� � x p , è âòîðàÿ —

âîîáùå ãîâîðÿ, ëîêàëüíàÿ ( , , , , , , )c c u u u u
1 2 1 2 3 4

� .
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Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ïðèñîåäèíåííûé ãàìèëüòîíèàí h
�

íà ñèìïëåêòè-

÷åñêîì ëèñòå ÿâëÿåòñÿ ñóæåíèåì ïðèñîåäèíåííîãî ãàìèëüòîíèàíà h
�

íà P (ýòî

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ çàäà÷è îá Îðáèòðîíå [3, 12, 20] è â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, íàïðè-

ìåð, äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ ïî ( , )� � ãàìèëüòîíèàíîâ).

Èòàê, ïåðâûì óñëîâèåì â ìåòîäå ýíåðãèè-ìîìåíòà ÿâëÿåòñÿ

dh
z| 0

0
�

� . (29)

Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f â îêðåñòíîñòè z0 èìååò ìåñòî d d df f fc u� � . Óñëî-

âèå (29) ìîæíî çàïèñàòü òàê: d u z
h

| 0

0
�

� .

Î÷åâèäíî òàêæå, ÷òî

d

d

u

u

C

C

1

2

0

0

�

�

�

	

�

;

.

Äëÿ ëþáûõ êîíñòàíò 
 

1 2
, âûïîëíÿåòñÿ

d u zh C C( ) |

�

 
� � �

1

1

2

2 0
0 . (30)

Äëÿ òîãî ÷òîáû óñëîâèå (30) âûïîëíÿëîñü íå òîëüêî äëÿ ÷àñòíîãî, íî è äëÿ

ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà, 
 

1 2
, äîëæíû ïðèíèìàòü âïîëíå îïðåäåëåííûå çíà÷å-

íèÿ, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì â òî÷êå z0


 



 


�

�

1

1

2

2

1

1

2

2

1 1 1

2 2 2

� � � � ��

� � � � ��

�

	




�

c c c

c c c

C C h

C C h

;

.



(31)

Âñëåäñòâèå ñïåöèàëüíîãî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò ( , , , , , , )c c u u u u
1 2 1 2 3 4

�

èìååì







�

�

1

2

1

2

� ��

� ��

�

	




�



c

c

h

h

;

.

(32)

Åñëè 
 

1 2
, óäîâëåòâîðÿþò (31), (32), òî

dh
z|

,

0

0
� 


� , (33)

ãäå h h C C
� 
 �


 

,

� � �

1

1

2

2 .

Óñëîâèå (33) èìååò âèä ïåðâîãî óñëîâèÿ òåîðåìû Ðàòüþ–Îðòåãà.

Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ. Ðàññìîòðèì âòîðîå óñëîâèå G
�

-óñòîé÷èâîñòè ìåòî-

äà ýíåðãèè-ìîìåíòà è òåîðåìû Ðàòüþ–Îðòåãà.

Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå ãåññèàíà ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé

ñèñòåìû ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò ( y
k

) ê äðóãîé (z
i
):

�

� �

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

2 2 2
f

z z

f

y y

y

z

y

z

f

y

y

z z
i j k l

k

i

l

j k

k

i j
.

Îòñþäà d dz
k l

k l

k
z

k
f

f

y y

y y
f

y

y
2

1 2

2
2

1 21 2
( , ) ( , ),� � � �

� �
�

�

� �

+ + �

�

�

� �1 2 0
, �T Pz .
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Åñëè ñèñòåìà êîîðäèíàò y
k

— ýòî ( , , , , , , )c c u u u u
1 2 1 2 3 4

� , òî

d z
A B

A B
f w w

f

c c

c c
2

1 2

2

1 2
( , ) �

�

� �

+ + �
� �

�

�

� �

+ + �+ +

2

1 2 2 1

f

c u

c u c u
A

A A

	
� �

	

� �

	
( ) �

�

� �

+ + �

2

1 2

f

u u

u u
	 


�

	

�




�

�

�

f

y

y
k

z

k
d

2

1 2( , )� � .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êàæäûé èç âåêòîðîâ � �1 2 0 0 0
, ( , )�T Lz � � , ò.å.

� � �
	

	
� �

	 	
�

�

�

� + � + �

u

c u
A

( )& ( )0 , òîãäà

d dz
k

z

k
f

f

u u

f

y

y
2

1 2

2
2

1 2( , ) ( , )� � � � � �
	 


	 

�

�

� �

�

�

�

,

d d dz u zf f f
2

1 2

2

1 2

2

1 2( , ) ( , ) , ( , )� � � � � �� � �+ �y . (34)

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (34) ê ôóíêöèè h
� 
,

â òî÷êå z0

d d dz u zh h h
2

1 2

2

1 2

2

1 2

� 
 � 
 � 

� � � � � �

, , ,
( , ) ( , ) , ( , )� � �+ �y . (35)

Âñëåäñòâèè óñëîâèÿ (33) âòîðîé ÷ëåí â (35) îáðàùàåòñÿ â 0. Ïîýòîìó èìååì

d dz uh h C C
2

1 2

2 1

1

2

2 1 2

� 
 �
� � 
 
 � �

,
( , ) ( )( , )� � � ,

òàê êàê d du uC C
2

1

2

2 0� � , òî

d d dz u uh h h
2

1 2

2

1 2

2

1 2

� 
 � �
� � � � � �

,
( , ) ( , ) ( , )� � . (36)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ìåòî-

äà ýíåðãèè-ìîìåíòà (ïðàâàÿ ÷àñòü â (36)) ýêâèâàëåíòíà ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-

ëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòè÷íîé ôîðìû Ðàòüþ–Îðòåãà (ëåâàÿ ÷àñòü

â (36)) íà âåêòîðàõ, êàñàòåëüíûõ ê ñèìïëåêòè÷åñêîìó ëèñòó.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî òðåáîâàíèÿ, íàêëàäûâàåìûå ìåòîäîì ýíåðãèè-ìîìåíòà

íà ïîäïðîñòðàíñòâî W, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåñòâóþùè-

ìè òðåáîâàíèÿìè òåîðåìû Ðàòüþ–Îðòåãà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå ñòðóêòóðû ãàìèëüòîíîâîãî ôîðìàëèçìà íà T SO
*

( )3 èññëåäîâàíû

â ïðåäñòàâëåíèè ïðàâîé òðèâèàëèçàöèè, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâàíèþ

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Äàíî îïèñàíèå êàíîíè÷åñêîé ñèìïëåêòè÷åñêîé

è ïóàññîíîâîé ñòðóêòóð íà îñíîâå ôîðìû Ëèóâèëëÿ íà T SO
*

( )3 . Ïðîâåäåíà

ðåäóêöèÿ ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðû ê ñèììåòðè÷íîìó âîë÷êó. Èññëåäîâàíî ñòðî-

åíèå ñèìïëåêòè÷åñêèõ ëèñòîâ äëÿ äèíàìèêè ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà. Ïîêàçà-

íî, ÷òî ðàñøèðåíèå äèíàìèêè íà ïîñòóïàòåëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû ïðèâîäèò ê

ðàññëîåíèþ îðòîíîìèðîâàíûõ îðèåíòèðîâàííûõ òðèàä O E
�

( )
3

êàê åñòåñòâåí-

íîìó êîíôèãóðàöèîííîìó ïðîñòðàíñòâó äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè òâåðäîãî òåëà.

Ïîëó÷åíà ïóàññîíîâà è ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðû íà T SE
*

( )3 â èíåðöèàëü-

íîé ñèñòåìå îòñ÷åòà è ïðîâåäåíà ðåäóêöèÿ ê ïóàññîíîâîé ñòðóêòóðå äëÿ ñèì-

ìåòðè÷íîãî âîë÷êà. Ïðèâåäåíî îòîáðàæåíèå ìîìåíòà äëÿ ãðóïïû SE ( )3 . Âûâå-
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äåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèììåòðè÷íîãî âîë÷êà âî âíåøíåì ïîëå. Â çàäà÷å

îá Îðáèòðîíå äîêàçàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà ýíåðãèè-ìîìåíòà

è òåîðåìû Ðàòüþ–Îðòåãà.
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Ñ.². Çóá, Ñ.Ñ. Çóá, Â.Ñ. Ëÿøêî, Í.². Ëÿøêî, Ñ.². Ëÿøêî

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ ÂÇÀªÌÎÄ²¯ ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÎ¯ ÄÇÈÃÈ

Ç ÀÊÑ²ÀËÜÍÎ-ÑÈÌÅÒÐÈ×ÍÈÌ ÇÎÂÍ²ØÍ²Ì ÏÎËÅÌ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ñèìåòðè÷íó äçèãó — îêðåìèé âèïàäîê ìåõàí³÷íî¿ äçè-

ãè, ïîøèðåíèì ìåòîäîì îïèñó ÿêî¿ º êàíîí³÷íà ñòðóêòóðà Ïóàñîíà íà

T SE
*

( )3 . Öÿ ñòðóêòóðà ³íâàð³àíòíà ùîäî ïðàâî¿ ä³¿ ãðóïè SO ( )3 , àëå

ãàì³ëüòîí³àí ñèìåòðè÷íî¿ äçèãè ³íâàð³àíòíèé ò³ëüêè äî ïðàâî¿ ä³¿ ï³äãðóïè S
1
,

ùî â³äïîâ³äàº îáåðòàííþ íàâêîëî îñ³ ñèìåòð³¿ ñèìåòðè÷íî¿ äçèãè. Òàêó

ñòðóêòóðó Ïóàñîíà îòðèìàíî ÿê ðåäóêö³þ T SE S
*

( ) /3
1
. Çàïðîïîíîâàíî

ãàì³ëüòîí³àí ³ ð³âíÿííÿ ðóõó, ùî îïèñóþòü øèðîêèé êëàñ ìîäåëåé âçàºìîä³¿

ñèìåòðè÷íî¿ äçèãè ç àêñ³àëüíî-ñèìåòðè÷íèì çîâí³øí³ì ïîëåì.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ñèìåòðè÷íî¿ äçèãè, ïóàñîí³âñüêà ðå-

äóêö³ÿ, ñèìïëåêòè÷í³ ëèñòêè, 2-ôîðìà Êèðèëîâà–Êîñòàíòà–Ñóð³î, â³äíîñíà

ð³âíîâàãà, ìåòîä åíåðã³¿-ìîìåíòó.

S.I. Zub, S.S. Zub, V.S. Lyashko, N.I. Lyashko, S.I. Lyashko,

MATHEMATICAL MODEL OF THE INTERACTION OF THE SYMMETRIC

TOP WITH AXIALLY-SYMMETRIC EXTERNAL FIELD

Abstract. Symmetric top is a special case of the general top, and canonical

Poisson structure on T SE* ( )3 is a common method of its description. This

structure is invariant under the right action of SO ( )3 , but the Hamiltonian of the

symmetric top is invariant only under the right action of subgroup S
1

that

corresponds to the rotation around the symmetry axis of the symmetric top. So,

its Poisson structure was obtained as the reduction T SE S
*

( ) /3
1
. We propose the

Hamiltonian and motion equations that describe the wide class of the interaction

models of symmetric top and axially-symmetric external field .

Keywords: mathematical model of the symmetric top, Poisson reduction,

symplectic leaves, 2-form of Kirillov–Kostant–Souriau, relative equilibrium,

energy-momentum method.
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