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ÑÎÂÅÐØÅÍÍÛÅ ÏÀÐÎÑÎ×ÅÒÀÍÈß È ÏÎËÈÌÀÒÐÎÈÄÛ

Àííîòàöèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûé ãðàô ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïàðî-
ñî÷åòàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïåöèàëüíî îïðåäåëåííûé âåêòîð ÿâ-
ëÿåòñÿ áàçîé ðàñøèðåííîãî ïîëèìàòðîèäà, îïèñàííîãî ñóáìîäóëÿðíîé
ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà ïîäìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà âåðøèí. Íà áàçå ýòî-
ãî ôàêòà ìîæíî ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è î äîïóñ-
òèìûõ ïîòîêàõ íà ñåòÿõ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â çà-
äàííîì ãðàôå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå, ãðàô, ðàñøèðåííûé ïîëè-
ìàòðîèä.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â çàäàííîì ãðàôå — îäíà èç

îñíîâíûõ çàäà÷ â òåîðèè ãðàôîâ. Áîëåå îáùåé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïà-

ðîñî÷åòàíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòüþ â ãðàôàõ. Â [1] ðàññìîòðåíû êðèòå-

ðèè ñóùåñòâîâàíèÿ ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â çàäàííîì ãðàôå. Íà îñíîâå

ýòèõ êðèòåðèåâ ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîâåðøåííî-

ãî ïàðîñî÷åòàíèÿ è ñôîðìóëèðîâàíà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïàðîñî-

÷åòàíèÿ ñ ìàêñèìàëüíîé ìîùíîñòüþ [1, 2].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñóùåñòâîâàíèå ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ïðîèç-

âîëüíîì ãðàôå âûðàæàåòñÿ íà ÿçûêå áàçû ðàñøèðåííîãî ïîëèìàòðîèäà, îïèñàí-

íîãî ñïåöèàëüíîé ñóáìîäóëÿðíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà ïîäìíîæåñòâàõ

ìíîæåñòâà âåðøèí çàäàííîãî ãðàôà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ñóùåñòâîâàíèå ñîâåð-

øåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïðèíàäëåæíîñ-

òè [2] çàäàííîãî âåêòîðà — áàçû, ê ìíîãîãðàííèêó-ïîëèìàòðîèäó. Èçâåñòíî, ÷òî

ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðå-

çå [2–4]. Òàêèì îáðàçîì, äàííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðèìåíÿòü èçâåñòíûå

ýôôåêòèâíûå ïîòîêîâûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòà-

íèÿ â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå.

Àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèè ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ â äâó-

äîëüíûõ ãðàôàõ äîêàçàí â [3, 4], íà îñíîâå êîòîðîãî ðàçðàáîòàí ñòðîãî ïîëèíîìè-

àëüíûé àëãîðèòì [4] äëÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ñîäåðæàùåãî ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷å-

òàíèå ïîäãðàôà ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì. Ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à èìååò ðÿä ïðèëîæåíèé

äëÿ ðàçðàáîòêè ðàñïèñàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ ìàðøðóòîâ â òóðàãåíòñòâàõ [5–7],

óïðàâëåíèÿ öåïüþ ïîñòàâîê, ôóíêöèîíèðîâàíèå êîòîðûõ îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðå-

æèìå «òî÷íî â ñðîê» («just in time») [5], à òàêæå äëÿ ïîäãîòîâêè ñïåöèàëèñòîâ

ñ ó÷åòîì èõ áóäóùåé âîñòðåáîâàííîñòè íà ðûíêå òðóäà.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ïóñòü çàäàí ïðîñòîé íåîðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé ãðàô G V E� ( , ) ñ ìíîæåñò-

âîì âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E . Ïàðîñî÷åòàíèåì íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâî M ðåáåð, êîòîðûå ïîïàðíî íå èìåþò îáùèõ âåðøèí. Åñëè âåðøèíà �
èíöèäåíòíà ðåáðó E ïàðîñî÷åòàíèÿ M , òî ãîâîðÿò, ÷òî M ïîêðûâàåò âåðøèíó � .

Åñëè M ïîêðûâàåò âñå âåðøèíû èç V , òî îíî íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì ïàðî-

ñî÷åòàíèåì ãðàôà G .

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî S V� ïîäìíîæåñòâà ðåáåð õîòÿ áû ñ îäíîé êîíå÷íîé âåð-

øèíîé â S è ñ êîíå÷íûìè âåðøèíàìè â S îáîçíà÷èì �( )S è �( )S ñîîòâåòñòâåííî.
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Ïóñòü � �( ) | ( ) |S S� è � �( ) | ( ) |S S� — äâå ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ïîäìíî-

æåñòâàõ S ìíîæåñòâà V . Èçâåñòíî, ÷òî �( )S — ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å.

� � � �( ) ( ) ( ) ( )S T S T S T� � �� � ,

è �( )S — ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ò.å.

� � � �( ) ( ) ( ) ( )S T S T S T� � �� � ,

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ S è T ìíîæåñòâà V . Ïîýòîìó � �( ) – ( )S S —

òàêæå ñóáìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà ïîäìíîæåñòâàõ S ìíîæåñòâà V .

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà u R V
� è ïîäìíîæåñòâà S V�

áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå u S u
S

( ) �
��� � .

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ìíîãîãðàííèê:

EP z R z S S S S VV( ) { ; ( ) ( ) ( ), }� � � �	 � � � 	 � ,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííûì ïîëèìàòðîèäîì [2] (extended polymatroid),

îïðåäåëåííûì ôóíêöèåé � �( ) – ( )S S .

Îòìåòèì, ÷òî �( )S , �( )S — ìîíîòîííûå ôóíêöèè è � �( ) ( ) | |V V E� � .

Ïîýòîìó ëþáîé âåêòîð z EP� 	( )� � íàçûâàåòñÿ áàçîé ðàñøèðåííîãî ïîëèìàò-

ðîèäà, åñëè z V( ) � 0, ãäå z V z
V

( ) �
��� � . Êðîìå ðàñøèðåííîãî ïîëèìàòðîèäà

z EP� 	( )� � , òàêæå ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ìíîãîãðàííèêè:

P x R x S S S VV( ) { ; ( ) ( ), }� �� � � � ,

Q y R y S S S VV( ) { ; ( ) ( ), }� �� � � � ,

êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ïîëèìàòðîèäîì è ñóïåðïîëèìàòðîèäîì ñîîòâåòñòâåííî.

Âåêòîðû x P� ( )� è y Q� ( )� ÿâëÿþòñÿ áàçàìè P ( )� è Q( )� , åñëè x V E( ) | |� è

y V E( ) | |� .

Èçâåñòíî, ÷òî â çàâèñèìîñòè îò ôèêñèðîâàííîãî ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ

âåðøèí L ãðàôà G V E� ( , ) æàäíûé (greedy) àëãîðèòì îïðåäåëÿåò ðàçëè÷íûå áàçû

P ( )� è Q( )� [2]. Â äàëüíåéøåì äëÿ êðàòêîñòè áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ëèíåéíîå óïî-

ðÿäî÷åíèå L âåðøèí ãåíåðèðóåò áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� .

ÎÑÍÎÂÍÎÉ ÐÅÇÓËÜÒÀÒ

Ñóùåñòâóåò ðÿä âàæíûõ ñâîéñòâ áàç óïîìÿíóòûõ ìíîãîãðàííèêîâ, íà îñíîâå

êîòîðûõ ïðåäëîæåíû ïîòîêîâûå àëãîðèòìû, íàïðèìåð àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ

ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà áåç âû÷èñëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïîòîêîâ. Äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà îñíîâíîãî ðåçóëüòàòà âíà÷àëå ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå ñâîéñòâà áàç

P ( )� , Q( )� è EP ( )� �	 .

Ëåììà 1. Ëþáóþ áàçó z EP� 	( )� � ðàñøèðåííîãî ïîëèìàòðîèäà

EP ( )� �	 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå z x y� 	 , ãäå x P� ( )� è y Q� ( )� — áàçû

P ( )� è Q( )� ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� ÿâëÿþòñÿ êðàéíèìè òî÷êà-

ìè ìíîãîãðàííèêîâ P ( )� è Q( )� . Èç èõ îïðåäåëåíèÿ ìîæíî âèäåòü, ÷òî âåêòîð

z x y EP� 	 � 	( )� � è z V( ) � 0, ò.å. z ÿâëÿåòñÿ áàçîé ðàñøèðåííîãî ïîëèìàòðîè-

äà EP ( )� �	 .

Ïóñòü òåïåðü âåêòîð z ÿâëÿåòñÿ áàçîé EP ( )� �	 . Ðàññìîòðèì ñëó÷àé êîãäà

z ÿâëÿåòñÿ êðàéíåé òî÷êîé EP ( )� �	 . Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå áàçû x è y,

êàê êðàéíèå òî÷êè P ( )� è Q( )� , äëÿ êîòîðûõ z x y� 	 .
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Èç îïðåäåëåíèÿ �( )S è �( )S ñëåäóåò, ÷òî ïîäìíîæåñòâo � � �( ) ( ) \ ( )S S S� ÿâ-

ëÿåòñÿ ðàçðåçîì, îïðåäåëåííûì ïîäìíîæåñòâîì S ìíîæåñòâàV , ò.å. �( )S ñîäåðæèò

ðåáðà, êîòîðûå èìåþò îäíó êîíå÷íóþ âåðøèíó â S , à äðóãóþ — â V S\ . Ñëåäîâà-

òåëüíî, � � �( ) ( ) | ( ) |S S S	 � . Äîïóñòèì, ÷òî áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� ãåíåðèðîâà-

íû ëèíåéíûì óïîðÿäî÷åíèåì âåðøèí L. Èç ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ êîìïîíåíòîâ x�
è y� ýòèõ áàç æàäíûì àëãîðèòìîì ïîëó÷àåì, ÷òî | ( ) | ( ) ( )� S x S y S� 	 äëÿ ïîäìíî-

æåñòâà S , â êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ óñòàíîâëåííûé â L ïîðÿäîê âåðøèí, è

x S y S S( ) ( ) | ( ) |	 � � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïóñòü z x y� � �� 	 äëÿ âñåõ � �V . Òîãäà

z S S( ) | ( ) |� � äëÿ ïîäìíîæåñòâà S , â êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ óñòàíîâëåííûé â L ïî-

ðÿäîê âåðøèí, è z S S( ) | ( ) |� � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òàêîé âåêòîð z ñîâïàäàåò ñ áà-

çîé EP ( )� �	 , ãåíåðèðîâàííîé ëèíåéíûì óïîðÿäî÷åíèåì L.

Èç äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà òàêæå ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû â ñëó÷àå,

êîãäà áàçû z x, è y ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè áàç EP ( )� �	 , P ( )� è

Q( )� ñîîòâåòñòâåíî.

Ïóñòü L n� { , , , }� � �1 2 � — ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí ãðàôà

G V M� ( , ) è M — íåêîòîðîå ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå. Íåçàâèñèìî îò ëèíåéíî-

ãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí L â ïîäãðàôå ( , \ )V E M ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íà åäè-

íèöó ìåíüøå, ÷åì â G . ßñíî, ÷òî ýòîò ôàêò ñïðàâåäëèâ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî-

ãî ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ M ãðàôà G . Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðîèçâîëüíîìó ñî-

âåðøåííîìó ïàðîñî÷åòàíèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðûé ïîäãðàô ãðàôà G è òàêîå

ñîîòâåòñòâèå íå çàâèñèò îò êîíêðåòíîãî ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí L.

Äîïóñòèì, ÷òî îïðåäåëåíû áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� ñ ïîìîùüþ æàäíîãî àëãî-

ðèòìà ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí L. Ðàññìîòðèì áàçó

z x y� 	 . Ïîñêîëüêó z V( ) � 0, òî z� 
 0 äëÿ íåêîòîðûõ � �V , è ñóùåñòâóþò äðóãèå

âåðøèíû w V� , äëÿ êîòîðûõ zw � 0. Â ëèíåéíîì óïîðÿäî÷åíèè L, åñëè âåðøèíà

� i ïðåäøåñòâóåò âåðøèíå � j , ðåáðî ( , )� �i j ãðàôà G V E� ( , ) îðèåíòèðóåì êàê

äóãó � �i j . Ïóñòü G V A1 � ( , ) îáîçíà÷àåò ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì îðèåíòèðîâàí-

íûé ãðàô. Âåðøèíû � �V , äëÿ êîòîðûõ z� 
 0, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èñòî÷íèêè

ñ çàäàííûì êîëè÷åñòâîì ïðîäóêòà z� , à âåðøèíû w V� , äëÿ êîòîðûõ zw � 0, — êàê

ñòîêè ñ òðåáóåìûì êîëè÷åñòâîì ïðîäóêòà | |zw . Òàêèì îáðàçîì, íà îðèåíòèðîâàí-

íîì ãðàôå G V A1 � ( , ) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ äîïóñòèìîñòè:

j ij A ij j ji A ji iu u z i V
; ;

,
� �� �	 � � , (1)

0 1� � �u ij Aij , , (2)

çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè

óñëîâèÿ íà ãðàôå G V A1 � ( , ) èìåþò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå: uij �1 äëÿ âñåõ äóã ij A� .

Íåñìîòðÿ íà ýòî, äàëåå ïîêàæåì, ÷òî, èñïîëüçóÿ áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� , ìîæíî

îïðåäåëèòü òàêèå çíà÷åíèÿ zi , äëÿ êîòîðûõ óñëîâèÿ (1) è (2) íå èìåþò äîïóñòèìîãî

ðåøåíèÿ, åñëè ãðàô G íå ñîäåðæèò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ìîæåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàô G èìååò ÷åòíîå ÷èñëî

âåðøèí è íå ñîäåðæèò èçîëèðîâàííîé âåðøèíû, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå î÷å-

âèäíî, ÷òî ãðàô G íå èìååò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ. Èç ýòîãî ïðåäïîëîæå-

íèÿ ñëåäóåò, ÷òî x y� �� 
 0 äëÿ âñåõ âåðøèí � �V . Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îïðå-

äåëèòü âåêòîðû x1 è y1 ñëåäóþùèì îáðàçîì:

åñëè xi � 0 äëÿ âåðøèí i V� , òî x xi i
1

� , y yi i
1 1 0� 	 � ; (3)

åñëè y j � 0 äëÿ âåðøèí j V� , òî x xj j
1 1 0� 	 � , y yj j

1
� ; (4)

äëÿ îñòàëüíûõ âåðøèí � ëèáî x x� �
1 1� 	 è y y� �

1
� ,

(5)
ëèáî x x� �

1
� è y�

1
� y� 	1.
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Ëåììà 2. Åñëè ãðàô G ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå, òî ïðîèçâîëüíîå

ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí L ãåíåðèðóåò áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� , îòíîñè-

òåëüíî êîòîðûõ ñ ïîìîùüþ (3)–(5) ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèå âåêòîðû x1, y1, äëÿ

êîòîðûõ

x V y V1 1( ) ( )� , (6)

è ýòè âåêòîðû òàêæå ÿâëÿþòñÿ áàçàìè P ( )� è Q( )� ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ãðàô ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïàðîñî-

÷åòàíèå M , òî ãðàô G ñîäåðæèò ïîäãðàô ( , \ )V E M . Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî

âåêòîðû x1 è y1, óäîâëåòâîðÿþùèå (3)–(6), ìîæíî îïðåäåëèòü àíàëîãè÷íî

x P� ( )� è y Q� ( )� ñ ïîìîùüþ æàäíîãî àëãîðèòìà ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíî-

ãî óïîðÿäî÷åíèÿ L. Òàê êàê ìîùíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðàçðåçà ãðàôà

( , \ )V E M , îïðåäåëåííîãî ïîäìíîæåñòâîì âåðøèí S , íå ïðåâûøàåò | ( ) |� S , òî

âåêòîðû x1 è y1 ÿâëÿþòñÿ áàçàìè ýòèõ P ( )� è Q( )� ñîîòâåòñòâåííî.

Îäíàêî, åñëè ãðàô G V E� ( , ) íå ñîäåðæèò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ,

òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí L, êîòîðîå ãåíåðèðóåò áàçû

x P� ( )� è y Q� ( )� òàêèå, ÷òî ïðè z x y� � �� 	
1 1 óñëîâèÿ (1) è (2) íå èìåþò äîïóñ-

òèìîãî ðåøåíèÿ äëÿ âåêòîðîâ x1 è y1, îïðåäåëåííûõ â (3)–(5). Òåïåðü äîêàæåì

ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1. Ãðàô G V E� ( , ) ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà, èñïîëüçóÿ áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� , ãåíåðèðóåìûå ïðîèç-

âîëüíûì ëèíåéíûì óïîðÿäî÷åíèåì âåðøèí L, ìîæíî îïðåäåëèòü (3)–(5) òàêèå

âåêòîðû x1è y1, äëÿ êîòîðûõ âåêòîð z x y� 	
1 1 ÿâëÿåòñÿ áàçîé ðàñøèðåííîãî ïî-

ëèìàòðîèäà EP ( )� �	 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå ïîêàæåì, ÷òî åñëè ãðàô G V E� ( , ) èìååò ñîâåð-

øåííîå ïàðîñî÷åòàíèå, òî âåêòîðû x1è y1 ÿâëÿþòñÿ áàçàìè ðàñøèðåííîãî ïîëè-

ìàòðîèäà. Ïóñòü áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� îïðåäåëåíû ñ ïîìîùüþ æàäíîãî àëãî-

ðèòìà ïðè èñïîëüçîâàíèè íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî óïîðÿäî÷åíèÿ âåðøèí L. Ñîã-

ëàñíî ëåììå 2, åñëè G ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå, òî îïèñàííûì

ðàíåå ñïîñîáîì (3)–(5) ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèå âåêòîðû x1 è y1, äëÿ êîòîðûõ

x V y V1 1( ) ( )� , è ýòè âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ áàçàìè P ( )� è Q( )� ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-

ëîæèì z x y� 	
1 1 è ïîêàæåì, ÷òî z ÿâëÿåòñÿ áàçîé EP ( )� �	 . Èç ñóùåñòâîâàíèÿ

ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû x1 è y1 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

êàê áàçû ïîëèìàòðîèäà è ñóïåðïîëèìàòðîèäà, îïðåäåëåííîãî îòíîñèòåëüíî ïîä-

ãðàôà ( , \ )V E M . Òîãäà âåêòîð z x y� 	
1 1 ÿâëÿåòñÿ áàçîé ðàñøèðåííîãî ïîëèìàò-

ðîèäà, îïðåäåëåííîãî òàêæå îòíîñèòåëüíî ïîäãðàôà ( , \ )V E M . Òàê êàê ìîù-

íîñòü ïðîèçâîëüíîãî ðàçðåçà ïîäãðàôà ( , \ )V E M íå ïðåâûøàåò | ( ) |� S , òî ïîëó-

÷àåì, ÷òî z S S S( ) ( ) ( )� 	� � äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ S V� .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû âíà÷àëå îòìåòèì ñëåäó-

þùèé èçâåñòíûé ðåçóëüòàò Òàòòà (Tutte) î òîì, ÷òî ãðàô G ñîäåðæèò ñîâåðøåí-

íîå ïàðîñî÷åòàíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà oc G F F( \ ) | |� , ãäå oc G F( \ ) (odd

components) — ÷èñëî íå÷åòíûõ êîìïîíåíòîâ ãðàôà, ïîëó÷åííîãî ïîñëå óäàëåíèÿ

èç G ïîäìíîæåñòâà âåðøèí F V� .

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàô G íå ñîäåðæèò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ.

Òîãäà íàéäåòñÿ ïîäìíîæåñòâî âåðøèí F , äëÿ êîòîðîãî oc G F F( \ ) | |
 . Ïóñòü V1,

V Vk2 , ,� îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà âåðøèí íå÷åòíûõ êîìïîíåíòîâ è H1, H Ht2, ,� —

ìíîæåñòâà âåðøèí ÷åòíûõ êîìïîíåíòîâ ãðàôà G F\ , êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óïîðÿäî÷å-

íèå L V V H H Fk t� { , , , , , , }1 1� � âåð-

øèí ãðàôà G . Ïóñòü L ãåíåðèðóåò áàçû

x P� ( )� è y Q� ( )� . Äîïóñòèì, ÷òî

Vi ñîäåðæèò 2 1h � âåðøèí, ãäå h — íå-

êîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Åñëè ïîëîæèòü

x x� �
1 1� 	 äëÿ íå áîëåå ÷åì h âåðøèí è

y y� �
1 1� 	 äëÿ îñòàëüíûõ âåðøèí èçVi ,

òî ïîëó÷èì, ÷òî

x V y V x V y V V Vi i i i i i
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )	 � 	 � 
 	� � , (7)

òàê êàê ñîãëàñíî âû÷èñëåíèþ áàçû æàäíûì àëãîðèòìîì èìååì, ÷òî x Vi( ) 	

	 � 	y V V Vi i i( ) ( ) ( )� � . Èç íåðàâåíñòâà (7) ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå òîìó, ÷òî

âåêòîðû x1 è y1 ÿâëÿþòñÿ áàçàìè P ( )� è Q( )� . Ïîýòîìó ïîëîæèì

x x� �
1 1� 	 äëÿ h �1 âåðøèí è y y� �

1 1� 	 äëÿ îñòàëüíûõ âåðøèí èç Vi . Òîãäà

x V y Vi i
1 1( ) ( )	 � x V y Vi i( ) ( )	 	1 äëÿ âñåõ i k�1 2, , ,� .

Òåïåðü îïðåäåëèì x�
1 , y�

1 äëÿ âåðøèí èç H i . Äîïóñòèì, ÷òî | |H hi � 2 , ïîýòîìó

åñëè ïîëîæèòü x x� �
1 1� 	 äëÿ êîëè÷åñòâà âåðøèí ìåíüøåãî h è y y� �

1 1� 	 äëÿ

îñòàëüíûõ âåðøèí èç H i , òî òàê æå, êàê è ðàíåå, ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, ÷òî âåê-

òîðû x1 è y1 ÿâëÿþòñÿ áàçàìè P ( )� è Q( )� . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèì

x x� �
1 1� 	 äëÿ h âåðøèí è y y� �

1 1� 	 äëÿ îñòàëüíûõ h âåðøèí èç H i . Òîãäà

x H y Hi i
1 1( ) ( )� äëÿ âñåõ i t�1 2, , ,� . Òàê êàê ðåáðà ñ îäíîé êîíå÷íîé âåðøèíîé

â H i èìåþò äðóãóþ âåðøèíó â F è âåðøèíû èçV F\ ïðåäøåñòâóþò âåðøèíàì èç

F â ëèíåéíîì óïîðÿäî÷åíèè L, òî x H y H1 1( ) ( )� , ãäå H H i� � . Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì, ÷òî

x V F y V F x V y V x V y

i

k

i i

i

k

i
1 1

1

1 1

1

( \ ) ( \ ) ( ( ) ( )) ( ( )	 � 	 � 	

� �

� � ( ))V ki 	 .

Òåïåðü, åñëè äàæå x x� �
1

� è y y� �
1 1� 	 äëÿ âñåõ âåðøèí � èç F , ïîëó÷èì, ÷òî

x V y V x V y V k F1 1 0( ) ( ) ( ) ( ) | |	 � 	 	 � � ,

òàê êàê k oc G F F� 
( \ ) | | . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî âåêòîðû x1 è y1 ÿâëÿ-

þòñÿ áàçàìè P ( )� è Q( )� , ò.å. oc G F F( \ ) | |� .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ãðàô G V E� ( , ) ñîäåðæèò ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà, èñïîëüçóÿ áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� , ãåíåðèðóåìûå ïðî-

èçâîëüíûì ëèíåéíûì óïîðÿäî÷åíèåì âåðøèí L, ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèå âåêòî-

ðû x1 è y1, ÷òî óñëîâèÿ (1) è (2) èìåþò äîïóñòèìîå ðåøåíèå ïðè z x y� 	
1 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â õîäå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ãðàô G íå

ñîäåðæèò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ, òî oc G F F( \ ) | |
 äëÿ íåêîòîðîãî F V� .

Êðîìå ýòîãî, ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå âåðøèí L V V H H Fk t� { , , , , , , }1 1� � ãåíåðè-

ðóåò áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� , èñïîëüçóÿ êîòîðûå íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü âåê-

òîðû x1 è y1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ x V y V1 1( ) ( )� . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

óñëîâèÿ (1) è (2) íå èìåþò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.
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Åñëè óñëîâèÿ (1) è (2) èìåþò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ äëÿ âåêòîðà z x y� 	
1 1,

òî ñîãëàñíî ëåììå 2 ïîëó÷àåì, ÷òî âåêòîðû x1 è y1 ÿâëÿþòñÿ áàçàìè ïîëèìàòðî-

èäà è ñóïåðïîëèìàòðîèäà, êîòîðûå îïðåäåëåíû òàê æå, êàê P ( )� è Q( )� , îòíîñè-

òåëüíî ïîäãðàôà ( , \ )V E M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî z x y� 	
1 1 ÿâëÿåòñÿ áàçîé

EP ( )� �	 .

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, ïîÿñíÿþùèé êëþ÷åâûå óñëîâèÿ, èñïîëüçóåìûå ïðè äî-

êàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ãðàô íà ðèñ. 2, à íå ñîäåðæèò ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷å-

òàíèÿ. Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå L � { , , , , , }1 3 5 6 2 4 âåðøèí ñ íîìåðàìè

V1 1� { }, V2 3� { }, V3 5� { }, V4 6� { }, H � 
, F � { , }2 4 . Äàííîå ëèíåéíîå óïîðÿ-

äî÷åíèå L ãåíåðèðóåò áàçû x P� �( , , , , , ) ( )2 2 2 2 1 0 � è y Q� �( , , , , , ) ( )0 0 0 0 4 5 � .

Èñïîëüçóÿ ýòè áàçû, ìîæíî ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî íåëüçÿ îïðåäåëèòü âåêòîðû x1

è y1, ñ ïîìîùüþ (3)–(5), äëÿ êîòîðûõ x V y V1 1( ) ( )� .

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàô íà ðèñ. 2, á, êîòîðûé, êðîìå ðåáåð ãðàôà íà ðèñ. 2, à,

ñîäåðæèò äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî (1, 3). Ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå L ãåíåðèðóåò

áàçû x P� �( , , , , , ) ( )3 2 2 2 1 0 � è y Q� �( , , , , , ) ( )0 1 0 0 4 5 � îòíîñèòåëüíî ãðàôà íà

ðèñ. 2, á. Èñïîëüçóÿ ýòè áàçû, íåòðóäíî îïðåäåëèòü âåêòîðû x1 2 2 1 1 1 0� { , , , , , } è

y1 0 0 0 0 3 4� { , , , , , } ñ ïîìîùüþ (3)–(5), äëÿ êîòîðûõ x V y V1 1( ) ( )� , ò.å. óñëîâèÿ

(1) è (2) èìåþò äîïóñòèìîå ðåøåíèå, è ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî M � {( , ),1 3

( , ), ( , )}2 5 4 6 ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå íà ðèñ. 2, á.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ãðàô G äâóäîëüíûé, ëèíåéíîå óïîðÿäî÷åíèå L âåð-

øèí, â êîòîðîì âíà÷àëå óïîðÿäî÷åíû âåðøèíû îäíîé äîëè, à ïîòîì — âåð-

øèíû äðóãîé äîëè, ãåíåðèðóåò áàçû x P� ( )� è y Q� ( )� , ïðè èñïîëüçîâàíèè

ïîñëåäíèõ ëåãêî îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðû x1 è y1 (ñì. òåîðåìó 1). Íà îñíîâàíèè

òåîðåìû 1 ïðèìåíèòåëüíî ê äâóäîëüíûì ãðàôàì ïðåäëîæåí ñòðîãî ïîëèíîìè-

àëüíûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïîäãðàôà ñ ìàêñèìàëüíûì

âåñîì, ñîäåðæàùåãî ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå íà ïðîèçâîëüíîì äâóäîëüíîì

ãðàôå â [4]. Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ î ïàðîñî÷åòà-

íèÿõ íà íåäâóäîëüíûõ ãðàôàõ îñíîâàíû íà èäåå àëãîðèòìîâ ðåøåíèé òàêèõ

çàäà÷ íà äâóäîëüíûõ ãðàôàõ, ïîýòîìó ïðîâîäÿòñÿ äàëüíåéøèå àíàëîãè÷íûå

èññëåäîâàíèÿ íà áàçå ðåçóëüòàòîâ, ïðåäëîæåííûõ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, à èìåí-

íî ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà [4], ÷òîáû ñ åãî ïîìîùüþ ìîæíî áûëî ïîëó÷èòü

ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ïîäãðàôà ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì, ñîäåðæàùåãî

ñîâåðøåííîå ïàðîñî÷åòàíèå íà ïðîèçâîëüíîì íåäâóäîëüíîì ãðàôå.
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Ô.À. Øàð³ôîâ
ÄÎÑÊÎÍÀË² ÏÀÐÍÎÑÏÎËÓÊÈ ² ÏÎË²ÌÀÒÐÎ¯ÄÈ

Àíîòàö³ÿ. Ïîêàçàíî, ùî äîâ³ëüíèé ãðàô ì³ñòèòü äîñêîíàëó ïàðíîñïîëóêó
òîä³ ³ ò³ëüêè òîä³, êîëè ñïåö³àëüíî âèçíà÷åíèé âåêòîð º áàçîþ ðîçøèðåíîãî
ïîë³ìàòðî¿äà, îïèñàíîãî ñóáìîäóëÿðíîþ ôóíêö³ºþ, âèçíà÷åíîþ íà ï³äìíî-
æèíàõ ìíîæèí âåðøèí. Íà áàç³ öüîãî ôàêòó ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ð³çí³ àë-
ãîðèòìè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïðî äîïóñòèì³ ïîòîêè â ìåðåæàõ äëÿ çíàõîä-
æåííÿ äîñêîíàëî¿ ïàðíîñïîëóêè ó çàäàíîìó ãðàô³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: äîñêîíàëà ïàðíîñïîëóêà, ãðàô, ðîçøèðåíèé ïîë³ìàòðî¿ä.

F.A. Sharifov
PERFECT MATCHING AND POLYMATROIDS

Abstract. It is shown that any graph has a perfect matching if and only if
a specially defined vector is the base of the extended polymatroid associated
with the submodular function defined on subsets of the vertex set. Based on this
fact, different algorithms for testing flow feasibility can be used to find some
perfect matching in a given graph.
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