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Àííîòàöèÿ. Â ðàáîòå âûÿâëåíà ñâÿçü ìåæäó ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèåé è òåî-
ðèåé àâòîìàòîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå êëàññè÷åñêèå ôðàêòàëû ÿâ-
ëÿþòñÿ àòòðàêòîðàìè ñæèìàþùèõ àôôèííûõ àâòîìàòîâ, à òàêæå ÷òî ñèì-
âîëüíîå ïðîñòðàíñòâî ñæèìàþùåãî àôôèííîãî àâòîìàòà íåïðåðûâíî îòîá-
ðàæàåòñÿ íà åãî àòòðàêòîð.
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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îñíîâàòåëü ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè Á. Ìàíäåëüáðîò [1] â äîïîëíåíèå ê êíè-
ãå [2] îòìåòèë, ÷òî â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ îïèðàëñÿ íà ðàáîòû Ã. Êàíòîðà,
Ô. Õàóñäîðôà, Â. Ñåðïèíñêîãî è ìíîãèõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Á. Ìàíäåëüáðîò
ââåë ïîíÿòèå ôðàêòàëà, ò.å. ãåîìåòðè÷åñêîé ôèãóðû, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü
àíòèïîäîì ãëàäêîé ôèãóðû. Ìíîãèå ôðàêòàëû îáëàäàþò ñâîéñòâîì ñàìîïîäî-
áèÿ, ò.å. ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè òî÷åê, èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî íåêîòî-
ðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîäîáèÿ. Åñëè ðàíüøå êîíñòðóêöèè ïîäîáíûõ ìíîæåñòâ,
ïîñòðîåííûõ Ã. Êàíòîðîì è Â. Ñåðïèíñêèì, êàçàëèñü ìíîãèì ìàòåìàòèêàì
«ìîíñòðàìè» èëè èñêëþ÷åíèÿìè èç îáùåãî ïðàâèëà, òî ñ ïîÿâëåíèåì ôðàêòà-
ëîâ ñèòóàöèÿ êîðåííûì îáðàçîì èçìåíèëàñü. Îêàçàëîñü, ÷òî ìíîãèì ïðèðîä-
íûì ôîðìàì ñâîéñòâåííà èìåííî ôðàêòàëüíîñòü, à íå ãëàäêîñòü [1].

Á. Ìàíäåëüáðîò òàêæå îòìåòèë òåñíóþ ñâÿçü ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè ñ äèíà-
ìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè, à èìåííî ìíîãèå ôðàêòàëû ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëüíûìè îáúåê-
òàìè (àòòðàêòîðàìè) íåêîòîðûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Á. Ìàíäåëüáðîò â ïðî-
äîëæåíèè ðàáîò Æþëèà è Ôàòó çàíèìàëñÿ òåîðèåé èòåðàöèé êâàäðàòè÷íûõ îòîá-
ðàæåíèé íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è ïîñòðîèë ìíîæåñòâî, êîòîðîå
âïîñëåäñòâèè ïîëó÷èëî åãî èìÿ [2].

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè — óñòàíîâëåíèå ñâÿçè ìåæäó ôðàêòàëüíîé ãåîìåò-
ðèåé è òåîðèåé àâòîìàòîâ. Íà ïåðâûé âçãëÿä, òàêàÿ ñâÿçü ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáû÷-
íîé, îäíàêî àâòîìàòû ÿâëÿþòñÿ òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè äèñêðåòíûõ äèíà-
ìè÷åñêèõ ñèñòåì è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîãóò èìåòü àòòðàêòîðû. Çäåñü ìû îãðàíè-
÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì àôôèííûõ àâòîìàòîâ, êîòîðûõ îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî
äëÿ ïîñòðîåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ. Îòìåòèì, ÷òî àôôèííûå ïðåîáðàçîâà-
íèÿ óæå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëîâ ïîä íàçâàíèåì «ñèñòåìû èòå-
ðèðîâàííûõ ôóíêöèé» [3]. Àâòîìàòû ïîçâîëÿþò íå òîëüêî èçáåæàòü èñïîëüçîâà-
íèÿ ýòîé íåêîððåêòíîé òåðìèíîëîãèè (ïîñêîëüêó ëþáóþ ñèñòåìó ôóíêöèé ìîæ-
íî èòåðèðîâàòü), íî èìåþò ÿâíûå ìåòîäè÷åñêèå ïðåèìóùåñòâà ïåðåä ýòèì
ïîäõîäîì è ïðåäñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôðàêòàëîâ
â âèäå äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû.

1. ÀÔÔÈÍÍÛÅ ÀÂÒÎÌÀÒÛ

Îòìåòèì, ÷òî åâêëèäîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîìåðíîå ëèíåéíîå

âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî R q , ãäå R — ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, ñíàáæåííîå
åâêëèäîâîé ìåòðèêîé, ò.å. ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåêòîðàìè s s sq� ( , ..., )1 è
t t tq� ( , , )1 � îïðåäåëåíî ðàññòîÿíèå:

|| || ( ) ( )s t s t s tq q� � � � � �1 1
2 2

� .

Àôôèííûì àâòîìàòîì (íàä ïîëåì R) íàçûâàåòñÿ òðîéêà A R X fq� ( , , ) , ãäå

R q — åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ðàçìåðíîñòè q ; X — êîíå÷íûé âõîä-
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íîé àëôàâèò; f — ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ, êîòîðàÿ èìååò âèä

f s x s M x x( , ) ( ) ( )� � � � , (1)

ãäå ñîñòîÿíèå (âåêòîð-ñòðîêà) s óìíîæàåòñÿ íà êâàäðàòíóþ ìàòðèöó M x( ) ðàç-
ìåðà q q� è ïðèáàâëÿåòñÿ âåêòîð ñìåùåíèÿ �( )x . Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî q íàçû-
âàåòñÿ ðàçìåðíîñòüþ àâòîìàòà A , à ñàì àâòîìàò íàçûâàåòñÿ q-ìåðíûì.

Ìàòðèöû M x( ), x X� , è âåêòîðû ñìåùåíèÿ �( )x ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè è òåì
ñàìûì îïðåäåëÿþò ôóíêöèþ ïåðåõîäîâ (1), à èõ îáîçíà÷åíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î çà-
âèñèìîñòè èõ îò âõîäíûõ ñèìâîëîâ, ò.å. ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè, ôóíêöèÿìè.

Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ àôôèííîãî àâòîìàòà ïðîäîëæàåòñÿ íà âõîäíûå ñëîâà
(âõîäíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) w x xn� 1� ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f s w s M w w( , ) ( ) ( )� � � � ,

ãäå M w M x M xn( ) ( ) ( )� � �1 � , à âåêòîð ñìåùåíèÿ �( )w îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùåé ôîðìóëîé, êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî äëèíå ñëîâà w :

� � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )w x M x M x xi i n

i

n

n� � � � ��
�

�

� 1

1

1

� .

Â äàëüíåéøåì íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ñïåöèàëüíûé êëàññ àôôèííûõ àâòî-
ìàòîâ. Àôôèííûé àâòîìàò A ìîæíî çàäàòü íàáîðîì àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé

f R Rx
q q: 	 , f s f s xx ( ) ( , )� . Àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå f R Rx

q q: 	 íàçûâàåò-

ñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé îðòîãîíàëüíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ, ãîìîòåòèè ñ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì r è ñäâèãà:

f s r s P x xx ( ) ( ) ( )� � � � � , (2)

ãäå P x( ) — îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà.
Îïðåäåëåíèå 1. Àôôèííûé àâòîìàò A íàçîâåì ñæèìàþùèì, åñëè âñå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ { | }f x Xx � ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîäîáèÿ è âûïîëíÿåòñÿ óñëî-
âèå r
 1 . Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî r íàçîâåì êîýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàçûâàåòñÿ ñæè-
ìàþùèì, åñëè îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé, ìåíüøåé åäè-
íèöû. Ïîñêîëüêó îðòîãîíàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò åâêëèäîâî ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó âåêòîðàìè, òî èç óñëîâèÿ (2) ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà äëÿ âñåõ
s , t è x :

|| ( ) ( ) || || ||f s f t r s tx x� � � � . (3)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñæèìàþùåì àôôèííîì àâòîìàòå A âñå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäî-
áèÿ f x ÿâëÿþòñÿ ñæèìàþùèìè â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.

2. ÀÂÒÎÌÀÒÍÛÅ ÀÒÒÐÀÊÒÎÐÛ

Îáîçíà÷èì X � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ âõîäíûõ ñëîâ àâòîìàòà, à X n —
ìíîæåñòâî âõîäíûõ ñëîâ äëèíû n . Tîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

X X n

n

�

�

�

�
1

� .

Îòìåòèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî S R q� íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûì, åñëè åãî ìîæ-

íî ïîìåñòèòü âíóòðü øàðà êîíå÷íîãî ðàäèóñà. Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå R q

íåïóñòîå çàìêíóòîå è îãðàíè÷åííîå ïîäìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì ïîä-

ìíîæåñòâîì (êîìïàêòîì) è íàîáîðîò. Äëÿ êîìïàêòà S R q
 è ëþáîãî ÷èñëà
n � 1 ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

f S X f s w s S w Xn n( , ) { ( , ) | , }� � � .

Îïðåäåëåíèå 2. Ïðåîáðàçîâàíèåì (îïåðàòîðîì) Õàò÷èíñîíà êîìïàêòíîãî

ïîäìíîæåñòâà S R q
 â àâòîìàòå A íàçîâåì ïîäìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé f S X( , ) è

îáîçíà÷èì åãî F S( ):
F S f S X f Sx

x X

( ) ( , ) ( )� �
�
� .
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Êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî S R q
 íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì äëÿ àâòîìàòà A ,
åñëè F S S( ) � .

Îïåðàòîð F îòîáðàæàåò êîìïàêòû â êîìïàêòû è ïîýòîìó åãî ìîæíî ïðèìå-
íÿòü ìíîãîêðàòíî (èòåðèðîâàòü). Ïóñòü S 0 — êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî íà÷àëü-
íûõ ñîñòîÿíèé àâòîìàòà, òîãäà ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîäìíîæåñòâ:

S F S F S f S Xn n
n n� � ��( ) ( ) ( , )( )

1 0 0 , n � 1. (4)

Çäåñü F n( ) — n-êðàòíàÿ èòåðàöèÿ îïåðàòîðà F .

Èçâåñòíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ êîìïàêòîâ eâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà R q , êîòî-

ðîå îáîçíà÷èì C R q( ) , îáðàçóåò ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî ìåòðè-

êè Õàóñäîðôà [3]. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü î ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè (4) îòíîñèòåëüíî ýòîé ìåòðèêè. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àôôèííîãî àâòîìàòà A
ýòîò ïðåäåë ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, îäíàêî äëÿ ñæèìàþùèõ àôôèíûõ àâòîìàòîâ
îí íå òîëüêî ñóùåñòâóåò, íî è íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî ïîäìíîæåñòâà S 0 , ò.å.
ÿâëÿåòñÿ àòòðàêòîðîì (ïðèòÿãèâàþùèì ìíîæåñòâîì). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà áûëà
äîêàçàíà â äðóãîé òåðìèíîëîãèè â ðàáîòå Õàò÷èíñîíà [4].

Òåîðåìà 1. Ëþáîé ñæèìàþùèé àôôèííûé àâòîìàò A èìååò àòòðàêòîð L A( ) ,

êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì êîìïàêòíûì èíâàðèàíòíûì ïîäìíîæåñòâîì ñî-
ñòîÿíèé ýòîãî àâòîìàòà.

Íåïîñðåäñòâåííîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñëîæíîå [4].
Îäíàêî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå òåñíî ñâÿçàíî ñ èçâåñòíûì èç ôóíêöè-
îíàëüíîãî àíàëèçà ïðèíöèïîì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé, êîòîðûé ñîñòîèò
â ñëåäóþùåì [5].

Òåîðåìà 2. Ëþáîå ñæèìàþùåå îòîáðàæåíèå F V V: 	 â ïîëíîì ìåòðè÷åñ-

êîì ïðîñòðàíñòâå ( , )V d èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ ÿâëÿ-
åòñÿ àòòðàêòîðîì ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ýòà òåîðåìà ïðèìåíèìà è ê òàêèì áåñêîíå÷íîìåðíûì ïðîñòðàíñòâàì, êàê

C R q( ) ; íî ÷òîáû ñâåñòè òåîðåìó 1 ê òåîðåìå 2, íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü íåêîòî-

ðûå ñâîéñòâà ìåòðèêè Õàóñäîðôà.

3. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÌÅÒÐÈÊÈ ÕÀÓÑÄÎÐÔÀ

Îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êîé (âåêòîðîì) s R q� è ïîäìíîæåñòâîì T R q� :

d s T s t t T( , ) || || | }� � �inf { . (5)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè T ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì, íèæíþþ ãðàíü â ôîðìóëå (5) ìîæíî
çàìåíèòü ìèíèìóìîì, ïîñêîëüêó îíà äîñòèãàåòñÿ íà êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå.
Îïðåäåëèì òåïåðü ëåâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ êîìïàêòàìè S è T åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà:

d S T d s T s S( , ) max{ ( , ) | }� � .

Ýòî ðàññòîÿíèå åùå íå ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé, ïîñêîëüêó èç óñëîâèÿ d S T( , ) � 0 ,
íàïðèìåð, âûòåêàåò ëèøü âêëþ÷åíèå S T� . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ëåâîå ðàñ-
ñòîÿíèå ìåæäó êîìïàêòàìè óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

d S S T d S T d S T( , ) max{ ( , ), ( , )}1 2 1 2� � . (6)

Îïðåäåëåíèå 3. Ìåòðèêîé (ðàññòîÿíèåì) Õàóñäîðôà ìåæäó äâóìÿ êîìïàê-
òàìè S è T íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå ÷èñëî:

h S T d S T d T S( , ) max{ ( , ), ( , )}� .

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâèòåëüíî ìåòðèêà, íî äîêàçàòåëüñòâî íå-
ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà òðåáóåò îïðåäåëåííûõ óñèëèé [3]. Èç óñëîâèÿ (6) ïîëó-
÷àåì íåðàâåíñòâî äëÿ ìåòðèêè Õàóñäîðôà

h S S T T h S T h S T( , ) max{ ( , ), ( , )}1 2 1 2 1 1 2 2� � � . (7)
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü h S S T T d S S T T( , ) ( , )1 2 1 2 1 2 1 2� � � � � (â ñèììåòðè÷íîì
ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî). Òîãäà èç óñëîâèÿ (6) âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

d S S T T d S T T d S T T( , ) max{ ( , ), ( , )}1 2 1 2 1 1 2 2 1 2� � � � � .

Äàëåå çàìåòèì, ÷òî d S T T d S T( , ) ( , )1 1 2 1 1� � , ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà s
èç S1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå d s T T d s T( , ) ( , )1 2 1� � . Ïî àíàëîãè÷íûì ïðè÷èíàì
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå d S T T d S T( , ) ( , )2 1 2 2 2� � . Îòñþäà è èç ïðåäûäóùåãî íå-
ðàâåíñòâà âûòåêàåò ñâîéñòâî (7).

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íåðàâåíñòâî (7) ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè ëåãêî îáîáùàåòñÿ
íà ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïàêòîâ S i , Ti , 1� �i k :

h S S T T h S T i kk k i i( , ) {max ( , ) | }1 1 1� � � � � � �� � . (8)

Ìåòðèêó Õàóñäîðôà ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ «ðàñøèðåíèé»

ïîäìíîæåñòâ. Îáîçíà÷èì B s( , )� çàìêíóòûé øàð â ïðîñòðàíñòâå R q ðàäèóñà �� 0

ñ öåíòðîì â òî÷êå s . Ïîä âåêòîðíîé ñóììîé S T� äâóõ ïîäìíîæåñòâ S è T ïðî-

ñòðàíñòâà R q ïîíèìàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî S T s t s S t T� � � � �{ | , }. Íàçîâåì �-ðàñ-

øèðåíèåì (�-îêðåñòíîñòüþ èëè �-äèëàòàöèåé) ïîäìíîæåñòâà S ñóììó
S S B� �� � ( , )0 . Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî �-ðàñøèðåíèå ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíå-
íèåì çàìêíóòûõ øàðîâ B s( , )� ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ ïîäìíîæåñòâà S . Îòñþäà
íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [3, òåîðåìà À.3.8].

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü S è T — êîìïàêòû ïðîñòðàíñòâà R q , à �� 0 ; òîãäà
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

h S T( , ) � � � (S T� � è T S� �).

Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ìåòðèêó Õàóñäîðôà ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü
ôîðìóëîé h S T S T T S( , ) | , }� � �inf {� � � . Ïðèñòóïèì òåïåðü ê äîêàçàòåëüñòâó
îñíîâíîé ëåììû, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíÿòü ñæèìàþùèå îòîáðàæåíèÿ íà

ïðîñòðàíñòâî C R q( ) .

Ëåììà 1. Ïóñòü f R Rq q
1: 	 — àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ

f s r p s1 1 1( ) ( )� � � � , ãäå p1 — ëèíåéíûé îðòîãîíàëüíûé îïåðàòîð íà R q è

�1 �R q , òîãäà äëÿ ëþáûõ êîìïàêòîâ S è T èç R q âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

h f S f T r h S T( ( ), ( )) ( , )1 1 � � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì � � h S T( , ) , òîãäà èç ïðåäëîæåíèÿ 1 âûòåêàþò

âêëþ÷åíèÿ f S f T1 1( ) ( )� � è f T f S1 1( ) ( )� � . Äàëåå, ïîëüçóÿñü ïîäîáèåì ïðåîáðà-
çîâàíèÿ f1, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

f S r S B f S r B1 1 1 10 0( ) ( ( , )) ( ) ( , )� � � �� � � � � � �ð . (9)

Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü ëèíåéíîñòüþ îïåðàòîðà p1 , ïîýòîìó ð S B1 0( ( , ))� ��
� �p S p B1 1 0( ) ( ( , ))� , è åãî îðòîãîíàëüíîñòüþ, èç êîòîðîé ñëåäóåò èíâàðèàíò-
íîñòü øàðà ð B B1 0 0( ( , )) ( , )� �� . Èç óñëîâèÿ (9) çàêëþ÷àåì, ÷òî
f T f S B r1 1 0( ) ( ) ( , )� � �� . Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî f S f T B r1 1 0( ) ( ) ( , ).� � ��
Îòñþäà è èç ïðåäëîæåíèÿ 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
h f S f T r( ( ), ( ))1 1 � ��, ãäå � � h S T( , ) . Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà. �

Òåïåðü âîçâðàòèìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîé òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ïóñòü A — ñæèìàþùèé àôôèííûé àâòîìàò ñ êî-
ýôôèöèåíòîì ñæàòèÿ r
 1. Ïîêàæåì, ÷òî åãî îïåðàòîð Õàò÷èíñîíà F ÿâëÿåòñÿ

ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ( ( ), )Ñ R hq . Ïóñòü S è

T — ïðîèçâîëüíûå êîìïàêòû èç R q , òîãäà èç îïðåäåëåíèÿ 2 è íåðàâåíñòâà (8)
èìååì íåðàâåíñòâî

h F S F T h f S f T h fx

x X

x

x X

x( ( ), ( )) ( ), ( ) max{ (�
�

�

�
�

�

�

�
�
�

� �
� � ( ), ( )) | }S f T x Xx � . (10)
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Ïîñêîëüêó âñå f x ïî óñëîâèþ ÿâëÿþòñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïîäîáèÿ, òî èç ëåì-
ìû 1 ñëåäóåò, ÷òî h f S f T r h S Tx x( ( ), ( )) ( , )� � äëÿ âñåõ x X� . Îòñþäà è èç
óñëîâèÿ (10) çàêëþ÷àåì, ÷òî h F S F T r h S T( ( ), ( )) ( , )� � ; çíà÷èò, îïåðàòîð F ÿâ-

ëÿåòñÿ ñæèìàþùèì â ïðîñòðàíñòâå Ñ R q( ) .

Äàëåå, ïðîñòðàíñòâî Ñ R q( ) ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïî îòíîøåíèþ ê ìåòðèêå Õà-

óñäîðôà [3, òåîðåìà À.3.9]. Ïîýòîìó ê ñæèìàþùåìó îïåðàòîðó F ìîæíî ïðèìå-
íèòü òåîðåìó 2. Ñëåäîâàòåëüíî, îí èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó L
â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ åãî àòòðàêòîðîì. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (4) áóäåò ñõîäèòüñÿ ê àòòðàêòîðó L íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíî-
ãî ïîäìíîæåñòâà. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 1 äîêàçàíà. �

Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ àòòðàêòîð àôôèííîãî àâòîìàòà ÿâëÿåòñÿ ôðàêòàëîì,
ïîýòîìó îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ýòîì ïîíÿòèè.

4. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÅ ÔÐÀÊÒÀËÛ

Á. Ìàíäåëüáðîò íàçâàë ôðàêòàëîì ãåîìåòðè÷åñêóþ ôèãóðó, êîòîðàÿ èìååò äðîáíóþ
ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà [1]. Îòñþäà è âîçíèêëî ñëîâî «ôðàêòàë» (îò ëàòèíñêîãî
fractus — äðîáíûé). Òî÷íåå, ôðàêòàëîì íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî åâêëèäîâà ïðî-
ñòðàíñòâà, ðàçìåðíîñòü Õàóñäîðôà êîòîðîãî áîëüøå åãî òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñ-
òè. Ýòî îïðåäåëåíèå ìàëî î ÷åì ãîâîðèò íàøåé èíòóèöèè, ïîñêîëüêó òðóäíî ïðåä-
ñòàâèòü ñåáå êðèâóþ, èìåþùóþ, íàïðèìåð, ðàçìåðíîñòü 1,5. Îäíàêî ôðàêòàëû
èìåþò è äðóãèå ñâîéñòâà, êîòîðûå äåëàþò èõ áîëåå íàãëÿäíûìè.

Áîëüøèíñòâî ôðàêòàëîâ ÿâëÿþòñÿ ñàìîïîäîáíûìè ôèãóðàìè, ò.å. ñîñòîÿò èç
íåñêîëüêèõ óìåíüøåííûõ êîïèé ñàìèõ ñåáÿ. Îòìåòèì, ÷òî àòòðàêòîð àôôèííîãî
àâòîìàòà ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì (àôôèííî-ïîäîáíûì) ïîäìíîæåñòâîì, ïîñêîëü-
êó ñîãëàñíî òåîðåìå 1 îí èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà F è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2 ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ àôôèííûõ êîïèé ñàìîãî ñåáÿ.

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ôðàêòàëà ÿâëÿåòñÿ åãî
ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü. Ê ñîæàëåíèþ, çäåñü ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçíîâèä-
íîñòåé ðàçìåðíîñòè (Ìèíêîâñêîãî, Õàóñäîðôà è ò.ä.), êîòîðûå èíîãäà íå ñîâïà-
äàþò ìåæäó ñîáîé. Ïîýòîìó ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòóþ èç íèõ — ðàçìåð-
íîñòü ïîäîáèÿ, êîòîðàÿ äëÿ àòòðàêòîðîâ àôôèííûõ àâòîìàòîâ ñîâïàäàåò ñ
ðàçìåðíîñòüþ Õàóñäîðôà [4].

Ïóñòü çàäàí ñæèìàþùèé àôôèííûé àâòîìàò A R X fq� ( , , ) ñ êîýôôèöèåí-

òîì ñæàòèÿ r
 1 è ïóñòü X x xk� { , , }1 � . Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2 àòòðàê-
òîð L A( ) áóäåò ñîñòîÿòü èç k àôôèííûõ êîïèé ñàìîãî ñåáÿ, óìåíüøåííûõ â r ðàç.
Ïîýòîìó ãåîìåòðè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ àòòðàêòîðà L A( ) íàçîâåì åäèíñòâåííîå

ïîëîæèòåëüíîå âåùåñòâåííîå ðåøåíèå d óðàâíåíèÿ k r d� �1 . Åäèíñòâåííîñòü ðå-
øåíèÿ çäåñü î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó ðàçìåðíîñòü ìîæíî ÿâíî âûðàçèòü èç ýòîãî
óðàâíåíèÿ ÷åðåç k è r :

d
k

r
�

log ( )

log ( / )1
. (11)

Ëîãàðèôì çäåñü ìîæíî îïðåäåëèòü ïî ëþáîìó ïîëîæèòåëüíîìó îñíîâàíèþ,
áîëüøåìó åäèíèöû, íàïðèìåð ïî îñíîâàíèþ 2.

Ýòó ðàçìåðíîñòü Ìàíäåëüáðîò íàçâàë ðàçìåðíîñòüþ ïîäîáèÿ (èëè ñàìîïî-
äîáèÿ). Äëÿ ìíîãèõ ôðàêòàëîâ ðàçìåðíîñòü, âû÷èñëåííàÿ ïî ôîðìóëå (11), îêà-
çûâàåòñÿ äðîáíûì ÷èñëîì, ïîýòîìó äðîáíàÿ ðàçìåðíîñòü ôðàêòàëà ÿâëÿåòñÿ â íå-
êîòîðîì ñìûñëå ñëåäñòâèåì åãî ñàìîïîäîáèÿ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ââåäåííûå
ïîíÿòèÿ íà ïðèìåðå êëàññè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ.

4.1. Íåãëàäêèå ôóíêöèè. Èñòîðè÷åñêè ïåðâûì ôðàêòàëîì áûëà, ïî-âèäèìî-
ìó, ôóíêöèÿ, íå èìåþùàÿ ïðîèçâîäíîé, ïîñòðîåííàÿ â 1872 ã. íåìåöêèì ìàòåìà-
òèêîì Ê. Âåéåðøòðàññîì â êà÷åñòâå êîíòðïðèìåðà ê ãèïîòåçå Àìïåðà. Ýòà ôóíê-
öèÿ çàäàåòñÿ íà åäèíè÷íîì èíòåðâàëå 0 1� �x ñëåäóþùèì áåñêîíå÷íûì ðÿäîì:

W x a b xn n

n

( ) cos ( )�
�

�

� �
1

, (12)
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ãäå âåùåñòâåííûå ÷èñëà a è b óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 0 1
 
 
a b . Ýòîò
ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä ìàæîðèðóåòñÿ ñõîäÿùèìñÿ ÷èñëîâûì ðÿäîì, ïîýòîìó
ôóíêöèÿ W x( ) îïðåäåëåíà è íåïðåðûâíà ïðè âñåõ x . Ê. Âåéåðøòðàññ äîêàçàë,
÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ a b� � �3 2 1� / ôóíêöèÿ W x( ) íå äèôôåðåíöèðóå-
ìà íè â îäíîé òî÷êå. Ïîçäíåå Ã. Õàðäè óñèëèë ýòî íåðàâåíñòâî è äîêàçàë, ÷òî
óæå ïðè óñëîâèè a b� � 1 ôóíêöèÿ W x( ) íå äèôôåðåíöèðóåìà. Ïîýòîìó â ôîð-
ìóëå (12) ìîæíî ïîëîæèòü a �1 2/ , b � 2 è ðàññìîòðåòü ñëåäóþùèé ðÿä:

W x xn n

n

1

1

2 2( ) cos ( ) /�
�

�

� � . (13)

×ëåíû ýòîãî ðÿäà íåòðóäíî ïîñòðîèòü ñ ïîìîùüþ äâóìåðíîãî ñæèìàþùåãî

àôôèííîãî àâòîìàòà A R X fW � ( , , )2 , ãäå X � { , }0 1 è ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé f s x s E x( , ) / ( / , )� � �2 2 0 , çäåñü E — åäèíè÷íàÿ ìàòðè-
öà âòîðîãî ïîðÿäêà. Íàçîâåì àâòîìàò A W àâòîìàòîì Âåéåðøòðàññà è çàìåòèì,
÷òî êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ çäåñü ðàâåí 1/2. Ïîäìíîæåñòâîì íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé
ìîæíî ñ÷èòàòü ãðàôèê ïåðâîé êîñèíóñîèäû S x x x1 2 2 0 1� � �{( ,cos ( ) / ) | }� .
Òîãäà îïåðàòîð Õàò÷èíñîíà F S S S( ) / ( / ( / , ))1 1 12 2 1 2 0� � � ïðåîáðàçóåò åå â
ãðàôèê âòîðîé êîñèíóñîèäû S 2 è ò.ä. Îòìåòèì, ÷òî âñå êîñèíóñîèäû èç
ðÿäà (13) èìåþò îäèíàêîâûå äëèíû è ðàâíîìåðíî ñõîäÿòñÿ ê íóëþ. Çíà÷èò,
ïðåäåëîì â äàííîì ñëó÷àå áóäåò ãðàôèê íóëåâîé ôóíêöèè, ò.å. åäèíè÷íûé èíòåð-
âàë, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî, åñòåñòâåííî, ðàâíà åäèíèöå.

Âîçìîæíî, íåäèôôåðåíöèðóåìîñòü ðåçóëüòèðóþùåé ôóíêöèè áûëà áû áî-
ëåå íàãëÿäíîé, åñëè â êà÷åñòâå ïåðâîãî ÷ëåíà ðÿäà âçÿòü ëþáóþ ïèëîîáðàçíóþ
ôóíêöèþ, íàïðèìåð W x x1 2( ) � ïðè 0 1 2� �x / è W x x1 2 2( ) � � ïðè 1 2 1/ � �x .
Ïðèìåíèâ çàòåì ê ãðàôèêó ýòîé ôóíêöèè àâòîìàò Âåéåðøòðàññà, ïîëó÷èì ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü «åæèêîâ», ñóììà êîòîðûõ ñíîâà áóäåò íå äèôôåðåíöèðóåìîé.
Îäíàêî ïðèìåð Âåéåðøòðàññà èíòåðåñåí òåì, ÷òî âñå ÷ëåíû ðÿäà (13) ÿâëÿþòñÿ
äèôôåðåíöèðóåìûìè.

4.2. Ìíîæåñòâî Êàíòîðà. Ñëåäóþùèé ôðàêòàë áûë ïîñòðîåí íåìåöêèì ìà-
òåìàòèêîì Ã. Êàíòîðîì â âèäå òî÷å÷íîãî ìíîæåñòâà ñ ïàðàäîêñàëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè, êîòîðîå òåïåðü ñ÷èòàåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðèìåðîì äèñêîíòèíóóìà, ò.å.
ðàçðûâíîãî êîíòèíóóìà. Ìàíäåëüáðîò îáðàçíî íàçâàë åãî «ïûëüþ» Êàíòîðà.
Ïîñêîëüêó ýòî ìíîæåñòâî îïèñàíî âî ìíîãèõ ó÷åáíèêàõ, òî ðàññìîòðèì àôôèí-
íûé àâòîìàò, êîòîðûé ñòðîèò ìíîæåñòâî Êàíòîðà.

Àâòîìàòîì Êàíòîðà A R X fC � ( , , ) íàçîâåì îäíîìåðíûé ñæèìàþùèé àô-
ôèííûé àâòîìàò, ó êîòîðîãî X � { , }0 1 è ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé f s x s x( , ) / /� �3 2 3 . Ïðè ïîäà÷å âõîäíîãî ñëîâà w x xn� 1� àâòîìàò AC èç
ñîñòîÿíèÿ s ïåðåõîäèò â ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå:

f s w
x x x sn n

n n
( , ) � � � � ��2

3

2

3

2

3 3

1

2

1� .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â àòòðàêòîð L A( )C ýòîãî àâòîìàòà, íàçûâàåìûé ìíîæå-
ñòâîì Êàíòîðà, áóäóò ïîïàäàòü ÷èñëà èç åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà [ , ]0 1 , â òðîè÷-
íîé çàïèñè êîòîðûõ íåò åäèíèöû. Èç ôîðìóëû (11) ñëåäóåò, ÷òî ðàçìåðíîñòü

ïîäîáèÿ àòòðàêòîðà L A( )C ðàâíà d � � ��(log ) log ,2
1

33 2 0 6309 , ïîñêîëüêó

â äàííîì ñëó÷àå k � 2 è r �1 3/ .

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè ìíîæåñòâî Êàíòîðà ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, ñîâåð-
øåííûì (íåò èçîëèðîâàííûõ òî÷åê) è âïîëíå íåñâÿçíûì ìíîæåñòâîì (âñå êîìïî-
íåíòû ñâÿçíîñòè îäíîòî÷å÷íûå), êîòîðîå èìååò êîíòèíóàëüíóþ ìîùíîñòü, íóëå-
âóþ ìåðó Ëåáåãà è íóëåâóþ òîïîëîãè÷åñêóþ ðàçìåðíîñòü. Ïðè ïîñòðîåíèè ýòîãî
ìíîæåñòâà ìîæíî áûëî áû äåëèòü èíòåðâàë íà äåñÿòü ðàâíûõ ÷àñòåé è óäàëÿòü,
íàïðèìåð, êàæäûé âîñüìîé èç ïîëó÷åííûõ èíòåðâàëîâ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èëè
áû ýêâèâàëåíòíîå ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìíîæåñòâî, îäíàêî åãî ðàçìåð-
íîñòü ïîäîáèÿ áûëà áû ðàâíà log / log ,2 29 10 0 9542� . Òàêèì îáðàçîì, ãåîìåòðè-
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÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ñâÿçàíà ñ ìåòðèêîé è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì èí-
âàðèàíòîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì îäíîé èç çàäà÷ ôðàêòàëüíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ èññëå-
äîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèé, ñîõðàíÿþùèõ ôðàêòàëüíóþ ðàçìåðíîñòü [6].

4.3. Êðèâàÿ Êîõà. Â ñòàòüå, îïóáëèêîâàííîé â íà÷àëå XX â., øâåäñêèé ìà-
òåìàòèê Õ. Êîõ ïîïûòàëñÿ ïîâòîðèòü ðåçóëüòàò Âåéåðøòðàññà ñ ïîìîùüþ ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ è ïîñòðîèë êðèâóþ, êîòîðàÿ íè â îäíîé òî÷êå íå èìååò êà-
ñàòåëüíîé. Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ íà÷èíàåòñÿ ñ åäèíè÷íîãî ãîðèçîíòàëüíîãî îòðåç-
êà S 0 íà ïëîñêîñòè, êîòîðûé äåëèòñÿ íà òðè ðàâíûå ÷àñòè. Ñðåäíèé èíòåðâàë
çàìåíÿåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì òðåóãîëüíèêîì áåç îñíîâàíèÿ, ò.å. ëîìàíîé, ñîñòîÿ-
ùåé èç äâóõ ñîïðèêàñàþùèõñÿ îòðåçêîâ äëèíû 1/3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ëî-
ìàíàÿ S1, ñîñòîÿùàÿ èç ÷åòûðåõ çâåíüåâ äëèíû 1/3. Íà ñëåäóþùåì øàãå òà æå
îïåðàöèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê êàæäîìó èç ýòèõ ÷åòûðåõ çâåíüåâ â îòäåëüíîñòè è ò.ä.
Ïðåäåëüíàÿ êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ êðèâîé Êîõà. Åñëè òðè êîïèè êðèâîé Êîõà ñîåäè-
íèòü ìåæäó ñîáîé, òî ïîëó÷èì êðàñèâóþ çàìêíóòóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ
ñíåæèíêîé Êîõà [3].

Àâòîìàòîì Êîõà A R X fK � ( , , )2 íàçîâåì äâóìåðíûé ñæèìàþùèé àôôèí-

íûé àâòîìàò, ó êîòîðîãî X � { , , , }0 1 2 3 è ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f s x
s E x x

s R x x
( , )

/ ( / , ), ,

(( ) / ) / (( )
� � � � �

� � � �
3 2 3 0 0 1

1 3 3 1� / , ), .3 0 2 3� �
�
�
� x

Çäåñü E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà, R ( )� — îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðè-
öà ïîâîðîòà ïëîñêîñòè íà óãîë � :

R ( )
cos ( ) sin ( )

sin ( ) cos ( )
�

� �

� �
�

��

�
�

 

!
" .

Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ àâòîìàòà Êîõà ðàâåí r �1 3/ . Ïîýòîìó
ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà L A( )K ðàâíà d � � �2 2 126183log , , ÷òî òî÷íî â äâà ðàçà
ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà Êàíòîðà. Îïåðàòîð Õàò÷èíñîíà S F Sn n� �( )1
â äàííîì ñëó÷àå óâåëè÷èâàåò äëèíó ëîìàíîé â 4/3 ðàçà; ñëåäîâàòåëüíî, ïî èíäóê-

öèè çàêëþ÷àåì, ÷òî äëèíà ëîìàíîé S n ðàâíà ( / )4 3 n . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êðè-

âàÿ Êîõà L A( )K èìååò áåñêîíå÷íóþ äëèíó. Ýòî îïðîâåðãëî ðàñïðîñòðàíåííîå â
òî âðåìÿ ìíåíèå, ÷òî ëþáàÿ îãðàíè÷åííàÿ êðèâàÿ ïîäîáíî ãëàäêèì êðèâûì
ñïðÿìëÿåìà, ò.å. èìååò êîíå÷íóþ äëèíó.

Á. Ìàíäåëüáðîò çàìåòèë, ÷òî ïîäîáíûå êðèâûå âñòðå÷àþòñÿ â ïðèðîäå.
Â ÷àñòíîñòè, îí ïðèøåë ê âûâîäó, ÷òî áåðåãîâûå ëèíèè Àíãëèè è Íîðâåãèè
áîëüøå ïîõîæè íà ôðàêòàëû, ÷åì íà ñïðÿìëÿåìûå êðèâûå, ïîýòîìó èõ äëèíó
ìîæíî ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íîé [1]. Èíòåðåñíî, ÷òî ïðè âîçðàñòàíèè òî÷íîñòè èçìå-
ðåíèé âîçðàñòàåò è èçìåðÿåìàÿ âåëè÷èíà. Íàïðèìåð, äëèíà áåðåãîâûõ ëèíèé õî-

ðîøî îïèñûâàþòñÿ ïðèáëèæåííîé ôîðìóëîé L a d( )� �� � �1 , ãäå a — êîíñòàíòà,

� — òî÷íîñòü èçìåðåíèÿ è d — ôðàêòàëüíàÿ ðàçìåðíîñòü áåðåãà [1]. Äëÿ Íîðâå-
ãèè áûëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè d �15, , à äëÿ Àíãëèè d �13, , ïîýòîìó
L( )� 	 � ïðè � 	 0 [7].

4.4. Êîâðû Ñåðïèíñêîãî. Â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà ïîëüñêèé ìàòåìàòèê
Â. Ñåðïèíñêèé ïîñòðîèë äâà ñàìîïîäîáíûõ ôðàêòàëà, êîòîðûå òàêæå ñòàëè êëàñ-
ñè÷åñêèìè: ïåðâûé ôðàêòàë íàçûâàåòñÿ gasket (ïðîêëàäêà, ñàëôåòêà) è âòîðîé
ôðàêòàë — carpet (êîâåð). Íàçâàíèå âòîðîãî ôðàêòàëà êàæåòñÿ áîëåå óäà÷íûì,
ïîýòîìó ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ýòèõ ôðàêòàëîâ áóäåì ãîâîðèòü î òðå-
óãîëüíîì è êâàäðàòíîì êîâðàõ Ñåðïèíñêîãî, îïèñàííûõ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [3, 8].
Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñîîòâåòñòâóþùèå èì àôôèííûå àâòîìàòû.

Òðåóãîëüíûé êîâåð Ñåðïèíñêîãî çàäàåòñÿ äâóìåðíûì ñæèìàþùèì àôôèí-

íûì àâòîìàòîì A R X fST � ( , , )2 , ó êîòîðîãî X � { , , }0 1 2 è ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ

îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè
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f s x s E x( , ) / ( / , )� � �2 2 0 , åñëè 0 1� �x ; f s s E( , ) / ( / , / )2 2 1 4 3 4� � � ,

ãäå E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà. Çàìåòèì, ÷òî àâòîìàò AST ïî-
ëó÷åí èç àâòîìàòà Âåéåðøòðàññà äîáàâëåíèåì îäíîãî âõîäíîãî ñèìâîëà. Êî-
ýôôèöèåíò ñæàòèÿ çäåñü ðàâåí r �1 2/ , à k �3 , ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ïîäîáèÿ
àòòðàêòîðà L A( )ST ðàâíà log ,2 3 1585� .

Êâàäðàòíûé êîâåð Ñåðïèíñêîãî çàäàåòñÿ äâóìåðíûì ñæèìàþùèì àâòîìà-

òîì A R X fSK � ( , , )2 , ó êîòîðîãî âõîäíîé àëôàâèò ïðåäñòàâëåí â âèäå ìíîæå-

ñòâà ïàð X � �{ , , } { , , } \ ( , )0 1 2 0 1 2 1 1 , ò.å. åãî âõîäíûìè ñèìâîëàìè ÿâëÿþòñÿ âñå
ïàðû ( , )x x1 2 , 0 21 2� �x x, , çà èñêëþ÷åíèåì ïàðû (1,1). Ôóíêöèÿ ïåðåõîäîâ äëÿ
âñåõ ( , )x x X1 2 � îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

f s x x s E x x( , ( , )) / ( / , / )1 2 1 23 3 3� � � ,

ãäå E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âòîðîãî ïîðÿäêà. Çäåñü êîýôôèöèåíò ñæàòèÿ
r �1 3/ , à k �8 , ïîýòîìó ðàçìåðíîñòü ïîäîáèÿ àòòðàêòîðà L A( )ST ðàâíà
3 2 189273� �log , , ÷òî â òðè ðàçà áîëüøå ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà Êàíòîðà.

Ïîñòðîåíèå êâàäðàòà Ñåðïèíñêîãî îáû÷íî íà÷èíàþò ñ åäèíè÷íîãî ÷åðíîãî êâàä-
ðàòà, íî îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò íà÷àëüíîé ôèãóðû, êîòîðóþ ïîýòîìó
íàçûâàþò çàòðàâêîé èëè èíèöèàëèçàöèåé. Êâàäðàòíûé êîâåð Ñåðïèíñêîãî ìîæíî îõà-
ðàêòåðèçîâàòü êàê ìíîæåñòâî òî÷åê åäèíè÷íîãî êâàäðàòà c êîîðäèíàòàìè ( , )x y , ïðè-
÷åì â òðîè÷íîé çàïèñè ÷èñåë x è y íå âñòðå÷àþòñÿ äâå åäèíèöû íà îäíîì è òîì æå
ìåñòå, ò.å. åñëè x n y n( ) ( )� , òî x n y n( ) ( )� � 0 èëè x n y n( ) ( )� � 2 .

5. ÑÈÌÂÎËÜÍÎÅ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ ÀÂÒÎÌÀÒÀ

Ðàññìîòðèì ñâîéñòâà àâòîìàòíîãî àòòðàêòîðà, êîòîðûå îñòàëèñü çà êàäðîì ïðè
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1, è â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîèëëþñòðèðóåì íåêîòîðûå èäåè
ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè.

Ïóñòü A R X fq� ( , , ) — ñæèìàþùèé àôôèííûé àâòîìàò ñ ïàðàìåòðîì r
 1

è ïóñòü w x x n� ( ) ( )1 � — âõîäíîå ñëîâî äëèíû n . Îòìåòèì, ÷òî îãðàíè÷åííîå

ïîäìíîæåñòâî S R q
 èìååò êîíå÷íûé äèàìåòð diam ( )S , êîòîðûé ðàâåí ìàêñè-

ìàëüíîìó ðàññòîÿíèþ ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè. Òîãäà èç ñâîéñòâà (3) äëÿ ëþáîãî

êîìïàêòà S R q
 ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

diam diam( ( , )) ( )f S w r Sn� � . (14)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â ñæèìàþùåì àâòîìàòå ïî ìåðå ðîñòà äëèíû âõîäíîãî
ñëîâà ïîäìíîæåñòâî f S w( , ) ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó.

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç L àòòðàêòîð àâòîìàòà A. Òîãäà â ñèëó åãî èí-
âàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Õàò÷èíñîíà èìååì ðàâåíñòâî äëÿ ëþáûõ

x X� è w X� �

f L w f L xw

x X

( , ) ( , )�
�
� . (15)

Îòñþäà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñòðîãîå âêëþ÷åíèå äëÿ âñåõ x X� è w X� � , ïî-
ñêîëüêó àâòîìàò A ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì:

f L w f L xw( , ) ( , )# . (16)

Âõîäíûì ñâåðõñëîâîì W x x� ( ) ( )1 2 � àâòîìàòà A íàçîâåì áåñêîíå÷íóþ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ èç àëôàâèòà X , ò.å. ôóíêöèþ âèäà W N X: 	 , ãäå N —
ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ìíîæåñòâî âñåõ ñâåðõñëîâ â àëôàâèòå X îáîçíà-

÷èì X � . Ýòî ìíîæåñòâî íàçîâåì ñèìâîëüíûì ïðîñòðàíñòâîì, ïîñêîëüêó îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ïðè÷åì ìåòðèêó â íåì ìîæíî ââîäèòü ðàçëè÷-
íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè ñâåðõñëîâàìè W è Y
ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé

d W Y k m
1 1( , ) /� , (17)
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ãäå k X� | | è m n W n Y n� $min { | ( ) ( )} . Äðóãàÿ âîçìîæíîñòü ñîñòîèò â îïðåäå-
ëåíèè ðàññòîÿíèÿ â âèäå ðÿäà [3]

d W Y
W n Y n

k n
n

2

1 1
( , )

| ( ) ( )|

( )
�

�

��

�

� . (18)

Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ìåòðèêè (17) è (18) ýêâèâàëåíòíû ìåæäó ñîáîé è
âòîðàÿ èç íèõ ýêâèâàëåíòíà åâêëèäîâîé ìåòðèêå íà êàíòîðîâîì ìíîæåñòâå [3, òå-
îðåìà 7.2.2]. Îòñþäà â ñèëó ñòàíäàðòíûõ òîïîëîãè÷åñêèõ òåîðåì ïîëó÷àåì
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ( , )X d�
1 ãîìåîìîðôíî êàíòîðîâîìó

ìíîæåñòâó è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì, ñîâåðøåííûì è âïîëíå íåñâÿçíûì
òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

Îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà áûëà äàâíî èçâåñòíà ñïåöèàëèñòàì ïî òåîðèè àâ-
òîìàòîâ (íàïðèìåð, â [9]). Îñíîâíàÿ èäåÿ ñèìâîëè÷åñêîé äèíàìèêè, âûäâèíóòàÿ
Ìîðñîì è Õåäëóíäîì, ñîñòîèò â îïèñàíèè òðàåêòîðèé íåïðåðûâíîé ñèñòåìû
ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé äèñêðåòíîé ñèìâîëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè [10]. Ïðè
ýòîì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíîé ñèñòåìû ïðåäâàðèòåëüíî ðàçáèâàåòñÿ
íà êîíå÷íîå ÷èñëî îáëàñòåé. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò ñîïîñòàâëåíèå
íåïðåðûâíîé ñèñòåìå íåêîòîðîãî äèñêðåòíîãî àâòîìàòà.

Äðóãàÿ èäåÿ ñîñòîèò â ïåðåíîñå ñâîéñòâ ñèìâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà íà àòòðàêòîðû
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì. Ýòî ïîçâîëÿåò «ýêîíîìèòü óñèëèÿ» è äîêàçûâàòü íåêîòîðûå ôàê-
òû òîëüêî îäèí ðàç äëÿ ñèìâîëüíîãî ïðîñòðàíñòâà, à çàòåì ïåðåíîñèòü èõ íà àòòðàêòî-
ðû [3]. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò âíà÷àëå óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ñèìâîëüíûì ïðî-
ñòðàíñòâîì è àòòðàêòîðîì, ÷òî ìû è ñäåëàåì äëÿ ñæèìàþùèõ àôôèííûõ àâòîìàòîâ.

Ïóñòü w x x n� ( ) ( )1 � — âõîäíîå ñëîâî àâòîìàòà A . Îáîçíà÷èì w x n x� �1 1( ) ( )�

îáðàòíîå äëÿ íåãî ñëîâî, â êîòîðîì âõîäíûå ñèìâîëû ðàñïîëîæåíû â îáðàòíîì
ïîðÿäêå. Äàëåå, ïóñòü W — âõîäíîå ñâåðõñëîâî, òîãäà îáîçíà÷èì wn êîíå÷íûé

ïðåôèêñ (íà÷àëüíûé îòðåçîê) ýòîãî ñâåðõñëîâà äëèíû n , à wn
�1 — îáðàòíîå äëÿ wn

ñëîâî. Èç óñëîâèÿ (16) ïîëó÷àåì óáûâàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïàêòíûõ
ïîäìíîæåñòâ àâòîìàòà A :

L f L w f L w f L wn# # # # #� � �( , ) ( , ) ( , )
1

1
2

1 1
� � (19)

Äàëåå, èç íåðàâåíñòâà (14) ñëåäóåò, ÷òî diam ( ( , ))f L wn
� 	1 0 ïðè n 	 �.

Îòñþäà è èç ïîëíîòû åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (19) ñõîäèòñÿ (ñòÿãèâàåòñÿ) ê îäíîé òî÷êå, êîòîðóþ îáîçíà÷èì � A W( ) :

� A n

n

W f L w( ) ( , )� �

�

�
1

1

� . (20)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîñòðîèëè òðåáóåìîå îòîáðàæåíèå ñèìâîëüíîãî ïðîñòðàí-
ñòâà íà àòòðàêòîð àâòîìàòà [4]

� A X L A: ( )� 	 .

Èç ñâîéñòâà (15) âûòåêàåò, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ ñþðúåêöèåé, ò.å.
êàæäàÿ òî÷êà àòòðàêòîðà s0 èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíó ñèìâîëè÷åñêóþ «ìåò-
êó» â âèäå ñâåðõñëîâà. Ýòó ìåòêó ìîæíî ñòðîèòü ïî øàãàì, îáðàçóÿ âñå áîëåå

ìåëêèå ïîêðûòèÿ àòòðàêòîðà f L X Ln( , ) � è âûáèðàÿ ñèìâîë x, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèé îäíîìó èç òåõ ïîäìíîæåñòâ f L xw( , ), êîòîðûå ñîäåðæàò òî÷êó s0 .

Ðàññìîòðèì äåéñòâèå àâòîìàòà A íà òî÷êè àòòðàêòîðà. Èç ñâîéñòâà (20) ïî-
ëó÷àåì ñëåäóþùåå óñëîâèÿ äëÿ âñåõ x X� è âñåõ ñâåðõñëîâ W:

f W x f f L w x f L w x fA n

n

n( ( ), ) ( , ), ( , ) (� �
�

�

�
�

�

�

�
�
� ��

�

�
�1

1

1
� L xw xWn

nn

A, ( ) ) ( ) .�

�

�

�

�

�1

11

�� �
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Çíà÷èò, f W x xWA A( ( ), ) ( )� �� , ïîñêîëüêó èìååì îäíîýëåìåíòíûå ïîäìíî-
æåñòâà. Îòñþäà èíäóêöèåé ïî äëèíå âõîäíîãî ñëîâà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðà-
âåíñòâî äëÿ âñåõ ñëîâ w è âñåõ ñâåðõñëîâ W:

f W w wWA A( ( ), ) ( )� �� . (21)

Â ñæèìàþùåì àâòîìàòå A c êàæäûì âõîäíûì ñëîâîì w ñâÿçàíî ñæèìàþùåå

ïðåîáðàçîâàíèå f R Rw
q q: 	 , ãäå f s f s ww ( ) ( , )� . Òîãäà â ñèëó ïîëíîòû åâêëè-

äîâà ïðîñòðàíñòâà ê ïðåîáðàçîâàíèþ f w ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 2; ñëåäîâà-
òåëüíî, ýòî ïðåîáðàçîâàíèå èìååò åäèíñòâåííóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó, êîòîðóþ
îáîçíà÷èì � A w( ) . Îáúåäèíèì âñå ýòè íåïîäâèæíûå òî÷êè è ïîëîæèì, ÷òî

� �A AX w w X( ) { ( ) | }� �� � .

Îáîçíà÷èì w� ïåðèîäè÷åñêîå ñâåðõñëîâî www�, â êîòîðîì ñëîâî w ïîâòî-

ðÿåòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç. Òîãäà èç ñâîéñòâà (21) èìååì f w wA( ( ), )� � �

� �� �� �A Aww w( ) ( ) . Çíà÷èò, òî÷êà � A w( )� ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé äëÿ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ f w ; ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó åäèíñòâåííîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè èìå-

åì � �A Aw w( ) ( )� � . Îòñþäà, â ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî âñå íåïîäâèæíûå

òî÷êè � A w( ) ïðèíàäëåæàò àòòðàêòîðó L A( ) , ò.å. èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

� A X L A( ) ( )� � . (22)

Ïîêàæåì, ÷òî � A X( )� ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì âñþäó ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì àò-

òðàêòîðà L A( ) .
Ïóñòü W — âõîäíîå ñâåðõñëîâî àâòîìàòà A . Êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì wn êî-

íå÷íûé ïðåôèêñ ýòîãî ñâåðõñëîâà äëèíû n , à wn
�1 — îáðàòíîå äëÿ wn ñëîâî. Òîã-

äà èç âêëþ÷åíèÿ (22) âûòåêàåò óñëîâèå � A n nw f L w( ) ( , ))� ��1 1 , êîòîðîå âûïîëíÿ-

åòñÿ äëÿ âñåõ n � 1 . Îòñþäà â ñèëó ñâîéñòâà (20) çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ïðåäåë

� �A
n

A nW w( ) lim ( )�
	�

�1 .

Çíà÷èò, çàìûêàíèå ïîäìíîæåñòâà � A X( )� äîëæíî ñîâïàäàòü ñ àòòðàêòîðîì

L A( ) ; ñëåäîâàòåëüíî, � A X( )� ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ïîäìíîæåñòâîì ýòîãî

àòòðàêòîðà [4]:
� �A AX X L A( ) ( ) ( )� �� � .

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî îòîáðàæåíèå � A X L A: ( )� 	 ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâ-

íûì îòíîñèòåëüíî ìåòðèêè (17). Äåéñòâèòåëüíî, âîçüìåì ëþáîå ñâåðõñëîâî W è
ëþáîå ÷èñëî �� 0 è îáîçíà÷èì O( )� åâêëèäîâó �-îêðåñòíîñòü òî÷êè � A W( ) . Ñî-

ãëàñíî ñâîéñòâàì (14), (19) è (20) ïîäìíîæåñòâî f L wn( , )�1 ñòÿãèâàåòñÿ ê òî÷êå

� A W( ) è, çíà÷èò, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ÷èñëå n áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå

f L w On( , ) ( )� �1 � . Äàëåå çàôèêñèðóåì ÷èñëî n, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîìó óñëîâèþ,

è ðàññìîòðèì ñâåðõñëîâî Y , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó d W Y k n
1 1( , ) /
 .

Ïîñêîëüêó ïåðâûå n ñèìâîëîâ â ñâåðõñëîâàõ W è Y ñîâïàäàþò, òî èç ñâîéñòâà

(20) çàêëþ÷àåì, ÷òî � A nY f L w( ) ( , )� �1 ; ñëåäîâàòåëüíî, � �A Y O( ) ( )� . Òàêèì îá-

ðàçîì, íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ � A äîêàçàíà.
Åñëè îòîáðàæåíèå � A ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì, òî ëþáîå îòîáðàæå-

íèå íà ñèìâîëüíîì ïðîñòðàíñòâå �: X X� �	 ìîæíî ïåðåíåñòè íà àòòðàêòîð

àâòîìàòà A ïóòåì ñîïðÿæåíèÿ � � �A A
� �

�1. Â ýòîì, ñîáñòâåííî, è ñîñòîÿëà èäåÿ

ýêîíîìèè óñèëèé. Îäíàêî èç íåïðåðûâíîñòè îòîáðàæåíèÿ � A ñëåäóåò, ÷òî
â ýòîì ñëó÷àå îíî äîëæíî áûòü ãîìåîìîðôèçìîì è â ñèëó òåîðåìû 3 àòòðàêòîð
L A( ) äîëæåí áûòü êàíòîðîâûì ìíîæåñòâîì. Íî ýòî èìååò ìåñòî òîëüêî â àâòîìàòå
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Êàíòîðà. Êàê íåòðóäíî âèäåòü, äëÿ îñòàëüíûõ ðàññìîòðåííûõ àâòîìàòîâ îòîáðàæå-
íèå � A íå áóäåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì. Â ñâÿçè ñ ýòèì â [3] áûëà ïðåäëîæåíà ïðî-
öåäóðà ïðèíóäèòåëüíîãî «ïîäíÿòèÿ» îòîáðàæåíèÿ � A äî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîãî, íî
ýòó ïðîöåäóðó öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü â îòäåëüíîé ðàáîòå.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ëþáîé ôðàêòàë, êîòîðûé ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ àôôèííûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìî-
æåò áûòü ïîñòðîåí àôôèííûì àâòîìàòîì. Êðîìå êëàññè÷åñêèõ ôðàêòàëîâ, ñþäà
îòíîñèòñÿ òàêæå äðàêîí Õàðòåðà–Õàéòâåÿ è ðÿä äðóãèõ ôðàêòàëîâ [3]. Îòìåòèì,
÷òî àôôèííûå àâòîìàòû äàþò íå òîëüêî ïðèêëàäíûå èíñòðóìåíòû äëÿ ïîñòðîå-
íèÿ ôðàêòàëîâ â âèäå àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì, íî è òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó äëÿ
èõ ïîñòðîåíèÿ â âèäå àòòðàêòîðîâ äèñêðåòíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì.
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Àíîòàö³ÿ. Â ðîáîò³ âèÿâëåíî çâ’ÿçîê ì³æ ôðàêòàëüíîþ ãåîìåòð³ºþ òà
òåîð³ºþ àâòîìàò³â. Ïîêàçàíî, ùî, ïðèíàéìí³, êëàñè÷í³ ôðàêòàëè º àòòðàêòî-
ðàìè ñòèñêàþ÷èõ àô³ííèõ àâòîìàò³â, à òàêîæ ùî ñèìâîëüíèé ïðîñò³ð ñòèñ-
êàþ÷îãî àô³ííîãî àâòîìàòó áåçïåðåðâíî â³äîáðàæàºòüñÿ íà éîãî àòòðàêòîð.
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I.K. Rystsov
AFFINE AUTOMATA AND CLASSICAL FRACTALS

Abstract. The relationship between fractal geometry and automata theory has
been discovered. It is shown that at least classical fractals are attractors of
contraction affine automata. It is also shown that the symbol space of
a contraction affine automaton continuously maps onto its attractor.

Keywords: affine automata, fractals, attractors.
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