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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à áàëàíñíîé êîìïîíîâêè
çàäàííîãî ìíîæåñòâà 3D-îáúåêòîâ â êîíòåéíåðå, ðàçäåëåííîì ãîðèçîíòàëü-
íûìè ñòåëëàæàìè íà ïîäêîíòåéíåðû. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ óñëîâèé
íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ è ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ â ïîäêîíòåéíåðàõ èñïîëüçî-
âàí ìåòîä phi-ôóíêöèé. Îïðåäåëåíû êîìáèíàòîðíûå êîíôèãóðàöèè, îïèñû-
âàþùèå êîìáèíàòîðíóþ ñòðóêòóðó çàäà÷è. Íà îñíîâàíèè ââåäåííûõ êîíôè-
ãóðàöèé ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, â êîòîðîé ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
êîìïîíîâêè ó÷èòûâàþòñÿ íå òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåùåíèÿ è ìåõàíè÷åñ-
êèå ñâîéñòâà ñèñòåìû, íî è êîìáèíàòîðíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è, ñâÿçàííûå
ñ ãåíåðàöèåé ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, ðàçìåùàåìûõ âíóòðè ïîäêîí-
òåéíåðîâ. Ïðåäëîæåíà ñòðàòåãèÿ ðåøåíèÿ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàëàíñíàÿ êîìïîíîâêà, êîìáèíàòîðíûå êîíôèãóðàöèè,
3D-îáúåêòû, ìåòîä phi-ôóíêöèé, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïòèìèçàöèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Çàäà÷è áàëàíñíîé êîìïîíîâêè ïðèíàäëåæàò êëàññó NP-ñëîæíûõ çàäà÷ ðàçìå-

ùåíèÿ [1] è ÿâëÿþòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè [2],

à ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ — íîâûì íàïðàâëåíèåì òåîðèè èññëåäîâàíèÿ îïåðà-

öèé [3]. Ñóòü çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ çàäàííî-

ãî íàáîðà 3D-îáúåêòîâ â íåêîòîðîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè (êîíòåéíåðå) ñ ó÷å-

òîì îãðàíè÷åíèé ïîâåäåíèÿ (behavior constraints), êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò áà-

ëàíñ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû.

Íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà îãðàíè÷åíèé ïîâåäåíèÿ â îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷àõ ðàç-

ìåùåíèÿ âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ íàóêè è òåõíèêè, íàïðèìåð,

â çàäà÷àõ ëîãèñòèêè (ïðè óïàêîâêå ãðóçîâ äëÿ òðàíñïîðòèðîâêè èëè õðàíåíèÿ), â ìà-

øèíîñòðîåíèè (ïðè êîìïîíîâêå ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, ñóäîâ, ïîäâîäíûõ ëîäîê,

à òàêæå îáîðóäîâàíèÿ, ïðèáîðîâ è óñòðîéñòâ, äåòàëåé èçäåëèÿ). Îñîáûé èíòåðåñ

ê ýòîìó êëàññó çàäà÷ ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ðàêåòíî-êîñìè÷åñêîé òåõíè-

êè. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïðîåêòèðîâàíèÿ (êîìïîíîâêå) êîñìè÷åñêîãî àïïàðàòà íåîá-

õîäèìî ó÷èòûâàòü ðÿä îãðàíè÷åíèé íà ñòàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

(öåíòð ìàññ, îñåâûå è öåíòðîáåæíûå ìîìåíòû èíåðöèè) [4].

Â ðàáîòàõ [5–9] ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è êîìïîíîâêè öèëèíäðîâ â öèëèíäðè-

÷åñêîì êîíòåéíåðå ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïîâåäåíèÿ, ó÷åò êîòîðûõ íåîáõîäèì äëÿ óðàâ-

íîâåøèâàíèÿ ñïóòíèêîâîé ñèñòåìû. Â äàííûõ ïóáëèêàöèÿõ ïðèâîäÿòñÿ ìàòåìàòè-

÷åñêèå ìîäåëè ñ ðàçëè÷íûìè ôóíêöèÿìè öåëè. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ ïðåäëàãàþò-

ñÿ ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ó÷èòûâàþùèå îñîáåííîñòè êàæäîé èç íèõ.

Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðÿäà îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ áàëàíñíîé êîìïîíîâ-

êè ìîæíî ïîñòðîèòü ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé èõ äèñêðåòíîé ñòðóêòóðû. Äëÿ ìàòå-

ìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü

êîìáèíàòîðíûå êîíôèãóðàöèè, èìåþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ñâîéñòâà. Îñíîâíûå

ïîäõîäû ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà

êîìáèíàòîðíûõ êîíôèãóðàöèÿõ îïèñàíû â [10, 11].

Â ðàáîòàõ [12, 13] ïðèâîäÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû ðåøåíèÿ çà-

äà÷ áàëàíñíîé êîìïîíîâêè (Balance Layout Problem, BLP) ìíîæåñòâà 3D-îáúåê-
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òîâ â çàäàííîì êîíòåéíåðå, êîòîðûé ðàçäåëåí êðóãîâûìè ñòåëëàæàìè íà ïîäêîí-

òåéíåðû. Ïðè ýòîì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ íà ïîäìíîæåñòâà â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ðàçìåùåíèåì îáúåêòîâ âíóòðè ïîäêîíòåéíåðîâ ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áàëàíñíîé êîìïîíîâêè 3D-îáú-

åêòîâ (øàð, öèëèíäð, òîð, ñôåðîöèëèíäð, ïàðàëëåëåïèïåä, ïðàâèëüíàÿ ïðèçìà)

â êîíòåéíåðå (ôîðìû ïàðàëëåëåïèïåäà, öèëèíäðà, ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ èëè

óñå÷åííîãî êîíóñà). Ïðè ýòîì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà îáúåêòîâ ïî ïðèíàäëåæíîñòè

ïîäêîíòåéíåðàì íå çàäàíî.

Öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è ðåàëèçàöèÿ ìàòåìàòè-

÷åñêîé ìîäåëè çàäà÷è îïòèìàëüíîé áàëàíñíîé êîìïîíîâêè ìíîæåñòâà 3D-îáúåê-

òîâ, â êîòîðîé ó÷èòûâàþòñÿ íå òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåùåíèÿ è ìåõàíè÷åñêèå

ñâîéñòâà ñèñòåìû, íî è êîìáèíàòîðíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ãåíåðà-

öèåé ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, ðàçìåùàåìûõ âíóòðè ïîäêîíòåéíåðîâ.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü � — êîíòåéíåð âûñîòû H , èìåþùèé ôîðìó ïàðàëëåëåïèïåäà, öèëèíäðà,

ïàðàáîëîèäà âðàùåíèÿ èëè óñå÷åííîãî êîíóñà. Êîíòåéíåð � çàäàí â ñîáñòâåííîé

íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz, ãäå Oz — ïðîäîëüíàÿ îñü ñèììåòðèè.

Ïîëàãàåì, ÷òî � ðàçäåëåí ãîðèçîíòàëüíûìè ñòåëëàæàìè S j íà îòñåêè � j ,

j J mm� � { }1, ,� . Ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòåëëàæàìè S j è S j�1 îáîçíà÷èì t j ,

j Jm� , t Hj

j

m

�
� �

1

. Íà÷àëî ñîáñòâåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oxyz ðàñïîëîæåíî

â öåíòðå íèæíåãî îñíîâàíèÿ êîíòåéíåðà.

Èìååòñÿ A i ni� �{ }� , , ,1 � — ìíîæåñòâî îäíîðîäíûõ 3D-îáúåêòîâ ñ çàäàí-

íûìè ìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Êàæäûé îáúåêò èìååò âûñîòó hi è ìàññó

mi , i J nn� � { }1, ,� .

Îáúåêò �i çàäàí â ñîáñòâåííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò O x y zi i i i . Ðàñïîëîæåíèå

îáúåêòà �i âíóòðè êîíòåéíåðà � îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì u v zi i i i� ( , , )� , ãäå

( , )v zi i — âåêòîð òðàíñëÿöèè îáúåêòà â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Oxyz,

� i — óãîë ïîâîðîòà îáúåêòà �i â ïëîñêîñòè O x yi i i , v x yi i i� ( , ), ïðè ýòîì çíà÷å-

íèå zi , i Jn� , îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîäêîíòåéíåðîì � j , j Jm� , â êîòîðîì

ðàçìåùàåòñÿ îáúåêò �i . Íà ðàçìåùåíèå îáúåêòà �i , i Jn� , âíóòðè � j íàêëàäû-

âàþòñÿ ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

z t hi l

l

j

i� ��
�
� 1

1

,

ãäå j Jm� . Ïîëàãàåì, ÷òî t0 0� è 	 �i Jn ñóùåñòâóåò j Jm
* � : h ti j


 * .

Â îòëè÷èå îò çàäà÷ BLP, ðàññìîòðåííûõ â [12, 13], ãäå àïðèîðè çàäàíî òðå-

áîâàíèå íà ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ â êîíêðåòíûõ ïîäêîíòåéíåðàõ � j , j Jm� ,

â äàííîì èññëåäîâàíèè ôîðìóëèðóåòñÿ çàäà÷à áàëàíñíîé êîìïîíîâêè îáúåêòîâ,
êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò ãåíåðàöèþ è âûáîð ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà A íà íåïóñòûå

ïîäìíîæåñòâà A j , j Jm� . Çäåñü A j — ïîäìíîæåñòâî îáúåêòîâ, êîòîðûå äîëæíû

ðàçìåùàòüñÿ íà ñòåëëàæå S j âíóòðè ïîäêîíòåéíåðà � j .

Ïóñòü J Jn
j

n� — ìíîæåñòâî èíäåêñîâ îáúåêòîâ, ðàçìåùàåìûõ â ïîäêîí-

òåéíåðå � j , j Jm� , J Jn
j

n

j

m

�
�1

� , J Jn
i

n
j� �
, i j Jm� � ; k Aj

j� | | — êîëè÷åñòâî
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îáúåêòîâ, ðàçìåùàåìûõ â ïîäêîíòåéíåðå � j , k j � 0, j Jm� , ïðè ýòîì

k nj

j

m

�
� �

1

. (1)

Íà ñóììàðíóþ ìàññó îáúåêòîâ, ðàçìåùàåìûõ â ïîäêîíòåéíåðàõ � j , j Jm� ,

â íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèÿõ ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ,

íàïðèìåð

m m mi

i

k

i

i k

k k

i

i k k k

n

m

� � �
� � �

�

� � � � �
� � �

�1 1 1

1

1

1 2

1 2 1

�

�

, (2)

ãäå k Aj
j� �| | 1, j Jm� .

Êðîìå òîãî, äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàçìåùåíèÿ:

int int� �i i1 2
� �
, i i Jn

j
1 2� � , j Jm� , (3)

�i
j� � , i Jn

j� , j Jm� , (4)

h tj
j
 , h h i Jj

i
j

n
j� �max ,{ }, j Jm� . (5)

Îáîçíà÷èì � A ñèñòåìó, îáðàçîâàííóþ â ðåçóëüòàòå ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ

�i ñåìåéñòâà A â êîíòåéíåðå �, à O XYZs — ñèñòåìó êîîðäèíàò � A , ãäå

O x v y v z vs s s s� ( ( ), ( ), ( )) — öåíòð ìàññ � A , à îñè O X Oxs | | , O Y Oys | | , O Z Ozs | | ,

x v

m x

M
s

i i

i

n

( ) � �
�

1 , y v

m y

M
s

i i

i

n

( ) � �
�

1 , z v

m z

M
s

i i

i

n

( ) � �
�

1 ,

M mi

i

n

�
�
�

1

— ìàññà ñèñòåìû � A .

Â êà÷åñòâå ôóíêöèè öåëè â äàííîì èññëåäîâàíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ îòêëîíå-

íèå öåíòðà ìàññ Os ñèñòåìû � A îò çàäàííîé òî÷êè ( , , )x y z0 0 0 .

Êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à áàëàíñíîé êîìïîíîâêè (Combinatorial Balance
Layout Problem, CBLP). Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òàêîé âàðèàíò ðàçáèåíèÿ ìíî-

æåñòâà A íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà A j , j Jm� , ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé (1)–(5)

è ïàðàìåòðû ðàçìåùåíèÿ ( , , )* * *x y zi i i îáúåêòîâ �i , i Jn� , ïðè êîòîðîì ôóíêöèÿ

öåëè äîñòèãíåò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.

Ïîëàãàåì, ÷òî çàäà÷à èìååò õîòÿ áû îäíî äîïóñòèìîå ðåøåíèå.

Çàìå÷àíèå. Íà ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ ìîãóò çàäàâàòüñÿ òàêæå îãðàíè÷åíèÿ

ïîâåäåíèÿ (îãðàíè÷åíèÿ íà îñåâûå è öåíòðîáåæíûå ìîìåíòû ñèñòåìû) è îãðàíè-

÷åíèÿ íà äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè.

Âàðèàíòû ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà A íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà A j , j Jm� ,

îïðåäåëÿþòñÿ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ â êàæäîì ïîäìíîæåñòâå è ïîðÿäêîì

ñëåäîâàíèÿ ïîñëåäíèõ. Ðàññìîòðèì ïîäêîíòåéíåðû � j è ñîîòâåòñòâóþùèå

èì ìíîæåñòâà îáúåêòîâ A j , j Jm� . Òîãäà êîðòåæ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

( , , , )k k km1 2 � òàêîé, ÷òî k nj

j

m

�
� �

1

, îïðåäåëÿåò âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî k j îáú-

åêòîâ â êàæäîì ïîäêîíòåéíåðå � j . Êîëè÷åñòâî âñåõ òàêèõ êîðòåæåé ðàâíî

÷èñëó êîìïîçèöèé ÷èñëà n äëèíû m [14], êîòîðîå ñîñòàâëÿåò C
n
m
�
�
1
1.
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Ðàññìîòðèì, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçëîæèòü n ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ

èç ìíîæåñòâà A â m ïîäêîíòåéíåðîâ � j , j Jm� , ïðè óñëîâèè, ÷òî â íèõ íàõîäèò-

ñÿ ñîîòâåòñòâåííî k k km1 2, , ,� îáúåêòîâ, ïðè÷åì ìíîæåñòâà îáúåêòîâ A j ,

j Jm� , âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäêîíòåéíåðîâ � j , j Jm� , íå óïîðÿäî÷åíû.

Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ðàçëè÷àòü îáúåêòû ñ îäèíàêîâûìè çíà÷åíèÿìè ìåòðè-

÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê, âûñîòû hi è ìàññû mi (íàïðèìåð, ñ÷èòàòü èõ

ðàçëè÷àþùèìèñÿ ïî íîìåðó).

Óïîðÿäî÷èì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A. Êàæäîìó îáúåêòó ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

íîìåð ïîäêîíòåéíåðà, â êîòîðûé îí áóäåò ïîìåùåí. Ïîëó÷èì êîðòåæ, ñîñòîÿ-

ùèé èç n ýëåìåíòîâ, îáðàçóþùèõ ïåðåñòàíîâêó ñ ïîâòîðåíèÿìè èç m íîìåðîâ

1 2, , ,� m, â êîòîðîé ïåðâûé ýëåìåíò (íîìåð ïåðâîãî ïîäêîíòåéíåðà) ïîâòîðÿåòñÿ

k1 ðàç, âòîðîé — k2 ðàç, ïîñëåäíèé — km ðàç. Êàæäàÿ òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà îïðå-

äåëÿåò ñâîé ñïîñîá ðàñêëàäêè, à èõ îáùåå ÷èñëî

P n k k k
n

k k k
m

m

( , , , , )
!

! ! !
1 2

1 2

�
�

�
� � �

.

Òîãäà êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ n ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ èç ìíîæåñ-

òâà A ïî m ïîäêîíòåéíåðàì � j ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé ïîäêîíòåéíåð ñî-

äåðæèò õîòÿ áû îäèí îáúåêò è ïîðÿäîê ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ âíóòðè ïîäêîí-

òåéíåðà íåâàæåí, âû÷èñëÿåòñÿ

P n k k k
n

k k k
m

k k k n mk km

( , , , , )
!

! ! !
1 2

1 2
1 2 1 2

�
�

�� � � � � �
� �

� � �
�� �
�

k nm

.
(6)

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå ðàâíî ÷èñëó êîìïîçèöèé ÷èñëà n

äëèíû m, êîòîðîå ñîñòàâëÿåò N C
n
m�
�
�
1
1 .

Äëÿ ãåíåðàöèè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ïîäìíîæåñòâ A j , j Jm� , ïîñòðîèì

êîìáèíàòîðíóþ êîíôèãóðàöèþ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îáîçíà÷èì Pt n m( , ) ìíîæåñòâî êîìïîçèöèé ÷èñëà n äëèíû m (ñîîòâåòñòâóåò

ðàñïðåäåëåíèþ n ðàçëè÷íûõ öèëèíäðîâ èç ìíîæåñòâà A ïî m ïîäêîíòåéíåðàì

� j , j Jm� , ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé ïîäêîíòåéíåð ñîäåðæèò õîòÿ áû îäèí îáú-

åêò è ïîðÿäîê îáúåêòîâ âíóòðè ïîäêîíòåéíåðà íåâàæåí). Ïðè ýòîì

| ( , )| | |Pt n m N C
n
m� �
�
�
1
1 .

Ïóñòü ( , , , ) ( , )k k k Pt n mm1 2 � � , k nj

j

m

�
� �

1

, k i � 1, i Jm� . Ââåäåì êîìáèíà-

òîðíîå ìíîæåñòâî �, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèîííûé îáðàç êîìáè-

íàòîðíûõ ìíîæåñòâ (k-ìíîæåñòâî) Pt n m( , ), Cn
k1 , C

n

k

1

2 , C C
n

k

n

k

m

m

2

3

1

, ,�
�

, ïîðîæäåí-

íûé ìíîæåñòâàìè I n0
, I n1

, I In nm2 1
, ,�

�
[15], ãäå n n k ki i� � � �1 � , i Jm� �1,

I Jn n0
� ,

I I j j jn n
n n

k

n

1 0

0 0

1

0

1 2
� \ , , ,{ }� , ( , , , )j j j C

n n

k

n
n
k

1 2
0 0

1

0 1� � ,

I I j j jn n
n n

k

n

2 1

1 1

2

1

1 2
� \ , , ,{ }� , ( , , , )j j j C

n n

k

n

n

k

1 2
1 1

2

1

1

2� � ,

�����������������������
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I I j j jn n
n n

k

n

m m

m m

m

m

� �
� �

�

��
1 2

2 2

1

2

1 2
\ , , ,{ }� , ( , , , )j j j C

n n

k

n

n

km m

m

m

m

m

1 2
2 2

1

2

2

1� �

�

�

�

��� ,

I j j jn
n n

k

n

m

m m

m

m

�
� � ��

1

1 1 1

1 2
{ }, , ,� , ( , , , )j j j C

n n

k

n

n

km m

m

m

m

m

1 2
1 1 1

1

� � �

�
�� .

Îòìåòèì, ÷òî

I I I J nn n n nm0 1 1
1 2� � � � �

�
� �{ }, , , ,

I In ns t
� �
, s t J m

m
� � � �

�1
0 0 1 1{ }, , ,� .

Ýëåìåíò q q qn� �( , , )1 � � ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q q q q qk k k k� � �( , , , , , ,1 11 1 1 2
� � � ,

q qk k k km m m1 1 1� � �� �� �, , ),

ãäå ( , , ) ( , , , )q q j j j Ck
n n

k

n
n
k

1 1 21

0 0

1

0 1� �� � ,

( , , ) ( , , , )q q j j j Ck k k
n n

k

n

n

k

1 1 2

1 1

2

1

1

2
1 1 2� � � �� � ,

������������������

( , , ) ( , , , )q q j j jk k k k
n n

k

n

m m m

m m

m

m

1 1 1

1 1 1

1 2� � �� �
� � �� �� � � C

n

k

m

m

�1

.

Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà � îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (6).

Â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíò q q qn� ( , , )1 � ìíîæåñòâà � êîðòå-

æåì ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà îáúåêòîâ À íà ïîäìíîæåñòâà A j , j Jm� .

Îïðåäåëèì âåêòîð îñíîâíûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷è ÑBLP: u v z� ( , , )� , ãäå

v v vn� �( , , )1 � �R 2n , � � �� �( , , )1 � n
nR , v x yi i i� �( , ) R 2 , x yi i i, , � — íå-

ïðåðûâíûå ïåðåìåííûå, z z zn
n� �( , , )1 � R , zi — äèñêðåòíûå ïåðåìåííûå.

Çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ zi , i n�1 2, , .., , îïðåäåëÿþòñÿ â ïîðÿäêå, çàäàâàåìîì

ýëåìåíòàìè q q qn� ( , , )1 � êîìáèíàòîðíîãî ìíîæåñòâà � ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z t hq l

l

s

qi i
� ��

�
� 1

1

, (7)

ãäå

s

i k

k i k k

m k k km

�




� 
 �

� �

1

2

1

1 1 2

1 2 1

, ,

, ,

,

åñëè

åñëè

åñëè + + <

�

� i k k km
 �

�

�

�
�

�

�
�

1 2 + +� ,

i n� �1 2, , , , q ni �{ }1 2, , .., , q q qn� �( , , )1 � �.

Îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ ìíîæåñòâà A â êîíòåéíåðå � âèäà (3), (4)

îïèñûâàþòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ �1 0( , )u � � , �2 0* ( )u � , ãäå �1 0( , )u � � —

îãðàíè÷åíèå, îïèñûâàþùåå íåïåðåñå÷åíèe 3D-îáúåêòîâ, �2 0* ( )u � — îãðàíè÷å-

íèå, îïèñûâàþùåå âêëþ÷åíèe 3D-îáúåêòîâ â êîíòåéíåð �. Çäåñü

� �1 1
( , ) min ( , ),u u j Jj

m� �� �{ },

� �
1 1 2

1 2 1 2 1 2

j

q q

j
q q q q n

ju u u u q q J( , ) min ( , , ),� � � �{ }, (8)

ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 2 59



� �2 2
* *( ) min ( ),u u j Jj

m� �{ }, � �
2
* *( ) min ( ),j

q q i n
ju u q J

i i
� �{ }, (9)

�
q q

j
q q q qu u u

1 2 1 2 1 2
( , , ) — ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ

�q1
è �q2

, u x y zq q q q q1 1 1 1 1
� ( , , , )� , u x y zq q q q q2 2 2 2 2

� ( , , , )� , � q qi i
u* ( ) — ôóíê-

öèÿ, îïèñûâàþùàÿ óñëîâèå íåïåðåñå÷åíèÿ îáúåêòîâ �qi
è � �* /j j� R 3 int .

Ïóñòü u v z1 1 1 1
3� �( , , )� R , u v z2 2 2 2

3� �( , , )� R , v x y1 1 1� ( , ), v x y2 2 2� ( , ),

x y1 1 1, , � , x y2 2 2, , � — íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå, z1, z2 — äèñêðåòíûå ïåðåìåí-

íûå, u12 — âåêòîð äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ �12 1 2( , )u u íàçûâàåòñÿ D-phi-ôóíêöèåé äëÿ 3D-îá-

úåêòîâ �1 è �2 , åñëè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ z z1 1
0� è z z2 2

0� ôóíêöèÿ

�12 1 1
0

1 2 2
0

2( , , , , , )v z v z� � ÿâëÿåòñÿ phi-ôóíêöèåé �12 1 1
0

1 2 2
0

2( , , , , , )v z v z� � äëÿ

îáúåêòîâ �1 è �2 .

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ ��12 1 2 12( , , )u u u íàçûâàåòñÿ êâàçè-D-phi-ôóíêöèåé

äëÿ 3D-îáúåêòîâ �1 è �2 , åñëè ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ z z1 1
0� è z z2 2

0�

ôóíêöèÿ ��12 1 1
0

1 2 2
0

2 12( , , , , , , )v z v z u� � ÿâëÿåòñÿ êâàçè-phi-ôóíêöèåé ��12 1 1
0

1( , , ,v z �

v z u2 2
0

2 12, , , )� äëÿ îáúåêòîâ �1 è �2 .

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòíîøåíèÿõ (8), (9) ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ zq1
è zq2

èìååì �
q q

j
q q q q q q q qu u u u u

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
( , , ) ( , )� ��� — phi-ôóíêöèÿ [2] äëÿ îáúåêòîâ �q1

è

�q2
èëè �

q q

j
q q q q q q q q q qu u u u u u

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
( , , ) ( , , )� �� �� — êâàçè-phi-ôóíêöèÿ [16] äëÿ îáú-

åêòîâ �q1
è �q2

;�q q q qi i i

j

i
u u* ( ) ( )

*

� � ��
— phi-ôóíêöèÿ äëÿ îáúåêòîâ �qi

è � * j .

Â ñëó÷àå, åñëè çàäàíû ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòà-

ìè, èñïîëüçóþòñÿ ïñåâäîíîðìàëèçîâàííûå phi-ôóíêöèè (êâàçè-phi-ôóíêöèè) äëÿ

ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàð îáúåêòîâ [2, 15].

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è ÑBLP ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F u F u( , ) min ( , )* � �� s.t. ( , )u W� � , (10)

W u u u u� � � � �{ }( , ) : ( , ) , ( ) , ( )*� � ��R � �1 20 0 0 , (11)

ãäå

F u d x v z y v z z zs s s( ) ( ( , )) ( ( , )) ( )� � � � �2 2
0

2 ,

u v z� ( , , )� , v v vn� ( , , )1 � , � � �� ( , , )1 � n , v x yi i i� ( , ) , i I n� , z z zn� ( , , )1 � ,

ôóíêöèÿ �1 ( , )u � îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (8) ïðè � ��
�

j

j

m

1

� , � j �

� � �{ }( , ):q q q q Jn
j

1 2 1 2 , � � �� ( , , )1 � s — âåêòîð âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåí-

íûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàçè-phi-ôóíêöèé, s � | |� , ôóíêöèÿ �2
* ( )u îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (9), ýëåìåíòû âåêòîðà z çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (7), �( )u � 0 —
îãðàíè÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ.

Íàïðèìåð, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (10), (11) äëÿ çàäà÷è ÑBLP ðàçìåùåíèÿ

öèëèíäðîâ â öèëèíäðè÷åñêîì êîíòåéíåðå ïðèìåò âèä

min d, s.t. u v z W� �( , ) ,
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ãäå v x y x yn n� ( , , , , )1 1 � , z z zn� ( , , )1 � ,

d m x m y m zi i

i

n

i i

i

n

i i

i

� �
�

�
 
 

!

"
#
#

� �
�

�
 
 

!

"
#
#

� �
� � �
� �

1

2

1

2

1

n

�
�

�
 
 

!

"
#
#

2

,

à îáëàñòü W îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ âèäà

( ) ( ) ( ) ,

, , ,

x x y y r r

q q j J

q q q q q q

j
m

2 1 2 1 2 1

2 2 2

1 2

0� � � � � �

� �

�

�

x y R r

q j J

q q q

z
q

i
j

m

i i i i

2 2 2 0� � � �

� �

�

�

�
��

�

�
�
�

( ) ,

, .�

Çàìåòèì, ÷òî � � �m
m

M
i

i const, M mi

i

n

� �
�
�

1

const.

Màòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü çàäà÷è CBLP ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå çàäà÷è

ñìåøàííîãî öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (MIP) ñ èñïîëüçîâàíèåì áóëå-

âûõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî òàêîé ïîäõîä â îòëè÷èå îò (10), (11) ïðèâîäèò ê ñó-

ùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ ÷èñëà äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ ìîäåëè, à ñëåäîâàòåëüíî,

ê ðîñòó ðàçìåðíîñòè çàäà÷è CBLP.

ÑÒÐÀÒÅÃÈß ÐÅØÅÍÈß

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ CBLP èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñòðàòåãèÿ.

Øàã 1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì ãåíåðèðóåòñÿ ìíîæåñòâî { }q êîðòåæåé ðàçáèåíèÿ

q q qn� �( , , )1 � � ñ èñïîëüçîââàíèåì, íàïðèìåð àëãîðèòìà, ïðèâåäåííîãî â [17].

Øàã 2. Ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèé (2), (5) äëÿ êàæäîãî èç êîðòåæåé

q q�{ }. Ñòðîèòñÿ ïîäìíîæåñòâî { } { }� �q q , äëÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ (1)–(5). Åñëè { }� �
q , òî âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 1.

Øàã 3. Ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñòàðòîâûõ òî÷åê { }�u0 äëÿ êàæäîãî

êîðòåæà èç ìíîæåñòâà { }�q .

Øàã 4. Ðåàëèçóåòñÿ ïîèñê ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà çàäà÷è (10), (11) äëÿ êàæ-

äîé ñòàðòîâîé òî÷êè � �u W0 ïðè ôèêñèðîâàííîì êîðòåæå �q .

Øàã 5. Ëó÷øèé èç ïîëó÷åííûõ ëîêàëüíûõ ýêñòðåìóìîâ äëÿ âñåõ êîðòåæåé

ìíîæåñòâà { }�q è äîïóñòèìûõ ñòàðòîâûõ òî÷åê ìíîæåñòâà { }�u0 âûáèðàåòñÿ â êà-

÷åñòâå ëîêàëüíî-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è CBLP.

Ïðåäëîæåííàÿ ñòðàòåãèÿ èñïîëüçóåò ðàçóìíûé âûáîð äîïóñòèìûõ ñòàðòî-

âûõ òî÷åê è NLP-solver äëÿ ïîèñêà ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé NP-ñëîæíîé

çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè (10), (11).

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò (âðåìåíè è ïàìÿòè) èñïîëüçóåòñÿ ìîäè-

ôèêàöèÿ LOFRT àëãîðèòìà, ïðåäëîæåííîãî â [16]. Äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ñâåñ-

òè çàäà÷ó (10), (11) áîëüøîé ðàçìåðíîñòè ñ áîëüøèì ÷èñëîì íåðàâåíñòâ ê ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè ïîäçàäà÷ ñî çíà÷èòåëüíî ìåíüøèì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ è íåðàâåíñòâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ IPOPT

(https://projects.coin-or.org/Ipopt), ðåàëèçóþùèé ìåòîä âíóòðåííåé òî÷êè [18].

Àëãîðèòì ïîèñêà äîïóñòèìûõ ñòàðòîâûõ òî÷åê. Àëãîðèòì âêëþ÷àåò ñëå-

äóþùèå øàãè äëÿ çàäàííîãî êîðòåæà �q .

Øàã 1. Ãåíåðèðóåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìíîæåñòâî òî÷åê v x yi i i
0 0 0� ( , ),

i I n� , ïðèíàäëåæàùèõ ñîîòâåòñòâóþùèì ñå÷åíèÿì êîíòåéíåðà. Ôîðìèðóåì âåê-

òîð v x y x yn n
0

1
0

1
0 0 0� ( , , , , )� . Ôèêñèðóåì óãëû ïîâîðîòà � �i i� �0 0, i I n� .
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Øàã 2. Ïóñòü � �� i — êîýôôèöèåíò ãîìîòåòèè äëÿ îáúåêòîâ Ai , i I n� .

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûå ãåîìåòðè÷åñêèå ïîñòðîåíèÿ, îïðåäåëÿåì âåêòîð äîïîë-

íèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ �u 0 ðàçìåðíîñòè � òàêîé, ÷òî êàæäàÿ phi-ôóíêöèÿ èëè

êâàçè-phi-ôóíêöèÿ â (11) äîñòèãàåò ñâîåãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ïî äîïîë-

íèòåëüíûì ïåðåìåííûì �u 0 â òî÷êå ( , )u u
�
0 0� , ãäå u v

�
� �0 0 0 0� ( , , ) , �0 0� ,

v v vn
0

1
0 0� ( , , )� , � � �0

1
0 0� ( , , )� n .

Øàã 3. Âû÷èñëÿåì �
� �

0
1

0 0
2

0� �min ( , ) , ( ){ }� �u u u . Åñëè � 0 0� , òî ïåðåõî-

äèì ê øàãó 4, èíà÷å ôîðìèðóåì òî÷êó u u u� �
�* ( , , )� �0 0 0 è ïåðåõîäèì ê øàãó 5.

Øàã 4. Çàäàåì � � 0, � �i i� �0 0, i I n� , è èñïîëüçóåì u u u� �
�0 0 0 0� �( , , ) â êà-

÷åñòâå ñòàðòîâîé òî÷êè äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íåëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

� �* max� , s.t. u W� �� , (12)

W u u u un
� �

�
� �� � �� � � � � � � � �� �{ }�

3 1
1 20 0 0: ( , ) , ( ) ,� � , (13)

ãäå u u u� � �� �( , , ).

Åñëè � * � 0, òî òî÷êà u u u� � �* * * *( , , )� � ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà çàäà÷è (12),

(13) íàéäåíà è ïåðåõîäèì ê øàãó 5. Åñëè � * � 0, òî äîïóñòèìóþ ñòàðòîâóþ òî÷êó

äëÿ çàäà÷è (12), (13) íåâîçìîæíî íàéòè, ïîñêîëüêó íå âûïîëíÿþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ

ðàçìåùåíèÿ ïðè � � 0. Â ýòîì ñëó÷àå âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 1.

Øàã 5. Ïîëàãàåì, ÷òî ïàðàìåòðû � i , i I n� , — ïåðåìåííûå. Ãåíåðèðóåì ñëó-

÷àéíûì îáðàçîì ñòàðòîâûå çíà÷åíèÿ óãëîâ ïîâîðîòà � �i
* [ , )� 0 2 , i I n� .

Øàã 6. Ôîðìèðóåì äîïóñòèìóþ ñòàðòîâóþ òî÷êó ( , )* *u u� � , èñïîëüçóÿ u�
* , è

ðåøàåì ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

� �* max� , s.t. ( , )u u W� �� � , (14)

W u u u u un
� �

�
� � � �� � � � � � � � �� �{( , ) : ( , ) , ( ) , ,�

3 1
1 20 0 1 0 0� � }. (15)

Åñëè �* �1 , òî òî÷êà ( , ) ( , , , )* * * * * *u u v u� � �� � � ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà

(14), (15) íàéäåíà è ïåðåõîäèì ê øàãó 7. Åñëè �* � 1, òî âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 1.

Øàã 7. Âû÷èñëÿåì çíà÷åíèå � �( , )* *v . Åñëè � �( , )* *v � 0, òî ïåðåõîäèì

ê øàãó 8, èíà÷å — ê øàãó 9.

Øàã 8. Ñòàðòóÿ èç òî÷êè u v u u
	

� 	 �0 0� � �( , , , ( ))* * * * , ðåøàåì âñïîìîãà-

òåëüíóþ çàäà÷ó

	 	* max� , s.t. u W	 	� , (16)

W u u u u un
	 	

� � 	 	� � � � � � � � �� �{ }�
3 1

1 20 0 0 0: ( , ) , ( ) , ( ) ,� � , (17)

ãäå 	 — íåâÿçêà, u u u	 	� �( , , ), u v� ( , )� .

Åñëè 	 * � 0, òî òî÷êà u v u	 � 	* * * * *( , , , )� � ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà çàäà÷è

(16), (17) íàéäåíà, ïåðåõîäèì ê øàãó 9. Åñëè 	 *� 0 , òî âîçâðàùàåìñÿ ê øàãó 1.

Øàã 9. Ôîðìèðóåì äîïóñòèìóþ ñòàðòîâóþ òî÷êó u v u W0 � � �( , , )* * *� äëÿ

çàäà÷è CBLP.
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ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ×ÈÑËÅÍÍÛÕ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÎÂ

Çàäà÷à 1. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áàëàíñíîé êîìïîíîâêè öèëèíäðîâ � i , i �1 8, ,� ,

â öèëèíäðè÷åñêîì êîíòåéíåðå, ðàçäåëåííîì äâóìÿ êðóãîâûìè ñòåëëàæàìè íà ïîä-

êîíòåéíåðû â öåëÿõ ìèíèìèçàöèè îòêëîíåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû � A îò òî÷êè

( , , )x y z0 0 0 .

Ïóñòü n � 8, m � 3, H � 6, R � 2 5. , t t1 2 2� � , ( , , ) ( , , )x y z0 0 0 0 0 3� . Ìàññû

è ìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè (ðàäèóñû è âûñîòû) öèëèíäðîâ � i , i �1 8, ,� , çà-

äàíû â òàáë. 1.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ çàäà÷è 1: çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè

d * .� 0 3851 ïðè q1 1 4 7 3 5 8 2 6� ( , , , | , , , | , ) ; çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè d .* � 0 8847 ïðè

q 2 3 7 8 1 5 6 2 4� ( , , , | , , , | , ); çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè d * .�1 3938 ïðè

q 3 1 5 6 8 2 7 3 4� ( , , , , | , , | , ); çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè d * .� 1 8847 ïðè

q 4 1 3 5 6 7 8 2 4� ( , , , , | , , | , ). Íàèëó÷øèé ðåçóëüòàò d * .� 0 3851 ïîëó÷åí äëÿ çàäà÷è 1

ïðè q1 1 4 7 3 5 8 2 6� ( , , , | , , , | , ).

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûå ðàçìåùåíèÿ öèëèíäðîâ â ïîä-

êîíòåéíåðàõ, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðòåæàì q1, q 2 , q 3 è q 4 .

Çàäà÷à 2. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áàëàíñíîé êîìïîíîâêè ñåìåéñòâà 3D-îáúåê-

òîâ (øàðîâ � i , ïðÿìûõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ � i , òîðîâ � i , ñôåðîöèëèíäðîâ � � i
,

ïðÿìûõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ �i è ïðàâèëüíûõ ïðèçì � i ) â öèëèíäðè-

÷åñêîì êîíòåéíåðå ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé ïîâåäåíèÿ (îãðàíè÷åíèÿ íà îñåâûå è öåí-

òðîáåæíûå ìîìåíòû ñèñòåìû) è îãðàíè÷åíèé íà ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿ-

íèÿ ìåæäó îáúåêòàìè, à òàêæå ìåæäó îáúåêòàìè è ãðàíèöåé êîíòåéíåðà â öåëÿõ ìè-

íèìèçàöèè îòêëîíåíèÿ öåíòðà ìàññ ñèñòåìû � A îò òî÷êè ( , , )x y z0 0 0 .

Ïóñòü n � 20, m � 3, H �1, R � 0 45. , t t1 2 0 35� � . , A ii i� �{� �, , , , ,1 4�

i � 5 8, , ,� � i i, , ,� 9 12� , � � i
i, , ...,�13 16, �i i, , ,�17 18 19, � 20 }, ( , , )x y z0 0 0 �

� ( , , . )0 0 0 5 ,

{ , , , } { . , . , . , . , .m ii � �1 20 20 944 15 2681 27 8764 34 5575 63 7� 115 41 8146, . ,

30 4106 28 4245 49 9649 24 8714 38 6888 26 2637 20. , . , . , . , . , . , . , . ,7764 17 2159

16 8756 52 8 52 8 52 8 23 1489. , . , . , . , . };

r1 0 1� . , r2 0 09� . , r3 0 11� . , r4 0 11� . — ðàäèóñû øàðîâ � i , i �1 4, ,� ;

r5 0 1� . , h5 0 11� . , r6 0 13� . , h6 0 12� . , r7 0 11� . , h7 0 11� . , r8 0 11� . , h8 0 08� . —

ðàäèóñû è ïîëóâûñîòû öèëèíäðîâ � i , i � 5 8, ,� ;

r9 0 08� . , h9 0 07� . , r10 0 09� . , h10 0 075� . , r11 0 07� . , h11 0 06� . , r12 0 08� . ,

h12 0 07� . — ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðîâ îáðàçóþùèõ îêðóæíîñòåé äî îñåé âðàùåíèÿ

è ïîëóâûñîòû òîðîâ � i , i � 9 12, ,� ;

r13 0 1� . , h13 0 05� . , l13 0 07� . , r14 0 05� . , h14 0 05� . , l14 0 08� . , r15 0 08� . ,

h15 0 05� . , l15 0 06� . , r16 0 08� . , h16 0 04� . , l16 0 07� . — ðàäèóñû, ïîëóâûñîòû öè-
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Ïàðàìåòðû
öèëèíäðà

�1 �2 �3 �4 �5 �6 �7 �8

mi 4 2 2 1 3 3 5 5

ri 1 0.7 0.6 0.45 0.8 0.85 0.9 1

hi 1.27 1.3 1.77 1.57 1.49 1.32 1.96 1.59

Ò à á ë è ö à 1 . Èñõîäíûå äàííûå î öèëèíäðàõ



ëèíäðîâ è âûñîòû øàðîâûõ ñåãìåíòîâ äëÿ ñôåðîöèëèíäðîâ � � i
, i �13 16, ,� ;

w17 0 11� . , l17 0 1� . , h17 0 12� . , w18 0 11� . , l18 0 1� . , h18 0 12� . , w19 0 11� . ,

l19 0 1� . , h19 0 12� . — ïîëóøèðèíû, ïîëóäëèíû è ïîëóâûñîòû ïàðàëëåïèïåäîâ �i ,

i �16 18 19, , ;

r20 0 09� . , h20 0 11� . — äëèíà ñòîðîíû îñíîâàíèÿ è ïîëóâûñîòà ïðàâèëüíîé

øåñòèóãîëüíîé ïðèçìû.

Ïóñòü ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáúåêòàìè, à òàêæå ìåæ-

äó îáúåêòàìè è ãðàíèöåé êîíòåéíåðà ñîñòàâëÿþò 
 
i ij
� �� � 0 02. , i j� �1 20, ,� ;

äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ îñåâûõ è öåíòðîáåæíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè ñîñòàâëÿþò

$ $J JX Y� �170 , $JZ �150 è $ $ $J J JXY YZ XZ� � � 0.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ çàäà÷è 2: çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè

d * .� 0 0019 ïðè q1 1 5 6 9 13 14 17 2 3 7 10 15 18 20 4 8 11� ( , , , , , , , | , , , , , , , | , , , 12 16 19, , ); çíà-

÷åíèå ôóíêöèè öåëè d * .� 0 0056 ïðè q 2 3 5 6 7 10 13 17 2 4 11 12 14� ( , , , , , , , | , , , , ,
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Ðèñ. 1. Ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûå ðàçìåùåíèÿ öèëèíäðîâ â ïîäêîíòåéíåðàõ � � �1 2 3, , äëÿ çàäà÷è 1,
ñîîòâåòñòâóþùèå êîðòåæó q1 (à), êîðòåæó q2 (á), êîðòåæó q3 (â) è êîðòåæó q4 (ã)

à

4

1

7

3
5

8

6 2

á

3 8

7

5
1

2
6

4

â

3
8

46

1

5

7

2

ã

1 2

3 4

6

5
7

8



18 19 1 8 9 15 16 20, , | , , , , , ); çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè d * .� 0 0018 ïðè q 3 1 5 7 11� ( , , , ,

13 15 19 20 2 4 8 10 12 14 17 3 6 9 16 18, , , , | , , , , , , , | , , , , ); çíà÷åíèå ôóíêöèè öåëè

d * .� 0 0030 ïðè q 4 � ( , , , , , , , , | , , , , , , , | , , ,2 3 7 9 13 16 18 19 5 6 8 11 12 14 20 1 4 10 15, )17 . Íà-

èëó÷øèé ðåçóëüòàò d * .� 0 0018 ïîëó÷åí äëÿ çàäà÷è 2 ïðè

q 3 1 5 7 11 13 15 19 20 2 4 8 10 12� ( , , , , , , , , | , , , , , 14 17 3 6 9 16 18, , | , , , , ).

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûå ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ â ïîä-

êîíòåéíåðàõ � � �1 2 3, , , ñîîòâåòñòâóþùèå êîðòåæàì q1, q 2 , q 3 è q 4 .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à áàëàíñíîé êîìïîíîâêè â êîíòåéíåðå 3D-îáúåêòîâ, ðàçäåëåí-

íîì ãîðèçîíòàëüíûìè ñòåëëàæàìè íà ïîäêîíòåéíåðû. Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñ-

êàÿ ìîäåëü, ó÷èòûâàþùàÿ íå òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ ðàçìåùåíèÿ è îãðàíè÷åíèÿ
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Ðèñ. 2. Ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûå ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ â ïîäêîíòåéíåðàõ � � �1 2 3, , äëÿ çàäà÷è 2,
ñîîòâåòñòâóþùèå êîðòåæó q1 (à), êîðòåæó q2 (á), êîðòåæó q3 (â) è êîðòåæó q4 (ã)

à

10

2

3

15

12

7

18
20

17
5

13

14

1

6

19

16
8

4

119

á

2

15
18

20
14

1

12

16

8

3

7

17 5

13

6

4

10 11
19

9

â

2

15
20

14
1

12

16

8 3
7

5

13
6

4

11

19

9

18

10

17

ã

2
15

20

14

1

12

16

8
37 5

13 6

411

19

9

10

17

18



ïîâåäåíèÿ, íî è êîìáèíàòîðíûå îñîáåííîñòè çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ íåîáõî-

äèìîñòüþ ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà ðàçìåùàåìûõ öèëèíäðîâ ïî ïîä-

êîíòåéíåðàì. Ïðåäëîæåíà ñòðàòåãèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ âêëþ÷àåò ïðîöåäóðû ãå-

íåðàöèè êîðòåæåé ðàçáèåíèÿ, ïîñòðîåíèÿ ñòàðòîâûõ òî÷åê èç îáëàñòè äîïóñòè-

ìûõ ðåøåíèé è ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè. Äàííûé ïîäõîä èñïîëüçóåò ïðèíöèï

«ìóëüòèñòàðòà» äëÿ ïîèñêà «õîðîøèõ» äîïóñòèìûõ ðåøåíèé. Ðåçóëüòàòû ÷èñ-

ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà äëÿ

ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà çàäà÷ áàëàíñíîé êîìïîíîâêè.
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².Â. Ãðåáåíí³ê, Ã.À. Êîâàëåíêî, Ò.ª. Ðîìàíîâà, ².À. Óðíÿºâà, Ñ.Á. Øåõîâöîâ
ÊÎÌÁ²ÍÀÒÎÐÍ² ÊÎÍÔ²ÃÓÐÀÖ²¯ Â ÎÏÒÈÌ²ÇÀÖ²ÉÍÈÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÁÀËÀÍÑÍÎ¯
ÊÎÌÏÎÍÎÂÊÈ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó áàëàíñíî¿ êîìïîíîâêè çàäàíî¿
ìíîæèíè 3D-îá’ºêò³â ó êîíòåéíåð³, ðîçä³ëåíîìó ãîðèçîíòàëüíèìè ñòåëàæà-
ìè íà ï³äêîíòåéíåðè. Äëÿ àíàë³òè÷íîãî îïèñó óìîâ íåïåðåòèíàííÿ îá’ºêò³â
³ ðîçì³ùóâàííÿ îá’ºêò³â ó ï³äêîíòåéíåðàõ âèêîðèñòàíî ìåòîä phi-ôóíêö³é.
Âèçíà÷åíî êîìá³íàòîðí³ êîíô³ãóðàö³¿, ùî îïèñóþòü êîìá³íàòîðíó ñòðóêòóðó
çàäà÷³. Â³äïîâ³äíî äî ââåäåíèõ êîíô³ãóðàö³é ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìî-
äåëü, â ÿê³é äëÿ ïðîåêòóâàííÿ êîìïîíîâêè âðàõîâóþòüñÿ íå ò³ëüêè îáìå-
æåííÿ ðîçì³ùåííÿ ³ ìåõàí³÷í³ âëàñòèâîñò³ ñèñòåìè, à é êîìá³íàòîðí³ îñîá-
ëèâîñò³ çàäà÷³, ïîâ’ÿçàí³ ç ãåíåðóâàííÿì ðîçáèòòÿ ìíîæèíè îá’ºêò³â, ùî
ðîçì³ùóþòüñÿ âñåðåäèí³ ï³äêîíòåéíåð³â. Çàïðîïîíîâàíî ñòðàòåã³þ ðîçâ’ÿ-
çàííÿ. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: áàëàíñíà êîìïîíîâêà, êîìá³íàòîðí³ êîíô³ãóðàö³¿,
3D-îá’ºêòè, ìåòîä phi-ôóíêö³é, ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü, îïòèì³çàö³ÿ.

I.V. Grebennik, À.À. Kovalenko, Ò.Å. Romanova, I.À. Urniaieva, S.B. Shekhovtsov
COMBINATORIAL CONFIGURATIONS IN BALANCE LAYOUT OPTIMIZATION PROBLEMS

Abstract. The balance layout optimization problem for a given set of 3D-objects
in a container divided by horizontal shelves into subcontainers is considered. For
analytical description of non-overlapping and containment constraints, the
phi-function technique is used. Combinatorial configurations describing the
combinatorial structure of the problem are defined. Based on the introduced
configurations, a mathematical model is constructed that takes into account not
only the placement constraints and mechanical properties of the system but also
the combinatorial features of the problem associated with generation of partitions
of the set of objects placed inside the subcontainers. A solution strategy is
proposed. The results of numerical experiments are provided.

Keywords: balance layout, combinatorial configurations, 3D-objects,
phi-function method, mathematical model, optimization.
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