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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî óçàãàëüíåí³ íåéðîíí³ åëåìåíòè, âñòàíîâëåíî óìîâè
ðåàë³çîâíîñò³ ôóíêö³é àëãåáðè ëîã³êè íà öèõ åëåìåíòàõ. Óâåäåíî ïîíÿòòÿ
ìîäèô³êîâàíîãî ÿäðà áóëåâèõ ôóíêö³é â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â ãðóïè,
íà ÿê³é çàäàþòüñÿ ôóíêö³¿ àëãåáðè ëîã³êè, íàâåäåíî êðèòåð³¿ íàëåæíîñò³ öèõ
ôóíêö³é äî êëàñó óçàãàëüíåíèõ íåéðîôóíêö³é. Äîñë³äæåíî àëãåáðà¿÷íó
ñòðóêòóðó ÿäåð áóëåâèõ íåéðîôóíêö³é, íà îñíîâ³ âëàñòèâîñòåé ìàòðèöü òî-
ëåðàíòíîñò³ îòðèìàíî íèçêó íåîáõ³äíèõ óìîâ ðåàë³çîâíîñò³ áóëåâèõ
ôóíêö³é îäíèì óçàãàëüíåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì. Îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè
äàþòü çìîãó ðîçðîáèòè åôåêòèâí³ ìåòîäè ñèíòåçó ö³ëî÷èñëîâèõ óçàãàëüíå-
íèõ íåéðîííèõ åëåìåíò³â ç âåëèêèì ÷èñëîì âõîä³â, ÿê³ ìîæíà óñï³øíî çà-
ñòîñîâóâàòè â çàäà÷àõ êîìïðåñ³¿ ³ ïåðåäàâàííÿ ³íôîðìàö³¿, à òàêîæ ó çàäà-
÷àõ ðîçï³çíàâàííÿ äèñêðåòíèõ ñèãíàë³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: óçàãàëüíåíèé íåéðîííèé åëåìåíò, ÿäðî ôóíêö³¿, ñïåêòð
ôóíêö³¿, õàðàêòåð ãðóïè, ñèíòåç, ìàòðèöÿ òîëåðàíòíîñò³.

ÂÑÒÓÏ

Îñòàíí³ìè ðîêàìè ñïîñòåð³ãàºòüñÿ àêòèâ³çàö³ÿ òåîðåòè÷íèõ ³ ïðàêòè÷íèõ ðîçðîá-
ëåíü ó ãàëóç³ íåéðîêîìï’þòåð³â ³ çðîñòàííÿ ³íòåðåñó äî íåéðîïîä³áíèõ ñòðóêòóð,
ÿê³ çíàéøëè øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â çàäà÷àõ ðîçï³çíàâàííÿ îáðàç³â, êîìïðåñ³¿ äèñ-
êðåòíèõ ñèãíàë³â òà çîáðàæåíü, ïðîãíîçóâàíí³. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ö³ çàäà÷³
ôîðìóëþþòü ÿê ìîäåë³ êîìá³íàòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ [1, 2], à ¿õíÿ ïîÿâà ïîâ’ÿçàíà
ç ïîòðåáîþ ó ðîçâ’ÿçàíí³ ïðîáëåì, ùî âèíèêàþòü ó á³çíåñ³, ìåäèöèí³, òåõí³ö³.

Øèðîêå çàñòîñóâàííÿ íåéðîìåðåæ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ñòà-
íå ìîæëèâèì, ÿêùî áóäóòü ðîçðîáëåí³ ïðàêòè÷íî ïðèäàòí³ ìåòîäè ñèíòåçó íåé-
ðîííèõ åëåìåíò³â ç ð³çíèìè ôóíêö³ÿìè àêòèâàö³¿ òà ñèíòåçó ëîã³÷íèõ ñõåì ³ç íèõ.

Ó çàäà÷àõ ðîçï³çíàâàííÿ îáðàç³â, óù³ëüíåííÿ òà ïåðåäà÷³ äèñêðåòíèõ ñèã-
íàë³â òðåáà âì³òè çä³éñíþâàòè ñèíòåç íàä³éíèõ (ö³ëî÷èñëîâèõ) íåéðîííèõ åëå-
ìåíò³â ç âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ âõîä³â. Êëàñè÷í³ ìåòîäè àïðîêñèìàö³¿ òà ð³çí³ ³òå-
ðàö³éí³ ìåòîäè ñèíòåçó íåéðîííèõ åëåìåíò³â íå ìîæóòü áóòè çàñòîñîâàí³ íà
ïðàêòèö³ äëÿ çíàõîäæåííÿ âåêòîð³â ñòðóêòóð íåéðîåëåìåíò³â ç ìåòîþ ðåàë³çàö³¿
äèñêðåòíèõ ôóíêö³é ç âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ àðãóìåíò³â.

Øòó÷í³ íåéðîíí³ ìåðåæ³ òà íåéðîïîä³áí³ ñòðóêòóðè åôåêòèâíî âèêîðèñòîâóþòü
äëÿ êëàñèô³êàö³¿ ³ ðîçï³çíàâàííÿ çîáðàæåíü [3], à òàêîæ äëÿ ïîêðàùåííÿ ¿õíüî¿
ÿêîñò³ [4]. Íà îñíîâ³ çàçíà÷åíèõ ìåðåæ ³ ñòðóêòóð ðîçðîáëÿþòü ³íòåëåêòóàëüí³ áëîêè
ð³çíèõ ñèñòåì äëÿ êåðóâàííÿ õ³ì³÷íèìè ïðîöåñàìè [5], ïðîãíîçóâàííÿ åêî-
íîì³÷íèõ [6, 7] òà á³îëîã³÷íèõ [8] ïðîöåñ³â. ßê ïîêàçóþòü äîñë³äæåííÿ, íåéðîìåðå-
æåâ³ ìåòîäè óñï³øíî çàñòîñîâóþòü äëÿ óù³ëüíåííÿ ñèãíàë³â òà çîáðàæåíü [9–11],
ó áàíê³âñüê³é ñôåð³ äëÿ îö³íêè êðåäèòíîãî ðèçèêó [12].

Âèáèðàþ÷è ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ íåéðîííèõ åëåìåíò³â äëÿ ïîáóäîâè íåéðî-
ïîä³áíèõ ñòðóêòóð, ïîòð³áíî çâàæàòè íà ôóíêö³îíàëüíó ìîæëèâ³ñòü öèõ åëåìåíò³â,
ÿêà ìàº ñóòòºâå çíà÷åííÿ äëÿ îïòèì³çàö³¿ ê³ëüêîñò³ åëåìåíò³â ó â³äïîâ³äíèõ
ëîã³÷íèõ ñòðóêòóðàõ. Ó ðîáîò³ [13] ðîçãëÿíóòî íåéðîíí³ åëåìåíòè ç óçàãàëüíå-
íîþ ïîðîãîâîþ ôóíêö³ºþ àêòèâàö³¿. Òàêîæ çà äîïîìîãîþ õàðàêòåðèñòè÷íèõ âåê-
òîð³â ôóíêö³é àëãåáðè ëîã³êè, ïîáóäîâàíèõ ç ïåâíèõ ñïåêòðàëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â
öèõ ôóíêö³é ó áàçèñ³ Óîëøà–Àäàìàðà [14], îòðèìàíî êðèòåð³¿ ðåàë³çîâíîñò³ áóëå-
âèõ ôóíêö³é îäíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì ç óçàãàëüíåíîþ ïîðîãîâîþ ôóíêö³ºþ
àêòèâàö³¿. Ö³ êðèòåð³¿ âñòàíîâëþþòü ñïåêòðàëüí³ âëàñòèâîñò³ áóëåâèõ íåéðî-
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ôóíêö³é ³ ñëóãóþòü îñíîâîþ ð³çíèõ ³òåðàö³éíèõ òà àïðîêñèìàö³éíèõ ìåòîä³â ñèí-
òåçó óçàãàëüíåíèõ íåéðîííèõ åëåìåíò³â. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ö³ ìåòîäè ñèíòåçó óçà-
ãàëüíåíèõ íåéðîííèõ åëåìåíò³â ìîæíà çàñòîñóâàòè íà ïðàêòèö³ ó òèõ âèïàäêàõ,
êîëè ê³ëüê³ñòü âõîä³â öèõ åëåìåíò³â º íåâåëèêèì ÷èñëîì ³ íå ïåðåâèùóº ê³ëüêîõ
äåñÿòê³â. Îäíàê, ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó, äëÿ óñï³øíîãî âèêîðèñòàííÿ íåéðîííèõ
åëåìåíò³â ó çàäà÷àõ ðîçï³çíàâàííÿ äèñêðåòíèõ ñèãíàë³â òà çîáðàæåíü, çàäà÷àõ êî-
äóâàííÿ, óù³ëüíåííÿ òà ïåðåäà÷³ äèñêðåòíèõ ñèãíàë³â ïîòð³áíî âì³òè çä³éñíþâàòè
ñèíòåç (ïðîâîäèòè íàâ÷àííÿ) íåéðîííèõ åëåìåíò³â ç âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ âõîä³â (ïî-
ðÿäêó ê³ëüêîõ ñîòåíü, à, ìîæëèâî, é ê³ëüêîõ òèñÿ÷ âõîä³â). Ó çâ’ÿçêó ç öèì âñòà-
íîâëåííÿ íîâèõ âëàñòèâîñòåé óçàãàëüíåíèõ áóëåâèõ íåéðîôóíêö³é ³ ðîçðîáëåííÿ
åôåêòèâíèõ ìåòîä³â ñèíòåçó óçàãàëüíåíèõ íåéðîííèõ åëåìåíò³â ç âåëèêèì ÷èñëîì
âõîä³â òà âèêîðèñòàííÿ öèõ ëîã³÷íèõ åëåìåíò³â ó ð³çíèõ íåéðîïîä³áíèõ ñòðóêòó-
ðàõ º àêòóàëüíîþ ³ ïðàêòè÷íî âàæëèâîþ çàäà÷åþ.

Ó ö³é ðîáîò³ ââåäåíî ïîíÿòòÿ ìîäèô³êîâàíîãî ÿäðà áóëåâèõ ôóíêö³é. Ç âèêî-
ðèñòàííÿì öüîãî ïîíÿòòÿ îòðèìàíî êðèòåð³¿ ðåàë³çîâíîñò³ áóëåâèõ ôóíêö³é îäíèì
óçàãàëüíåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì. Íàâåäåíî åôåêòèâí³ íåîáõ³äí³ óìîâè ïå-
ðåâ³ðêè íàëåæíîñò³ ôóíêö³é àëãåáðè ëîã³êè äî êëàñó óçàãàëüíåíèõ íåéðîôóíêö³é.
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Gn .
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�1( ) ( , )i 
{ }0 1 .

ßêùî f f� �
� �� � �1 11 0( ) ( ) , òîä³ íå ³ñíóº ÿäðà K f( )� ³ öå îçíà÷àº, ùî

ôóíêö³ÿ f íå ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì ÓÍÅ â³äíîñíî ñèñòåìè �.
Íåõàé Z m

2
— m-é äåêàðòîâèé ñòåï³íü ìíîæèíè Z2 { }� 0 1, . Ïðèïóñòèìî, ùî

ôóíêö³ÿ f G Hn: � 2 ìàº ÿäðî K f( )� â³äíîñíî ñèñòåìè � � �� { }i im1
, ,� , òîáòî

f f� �
� �� � �1 11 0( ) ( ) . Ìíîæèíà Z m

2
çàäîâîëüíÿº îäíó ç òàêèõ óìîâ:

1) Z f fm
2

1 11 0� �� �
� �( ) ( ) — ôóíêö³ÿ f � ïîâí³ñòþ âèçíà÷åíà íà ìíîæèí³ Z m

2
;
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2) Z f fm
2

1 11 0� �� �
� �( ) ( ) — ôóíêö³ÿ f � ÷àñòêîâî âèçíà÷åíà íà ìíîæèí³ Z m

2
.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ÿäðî K f( )� âèçíà÷àºòüñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîêëàäåìî
K f K f( , ) ( )� �� � .

Ó äðóãîìó âèïàäêó ââåäåìî ïîíÿòòÿ ðîçøèðåíîãî ÿäðà â³äíîñíî ñèñòåìè õà-
ðàêòåð³â �.

Íåõàé K f q( ) , ,� � { }a a1 � — ÿäðî áóëåâî¿ ôóíêö³¿ f � â³äíîñíî ñèñòåìè

� � �� { }i im1
, ,� ³ f �

�  1 ( ) — ìíîæèíà òèõ íàáîð³â ³ç Z m
2

, íà ÿêèõ ôóíêö³ÿ íå âèç-

íà÷åíà. Òîä³ ï³ä ðîçøèðåíèì ÿäðîì ôóíêö³¿ f � â³äíîñíî ñèñòåìè � ðîçóì³þòü
K f A q q q s( , ) , , , , ,� � � �{ }a a a a1 1� � , äå a aq q s� �1, ,� — äîâ³ëüí³ ð³çí³ åëå-
ìåíòè ìíîæèíè ç f �

�  1 ( ) , q s m� � �2 1 ³ A q q s� � �{ }a a1, ,� . Çàçíà÷èìî, ùî ìíî-

æèíà A ìîæå áóòè ïîðîæíüîþ.
Ââåäåìî ïîíÿòòÿ ìîäèô³êîâàíîãî ÿäðà K f M( , )� áóëåâî¿ ôóíêö³¿

f G Hn: � 2â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â � � � �� �{ }i i i nm
X G

1 2
, , , ( )� òàêèì

÷èíîì:

K f M
K f A

K f A A
( , )

( ), ,

( , ), .�
�

�
�

� �

� �

�
�
	

ÿêùî

ÿêùî

Îçíà÷åííÿ 3. Áóëåâà ôóíêö³ÿ f G Hn: � 2 ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì óçàãàëüíå-

íèì íåéðîííèì åëåìåíòîì ç âåêòîðîì ñòðóêòóðè w � ( , , ; )*� � �1 0� m íàä ïîëåì

ä³éñíèõ ÷èñåë R â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â � � � �� �{ }i i i nm
X G

1 2
, , , ( )� â

àëôàâ³ò³ { }0 1, , ÿêùî ³ñíóº òàêå ìîäèô³êîâàíå ÿäðî K f M( , )� , ùî

a
a a


 !
� � � � � �" �

K f M
K f fi m im( , )

( ) ( ) , ( )
�

� �� � � � �1 0
1

1
� ÿêùî ( ),

( ) ( ) , ( ) ( ).

1

01 0
1

1
� � � � � � �� � � � � �

�
� " �

i m im
K f fa a� ÿêùî

�

	�

Âðàõîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ � � �� �
1

2
1( ) ({ } { }� �1 1 0 1, , ) àáî � �� � �2 1 — ïå-

ðåõ³ä â³ä { } { }0 1 1 1, ,� � , ìîæíà âñòàíîâèòè òàêèé çâ’ÿçîê ì³æ êîîðäèíàòàìè âåê-
òîð³â ñòðóêòóð w � 
 �( , , ; ) ( )� � � �1 0 1� m mW (â àëôàâ³ò³ { }�1 1, ) ³ w" "� ( ,�1 �

� , ; ) ( )� � �m m
" "

�
0 1W (â àëôàâ³ò³ { }0 1, ) óçàãàëüíåíèõ íåéðîííèõ åëåìåíò³â, ÿê³

ðåàë³çóþòü îäíó é òó ñàìó áóëåâó ôóíêö³þ â ð³çíèõ àëôàâ³òàõ:

� �i i i m" � �( , , ..., )1 2 ³ � � �0
1

0
1

2
"

�

� �



�

�
�

�

�

�
��

i

m

i . (6)

Íåõàé çàäàíî ôóíêö³þ f G Hn: � 2 , ñèñòåìó � � � �� �{ }i i i nm
X G

1 2
, , , ( )�

³ ìîäèô³êîâàíå ÿäðî K f M( , )� . Ïîáóäóºìî äëÿ ôóíêö³¿ f â³äíîñíî ñèñòåìè �

òà ìîäèô³êîâàíîãî ÿäðà K f M( , )� áóëåâó ôóíêö³þ f Z Zm
�
" �: 2 2 òàêèì ÷èíîì:

� 
 �"a a aK f M f f( , ) ( ) ( )� � � ,

� 
 �"a a aZ K f M f fm
2 \ ( , ) ( ) ( )� � � ,

äå ðèñêà íàä ñèìâîëîì îçíà÷àº ëîã³÷íó îïåðàö³þ çàïåðå÷åííÿ.

Çà âèçíà÷åííÿì ôóíêö³¿ f �
* ³ â ñèëó K f K f M( ) ( , )� �� ìàºìî

f f� �� �� " ��1 1( ) ( ) , (7)
äå � 
{ }0 1, .

Ï³ä ÿäðîì ôóíêö³¿ f �
" áóäåìî ðîçóì³òè ìîäèô³êîâàíå ÿäðî ôóíêö³¿ f � , òîáòî

K f K f M( ) ( , )� �
" � . (8)
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Íåõàé Em — ìíîæèíà ìàòðèöü òîëåðàíòíîñò³ [17] ³ K f t( ) , ,�
" � { }a a1 � —

ÿäðî áóëåâî¿ ôóíêö³¿ f G Hn: � 2 ( )f � const â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â

� � � �� �{ }i i nm
G

1
, , ( )� . Ç åëåìåíò³â ÿäðà K f( )�

" ïîáóäóºìî ìàòðèöþ K f� �( )"

òàêèì ÷èíîì: ïåðøèì ðÿäêîì ìàòðèö³ K f� �( )" áóäå âåêòîð a� � �� �( ) ( )( )1 1 1� # #� (1)m

ç K f( )�
" , äðóãèì ðÿäêîì ìàòðèö³ áóäå âåêòîð a� � �� �( ) ( )( )2 2 1� # #� (2)m , îñòàíí³ì

ðÿäêîì K f� �( )" áóäå a� � �� �( ) ( ) ( )( )t t t m� # #1 � , äå �( )i — ä³ÿ ï³äñòàíîâêè � 
S t

(S t — ñèìåòðè÷íà ãðóïà ñòåïåíÿ t) íà i. Ïîçíà÷èìî ïåðø³ r ðÿäê³â ìàòðèö³

L Em
 ÿê L r( ), ³ ÿêùî r m� �2 1 , òî ìàòðèöþ L r( ) áóäåìî íàçèâàòè ïåðåäìàòðè-

öåþ ìàòðèö³ òîëåðàíòíîñò³ L. Ââåäåìî ïîíÿòòÿ çîáðàæåííÿ ÿäðà K f( )�
" ìàòðèöÿ-

ìè òîëåðàíòíîñò³ ç Em òàêèì ÷èíîì: ÿäðî K f( )�
" äîïóñêàº çîáðàæåííÿ ìàòðèöÿ-

ìè òîëåðàíòíîñò³ ç Em , ÿêùî ³ñíóº òàêèé åëåìåíò � 
S t ³ òàêà ìàòðèöÿ L Em
 ,
ùî K f L t� �( ) ( )" � .

Íåõàé $ m — ìíîæèíà âñ³õ òàêèõ m-âèì³ðíèõ ä³éñíèõ âåêòîð³â, ùî

( , ) ( , ), )x w x w x x1 2 1 2� �( ³ x x1 2 2, 
Z m .

Âèçíà÷èìî îïóêëó ë³í³éíó îáîëîíêó conv K f( )�
" åëåìåíò³â ÿäðà K f( )�

" òàê:

conv K f( )�
" �

� 
 � � % %
��
��x x a a[ , ] | , , , ..., ; ,0 1 1 0 01

11
1

m
i i i t

i

t

i

t

� � � � � , ( )*a t K f

�
�
�

	�

�
�
�

��
� .

Àíàëîã³÷íî âèçíà÷èìî conv K f( )�
" " äëÿ K f Z K fm( ) \ ( )� �

" " "� 2
.

Òåîðåìà 1. Áóëåâà ôóíêö³ÿ f G Hn: � 2 ( f � const) ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì óçà-

ãàëüíåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â � � �� { i i1 2
, ,�

� , ( )� i nm
X G} � òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ³ñíóº òàêå ìîäèô³êîâàíå ÿäðî K f M( , )� ,

ùî conv convK f K f( ) ( )� �
" " "� � � .

Íåîáõ³äí³ñòü äîâåäåìî â³ä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî conv K f( )�
" �

� � �" "conv K f( )� , K f f( ) ( )� �� �1 1 ³ ôóíêö³ÿ f �
" ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì óçàãàëüíå-

íèì íåéðîííèì åëåìåíòîì â³äíîñíî ñèñòåìè � . Òîä³, ÿê â³äîìî [17], ³ñíóº òàêèé
åëåìåíò � ñèìåòðè÷íî¿ ãðóïè S t (t — ê³ëüê³ñòü åëåìåíò³â ÿäðà K f( )�

" ) ³ ìàòðèöÿ

òîëåðàíòíîñò³ L L Em� 
w , ùî K f L t� �( ) ( )" � w .

Ç ð³âíîñò³ K f L t� �( ) ( )* � w âèïëèâàº, ùî äëÿ âñ³õ a 
K f( )*
� ³ äëÿ âñ³õ

b
K f( )* *
�

( , ) ( , )a w b w� . (9)

Íåõàé d 
 �" " "conv convK f K f( ) ( )� � . Òîä³

d a a a� � % 

� �

"� �� � � � �i

i

t

i i

i

t

t t K f

1 1
1 11 0, , , , , , ( )� � , (10)

d b b b� � � � � � % 

� �

" "� �
i

k

i i

i

k

i k k K f

1 1
1 11 0� � � � �, , , , , , ( )� � . (11)
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Íåõàé � �min min ( , ) | ( )� 
 "{ }a w ai i K f ³ � � 
 " "� �max max ( , ) | ( ){ }b w bj j K f .

Íà îñíîâ³ (9)–(11) ìàºìî:

( , ) ( , ) min maxd w a w� %



�

�
�

�

�

�
�

� � �
� � �
� �� � � �i
i

t

i i
i

t

j

k

1 1 1
� ��




�

�
�

�

�

�
�

� % � �
�

� � �j
j

k

j jmax ( , ) ( , )
1

b w d w .

Ç îòðèìàíî¿ íåð³âíîñò³ ( , ) ( , )d w d w� âèïëèâàº, ùî ó ðàç³ conv K f( )�
" �

� � �" "conv K f( )� ³ K f f( ) ( )� �� �1 1 íå ³ñíóº òàêîãî ìîäèô³êîâàíîãî ÿäðà

ôóíêö³¿ f � , äëÿ ÿêîãî ôóíêö³ÿ f �
* ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì óçàãàëüíåíèì íåéðîí-

íèì åëåìåíòîì â³äíîñíî ñèñòåìè �. Òîä³ ç óðàõóâàííÿì (7) ôóíêö³ÿ f � íå
ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì óçàãàëüíåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì â³äíîñíî �. Îòðèìàíà
ñóïåðå÷í³ñòü äîâîäèòü íåîáõ³äí³ñòü òåîðåìè äëÿ óìîâè K f f( ) ( )� �� �1 1 . ßêùî

K f f( ) ( )� �� �1 0 , òîä³ ìàºìî ( , ) ( , )d w d w� ³ àíàëîã³÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó

îäåðæóºìî ñóïåðå÷í³ñòü, ùî äîâîäèòü íåîáõ³äí³ñòü.
Äîñòàòí³ñòü. Äàíî, ùî ³ñíóº òàêå ìîäèô³êîâàíå ÿäðî K f M( , )� , äëÿ ÿêîãî

ìàº ì³ñöå ð³âí³ñòü conv convK f K f( ) ( )� �
" " "� � � . Ïîêàæåìî, ùî ôóíêö³ÿ f �

"

ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì óçàãàëüíåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàê-
òåð³â � � � �� �{ }i i i nm

X G
1 2
, , , ( )� . Çà äîïîìîãîþ îïóêëèõ îáîëîíîê

conv K f( )�
" ³ conv K f( )�

" " ïîáóäóºìî ìíîæèíó

D K f K f� � � 
 
" " "{ conv conv }d a b a b| ( ), ( )� � ,

ÿêà, î÷åâèäíî, º îïóêëîþ ³ íå ì³ñòèòü íóëüîâîãî âåêòîðà 0, îñê³ëüêè

conv K f( )�
" � � � �" "conv K f( )� . Îïóêë³ ë³í³éí³ îáîëîíêè conv K f( )�

" ³

conv K f( )�
" " º êîìïàêòíèìè [18], îòæå, ìíîæèíà D òàêîæ êîìïàêòíà ³ òîìó çà-

ìêíåíà. Òîä³ íà îñíîâ³ òåîðåìè ïðî â³äîêðåìëåííÿ [19] ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî
äëÿ D ó m-âèì³ðíîìó åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ R m ³ñíóº òàêà ã³ïåðïëîùèíà
� � 
 �{ }x p xR pm | ( , ) 0 ( )p 0� , p R0 
 , ÿêà çàäîâîëüíÿº óìîâè

p0 0� �( , )p 0 (12)
³ äëÿ âñ³õ d 
D ìàºìî

( , )p d � p0 . (13)

Âðàõîâóþ÷è, ùî d a b a b� � 
 
" " "( ( ), ( ) )conv convK f K f� � , ç îñòàííüî¿

íåð³âíîñò³ îòðèìóºìî
( , ) ( , )p a p b� (14)

äëÿ áóäü-ÿêîãî a 
 "conv K f( )� ³ äëÿ áóäü-ÿêîãî b
 " "conv K f( )� . Îòæå, íåð³â-

í³ñòü (14) ìàº ì³ñöå äëÿ âñ³õ a 
 "K f( )� ³ äëÿ âñ³õ b
 " "K f( )� . Òîä³, ÿê ïîêà-

çàíî â [20], ³ñíóº òàêèé âåêòîð w 
$ m , ÿêèé çàäîâîëüíÿº (14). Öå îçíà÷àº,
ùî ç åëåìåíò³â ÿäðà K f( )�

" ìîæíà ïîáóäóâàòè òàêó ìàòðèöþ K f� �( )" , ùî

K f L t� �( ) ( )" � w (L Emw 
 ). Îòæå, ôóíêö³ÿ f �
" àáî f �

" (çàëåæíî â³ä òîãî, ÷è

K f f( ) ( )� �� �1 1 ÷è K f f( ) ( )� �� �1 0 ) ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì óçàãàëüíåíèì íåéðîí-

íèì åëåìåíòîì â³äíîñíî ñèñòåìè �. Ôóíêö³¿¿ f �
" ³ f �

" îäíî÷àñíî ðåàë³çóþòüñÿ
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àáî íå ðåàë³çóþòüñÿ îäíèì ÓÍÅ â³äíîñíî ñèñòåìè �. Òîä³ çà îçíà÷åííÿì 3
³ ñï³ââ³äíîøåííÿì (7) ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ôóíêö³ÿ f � ðåàë³çóºòüñÿ îä-
íèì óçàãàëüíåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì â³äíîñíî ñèñòåìè � � �� { i i1 2

, ,�
� , ( )� i nm

X G} � . Äîñòàòí³ñòü äîâåäåíî. �

Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ôóíêö³ÿ f � const , òî âîíà çàâæäè ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì

ÓÍÅ â³äíîñíî ñèñòåìè � � � �� �{ }i i i nm
X G

1 2
, , , ( )� . Ä³éñíî, çã³äíî ç (4) ôóíê-

ö³ÿ f �1 ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì ÓÍÅ â³äíîñíî ñèñòåìè � ç âåêòîðîì ñòðóêòóðè
w � ( , , ; )0 0 0� � , ÿêùî � 0 � 0 , à ôóíêö³ÿ f � 0 — â³äíîñíî ñèñòåìè � ç âåêòîðîì

ñòðóêòóðè w � ( , , ; )0 0 0� � , êîëè � 0 � 0 .
Íåõàé a b, — äîâ³ëüí³ åëåìåíòè ÿäðà K f( )� ( )a b� áóëåâî¿ ôóíêö³¿

f G Hn: � 2 â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â � � � �� �{ }i i i nm
X G

1 2
, , , ( )� ³

O( , )a b — ìíîæèíà òàêèõ îðò-âåêòîð³â e ei is1
, ,� , ùî a b e e e& � � � �i i is1 2

� ,
äå & — ïîêîîðäèíàòíà ñóìà âåêòîð³â çà ìîäóëåì 2, i ir k� , ÿêùî r k� . Ïîçíà÷è-

ìî H ( , )a b ï³äãðóïó ãðóïè Z m
2

(Z m
2

óòâîðþº ãðóïó â³äíîñíî îïåðàö³¿ &), ÿêà ïî-

ðîäæóºòüñÿ åëåìåíòàìè O( , )a b , òîáòî H Oi i i is s
( , ) , , | , , ( , )a b e e e e a b� ' 
 (

1 1
� � .

Íåõàé a � ( , , )� �1 � m , b � 
( , , )	 	1 2� m
mZ . Ïîêîîðäèíàòíó êîí’þíêö³þ

âåêòîð³â a òà b ïîçíà÷èìî a b& ( & , , & )� � 	 � 	1 1 � m m ³ H ( & )a b ïîçíà÷èìî
ñóì³æíèé êëàñ ãðóïè Z m

2
çà ï³äãðóïîþ H ( , )a b , ùî âèçíà÷àºòüñÿ åëåìåíòîì

a b& , òîáòî H H( & ) & ( , )a b a b a b� & .

Çàäàìî ìåòðèêó 
( , )a b íà Z m
2

òàêèì ÷èíîì:


 � 	( , ) ( )a b � &
�
�
i

m

i i

1

,

äå a b� � 
( , , ), ( , , )� � 	 	1 1 2� �m m
mZ .

Òåîðåìà 2. ßêùî áóëåâà ôóíêö³ÿ f G Hn: � 2 ( f � const) ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì

óçàãàëüíåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â
� � � �� �{ }i i i nm

X G
1 2
, , , ( )� ç ìîäèô³êîâàíèì ÿäðîì K f M( , )� , òîä³ äëÿ

áóäü-ÿêèõ äâîõ ð³çíèõ åëåìåíò³â a b, ç K f( )�
" , äëÿ ÿêèõ | ( & ) ( ) |H K fa b � %" "

� 2 ,

³ äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ ð³çíèõ åëåìåíò³â g h, ç H K f( & ) ( )a b � " "
� ñïðàâäæóºòüñÿ

íåð³âí³ñòü 
 
( , ) ( , )g h a b� .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé a b� �( , , ), ( , , )� � 	 	1 1� �m m — äîâ³ëüí³ ð³çí³ åëå-

ìåíòè ç K f( ) ( )�
" �a b , g h� �( , , ), ( , , )� � � �1 1� �m m — äîâ³ëüí³ ð³çí³ åëå-

ìåíòè ç H K f( & ) ( )a b � " "
� ³ 
 
� ( , )a b . Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñò³ ì³ðêóâàíü,

áóäåìî ââàæàòè, ùî ïåðø³ 
 êîîðäèíàòè âåêòîð³â a ³ b ð³çí³, à ³íø³ — îäíàêîâ³,
òîáòî � 	i i� äëÿ i �1 2, , ,� 
 ³ � 	 
i i i m� � �, , ,1 � . Ç òåîðåìè 1 òà ç òîãî, ùî
ôóíêö³ÿ f ðåàë³çóºòüñÿ îäíèì ÓÍÅ â³äíîñíî ñèñòåìè �, âèïëèâàº

conv convK f K f( ) ( )� �
" " "� � � .

Îòæå,
� � � �1 1 2 21 1a b g h� � � � �( ) ( ) (15)

äëÿ âñ³õ � �1 2 0 1, [ , ]
 .
Âðàõîâóþ÷è, ùî òî÷êè a b a b g, ( ), ,� h g h( )� º êóòîâèìè òî÷êàìè â³äïî-

â³äíèõ ìíîæèí conv convK f K f( ), ( )� �
" " " ³ K f K f( ) ( )� �

" " "� � � , íåð³âí³ñòü (15)

ìîæíà çàì³íèòè íåð³âí³ñòþ

� �1 2( ) ( )a b b g h h� � � � � (16)
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çà óìîâè, ùî
�1 0 1
( , ) òà � 2 0 1
( , ) . (17)

Ç (17) âèïëèâàº, ùî ³ñíóº òàêå ÷èñëî r 
{ }1, ,� 
 , äëÿ ÿêîãî ìàº ì³ñöå
íåð³âí³ñòü

� � 	 	 � � � �1 2( ) ( )r r r r r r� � � � � . (18)

Ïîêàæåìî, ùî êîëè ìàº ì³ñöå (16), (17) ³ � 	r r� , òî � �r r� . Öå îçíà÷àº, ùî

 
( , ) ( , )g h a b� .

Ðîçãëÿíåìî äâà ìîæëèâ³ âèïàäêè.
1. Íåõàé � r �1. Òîä³ 	 r � 0 ³ ç (18) ìàºìî � � � � �1 2� � �( )r r r . Çâ³äñè

� �
�

� �r r r� � �
1

2
1( ), � �r r Z, 
 2 . (19)

Ë³âà ÷àñòèíà íåð³âíîñò³ (19) íàáóâàº çíà÷åííÿ ç ìíîæèíè { }�1 0 1, , , îñê³ëüêè
� �r r Z, 
 2 .

Ïðàâà ÷àñòèíà íåð³âíîñò³ (19) ç óðàõóâàííÿì (17) íå ìîæå äîð³âíþâàòè 0 äëÿ
æîäíèõ çíà÷åíü � �1 2, . Îòæå, íåð³âí³ñòü (19) ìàº ì³ñöå äëÿ äîâ³ëüíèõ
� �1 2 0 1, ( , )
 ò³ëüêè ó òîìó ðàç³, êîëè � �r r� � 0. Îòæå, 
 
( , ) ( , )g h a b� .

2. Íåõàé � r � 0 . Òîä³ 	 r �1 ³ ç (18) âèïëèâàº, ùî

� � � � �� � � � �1 21 ( ) ,r r r
àáî

( ) ( )� �
�

� �r r r� � � �
1

1
2

1 .

ßê ³ â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, îñòàííÿ íåð³âí³ñòü ìàº ì³ñöå äëÿ âñ³õ
� �1 2 0 1, ( , )
 ò³ëüêè òîä³, êîëè � �r r� � 0. Îòæå, 
 
( , ) ( , )g h a b� . �

Íåõàé K f t( ) , ,�
" � { }a a1 � — ÿäðî áóëåâî¿ ôóíêö³¿ f G Hn: � 2 ( f � const)

â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â � � � �� �{ }i i i nm
X G

1 2
, , , ( )� ç ìîäèô³êîâàíèì ÿä-

ðîì K f M( , )� ³ K f i i i t( )�
" � & # # &{ }a a a a1 � — çâåäåíå ÿäðî [17] ôóíêö³¿ f �

"

â³äíîñíî åëåìåíòà a i K f
 "( )� .

Ìíîæèíó âñ³õ çâåäåíèõ ÿäåð áóëåâî¿ ôóíêö³¿ f �
" ïîçíà÷èìî T f K f i( ) ( )� �

" "� �{

� �"a i K f i t( ) | , , ,� 1 2 � }.

Êàæóòü, ùî âåêòîð a � # # 
( )� �1 2� m
mZ ïåðåäóº âåêòîðó

b � 
( , , )	 	1 2� m
mZ a b� , ÿêùî � 	i i i m� �( , , , )1 2 � . Ïîçíà÷èìî N a ìíî-

æèíó âñ³õ òàêèõ âåêòîð³â ³ç Z m
2

, ÿê³ ïåðåäóþòü âåêòîðó a .

Ç îçíà÷åííÿ ÿäðà K f( )�
" òà ç òåîðåìè 3 ³ òåîðåìè 4 ç [16] áåçïîñåðåäíüî

ìàºìî òàê³ òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3. ßêùî áóëåâà ôóíêöiÿ f G Hn: � 2 ðåàëiçóºòüñÿ îäíèì óçàãàëü-

íåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â � � �� { i i1 2
, ,�

� , ( )� i nm
X G} � ç ìîäèô³êîâàíèì ÿäðîì K f M( , )� , òîä³ ÿäðî K f( )�

" ôóíêö³¿

f �
" çàäîâîëüíÿº óìîâó

a a� 
 ) � *" "( , , ) ( ) ( , , ) ( )� � � �� �1 1� �m mK f K f ,

äå � i — ³íâåðòîâàíå çíà÷åííÿ � i .
Òåîðåìà 4. ßêùî áóëåâà ôóíêöiÿ f G Hn: � 2 ðåàëiçóºòüñÿ îäíèì óçàãàëü-

íåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â � � �� { i i1 2
, ,�

� , ( )� i nm
X G} � ç ìîäèô³êîâàíèì ÿäðîì K f M( , )� , òîä³ ìíîæèíà çâåäåíèõ

34 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2018, òîì 54, ¹ 6



ÿäåð T f( )�
" ì³ñòèòü òàêèé åëåìåíò K f i( )�

" , ùî

� 
 ) �" "a aK f N K fi i( ) ( )� � .

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äæåíî âëàñòèâîñò³ óçàãàëüíåíèõ íåéðîííèõ åëåìåíò³â ³ óìî-
âè ðåàë³çîâíîñò³ ôóíêö³é àëãåáðè ëîã³êè çà äîïîìîãîþ öèõ åëåìåíò³â. Ââåäåíî
ïîíÿòòÿ ìîäèô³êîâàíîãî ÿäðà áóëåâèõ ôóíêö³é â³äíîñíî ñèñòåìè õàðàêòåð³â
ãðóïè, íà ÿê³é çàäàíî ö³ ôóíêö³¿. Âñòàíîâëåíî êðèòåð³¿ ðåàë³çîâíîñò³ áóëåâèõ
ôóíêö³é îäíèì óçàãàëüíåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì â³äíîñíî çàäàíî¿ ñèñòåìè
õàðàêòåð³â, à òàêîæ åôåêòèâí³ íåîáõ³äí³ óìîâè ïåðåâ³ðêè ðåàë³çîâíîñò³ ôóíê-
ö³é àëãåáðè ëîã³êè îäíèì óçàãàëüíåíèì íåéðîííèì åëåìåíòîì.

Íà îñíîâ³ êðèòåð³¿â ðåàë³çîâíîñò³ áóëåâèõ ôóíêö³é îäíèì óçàãàëüíåíèì íåé-
ðîííèì åëåìåíòîì ìîæíà îòðèìàòè ðÿä äîñòàòí³õ óìîâ, ÿê³ ìîæóòü áóòè
óñï³øíî âèêîðèñòàí³ äëÿ ñèíòåçó ö³ëî÷èñëîâèõ óçàãàëüíåíèõ íåéðîííèõ åëå-
ìåíò³â ç âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ âõîä³â.
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Ô.Ý. Ãå÷å, Î.Þ. Ìóëåñà
ÀËÃÅÁÐÀÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ ßÄÅÐ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÍÅÉÐÎÔÓÍÊÖÈÉ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû îáîáùåííûå íåéðîííûå ýëåìåíòû, îïðåäåëåíû
óñëîâèÿ ðåàëèçóåìîñòè ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè íà òàêèõ ýëåìåíòàõ. Ââåäåíî
ïîíÿòèå ìîäèôèöèðîâàííîãî ÿäðà áóëåâûõ ôóíêöèé îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû õà-
ðàêòåðîâ ãðóïïû, íà êîòîðîé çàäàþòñÿ ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè. Ïðèâåäåíû
êðèòåðèè ïðèíàäëåæíîñòè ýòèõ ôóíêöèé ê êëàññó îáîáùåííûõ íåéðîôóíêöèé.
Èññëåäîâàíà àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ÿäåð áóëåâûõ íåéðîôóíêöèé. Íà îñíîâå
ñâîéñòâ ìàòðèö òîëåðàíòíîñòè óñòàíîâëåí ðÿä íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ðåàëèçóå-
ìîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé îäíèì îáîáùåííûì íåéðîííûì ýëåìåíòîì. Ïîëó÷åí-
íûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ñèíòåçà
öåëî÷èñëåííûõ îáîáùåííûõ íåéðîííûõ ýëåìåíòîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì âõîäîâ,
êîòîðûå ìîãóò áûòü óñïåøíî ïðèìåíåíû â çàäà÷àõ êîìïðåññèè è ïåðåäà÷è èí-
ôîðìàöèè, à òàêæå â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ äèñêðåòíûõ ñèãíàëîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îáîáùåííûé íåéðîííûé ýëåìåíò, ÿäðî ôóíêöèè, ñïåêòð
ôóíêöèè, õàðàêòåð ãðóïïû, ñèíòåç, ìàòðèöà òîëåðàíòíîñòè.

F. Geche, O. Mulesa
THE ALGEBRAIC PROPERTIES OF CORES OF GENERALIZED NEUROFUNCTIONS

Abstract. In this paper, we consider generalized neural elements and study the
conditions for the implementation of the functions of the algebra of logic with
such elements. The concept of a modified core of Boolean functions is introduced
in relation to the systems of groups’ character where the functions of the algebra
of logic are defined. The criteria for belonging these functions to a class of
generalized neural functions are given. The algebraic structure of the core
of Boolean neurofunctions is investigated and number of necessary conditions for
the implementation of Boolean functions by one generalized neural element are
established based on the properties of tolerance matrices. The received results
allow elaborating efficient methods of synthesis of integer generalized neural
elements with many inputs, which can be used in problems of information
compression and transmission and discrete signal recognition.

Keywords: generalized neural element, core of function, function’s spectrum,
group character, synthesis, tolerance matrix.
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