
ÓÄÊ 519.1

À.Ë. ÃÓÐÈÍ

ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× Î ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÅÉÔÀÕ
ÍÀ ÌÀÒÐÈÖÀÕ Ñ ÐÀÇÍÛÌÈ ÒÈÏÀÌÈ ÇÀÌÊÎÂ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ìàòåìàòè÷åñêèõ ñåéôàõ íà ìàòðèöàõ
ñ çàìêàìè ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä âûäåëå-
íèÿ ïîäñèñòåì, ðàçðàáîòàííûé è îáîñíîâàííûé â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâ-
òîðà äëÿ áîëåå ïðîñòûõ ñåéôîâ. Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à äëÿ ñåéôîâ ñ çàìêàìè
äâóõ òèïîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòðèöà ñîñòîÿíèé, ìàòðèöà ðåøåíèÿ, ïîäñèñòåìû ïåð-
âîãî è âòîðîãî ðîäîâ, îáðàòíàÿ ìàòðèöà, îäíîòèïíûå ñåéôû, ïðîñòîé ìî-
äóëü, ñîñòàâíîé ìîäóëü.

Ïîíÿòèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ñåéôà áûëî ââåäåíî â [1]. Èñïîëüçóåì íåêîòîðûå
îïðåäåëåíèÿ èç ýòîé ðàáîòû. Ìàòåìàòè÷åñêèì ñåéôîì íà ìàòðèöå íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìà çàìêîâ Z zij mn� ( ) òàêàÿ, ÷òî åñëè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîâîðîò êëþ÷à
â çàìêå zkl , òî òàêîé æå ïîâîðîò ïðîèñõîäèò âî âñåõ çàìêàõ, íàõîäÿùèõñÿ â
k-é ñòðîêå è l-ì ñòîëáöå. Äëÿ êàæäîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ñåéôà ñóùåñòâóåò íà-
÷àëüíîå ñîñòîÿíèå, êîòîðîå çàäàåòñÿ ìàòðèöåé B bij mn� ( ) , ãäå 0 1� � �b kij ij ,
ïðè ýòîì k ij ñîîòâåòñòâóåò ÷èñëó ñîñòîÿíèé çàìêà zij . Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì,
÷òî èñõîäÿ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ñåéôà íàéòè òàêóþ ìàòðèöó X xij mn� ( ) ,
÷òîáû ïîñëå âûïîëíåíèÿ xij ïîâîðîòîâ â ñîîòâåòñòâóþùèõ çàìêàõ ñåéô ïðè-
øåë â ñîñòîÿíèå B bij mnfin � �( )0 .

Åñëè âñå k ij ðàâíû, ò.å. k Kij � , òî ñåéôû íàçûâàþòñÿ ñåéôàìè ñ îäíîòèïíû-

ìè çàìêàìè. Òàêèå ñåéôû ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [2] äëÿ K �2 è â ðàáîòå [3]

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ïðîñòûõ K.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ b � ( , , ..., , ..., , , ..., , ..., ,b b b b b b b bn n p p11 12 1 21 22 2 1 2 , ...

..., ,bpn ..., ,bm1 b bm mn2 , ..., ) , x � � � � �( , , ..., , , , , ...x x x x x x x xn n m m11 12 1 21 22 2 1 2� �

..., )xmn . Ðåøåíèå çàäà÷è î ñåéôå ñ îäíîòèïíûìè çàìêàìè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ

ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

A Kx b� � 0 (mod ) . (1)

Ìàòðèöà A ðàçìåðà mn mn� èìååò îñîáûé âèä è ñîñòîèò èç m2 êëåòîê:

A

E E E

E E E

E E E

n n n n

n n n n

n n n n�

�
�

�

... ...

... ...

... ...

... ... ... ... ... ...

... ...E E En n n n�

	




�
�
�
�
�

�




�
�
�
�
�

, (2)

ãäå � n– ìàòðèöà ðàçìåðà n n� , ñîñòîÿùàÿ èç åäèíèö, En – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ðàçìåðà n n� .

Ïðîáëåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìàòðèöû, îáðàòíîé ê A.
Â ðàáîòå [4] áëàãîäàðÿ ñïåöèôèêå ìàòðèöû A óäàëîñü íàéòè íåïîñðåäñòâåííî åå

îáðàòíîå âûðàæåíèå A Tm n
� �1

1 2 3 4, ( , , , )� � � � â âèäå òàê íàçûâàåìîé T-ìàòðè-

öû, ñîñòîÿùåé èç m2 ïîäìàòðèö:
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ãäå H – êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà ðàçìåðà n n� âèäà
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Òàê êàê AA Emn
� �1 , òî â ðåçóëüòàòå ïåðåìíîæåíèÿ ýòèõ ìàòðèö ìîæíî âû-

äåëèòü ÷åòûðå íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèÿ â âèäå ñèñòåìû
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Íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî äåòåðìèíàíò ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû ðàâåí

� � � � �( )( )( )( )m n m n K1 1 1 mod . Îòñþäà ïîëó÷àåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå ðàçðå-

øèìîñòè ñèñòåìû (1): m K n k m n K� � � �1 1 1( ); ( ); ( )mod mod mod .

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (4) ïîëó÷èì
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à äëÿ ñåéôîâ ñ äâóìÿ òèïàìè çàìêîâ.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ìàòðèöå B ÷àñòü ñòðîê, íàïðèìåð ïåðâûå p, ñîîòâåòñòâóþò îä-
íîìó òèïó çàìêîâ ñ ÷èñëîì ñîñòîÿíèé k1, à îñòàëüíûå ñòðîêè ïðåäñòàâëÿþò çà-
ìêè âòîðîãî òèïà c ÷èñëîì ñîñòîÿíèé k2 . Â ðåçóëüòàòå ñèñòåìà îáùåãî âèäà (1)
ïðåäñòàâèòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè âèäà
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20 ( )mod (i p p m� � �1 2, , ..., ). (7)

Åñëè óìíîæèòü ñîîòíîøåíèå (6) íà k2 , à ñîîòíîøåíèå (7) — íà k1, òî

ñîîòíîøåíèÿ íå èçìåíÿòñÿ, íî òîãäà èõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

� � � �A k k
�

x b 0 1 2( )mod , (8)

ãäå A� — òà æå ìàòðèöà èç (1), ó êîòîðîé ïåðâûå pn ñòðîê óìíîæåíû íà k2 ,

à îñòàëüíûå ñòðîêè óìíîæåíû íà k1, ò.å.
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a b� � � �( , , . . ., , , , . . . , )k b k b k b k b k b k bpn pn pn mn2 1 2 2 2 1 1 1 2 1 .
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Òåîðåìà 1. Ðåøåíèå ñèñòåìû (8) óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ñðàâíåíèé

A k kx b� � 0 1 2( )mod ,

ãäå A — ìàòðèöà (2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (8) íåîáõîäèìî íàéòè åå îáðàòíóþ

ìàòðèöó. Íåòðóäíî óäîñòîâåðèòüñÿ, ÷òî det det( )A k k Apn n m p� � �
2 1

. Ïðè ïîäñ÷åòå

ìèíîðîâ äëÿ îáðàòíûõ ìàòðèö ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ j p� èìååì

a a kij ij
� �� �1 1

2( ) / , à äëÿ j p� èìååì a a kij ij
� �� �1 1

1( ) / . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðà-

âåíñòâî ( )A A� � �� �1 1
b b. Îòñþäà âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû, òàê êàê èç äâóõ

ñèñòåì (ñèñòåìû (8) è ïîñëåäíåé ïðèâåäåííîé ñèñòåìû) ïîëó÷àåì
�

x b b� � � � � �� �A A1 1( ) .

Çàäà÷ó î ìàòåìàòè÷åñêèõ ñåéôàõ íà ìàòðèöàõ ñ äâóìÿ òèïàìè çàìêîâ, ò.å.

ñèñòåìó (8), ìîæíî ðåøàòü òðåìÿ ìåòîäàìè: à) c èñïîëüçîâàíèåì T-ìàòðèöû,

á) ìåòîäîì Êðàìåðà, â) ïóòåì âûäåëåíèÿ ïîäñèñòåì, îïèñàííûõ â [3]. Ðàññìî-

òðèì ïðèìåð ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì à).

Ïðèìåð 1. Ïóñòü m � 5, n � 3, k1 3� , k2 5� , p � 2 , à ìàòðèöà B èìååò âèä
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Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â (5), ïîëó÷àåì �1= 5, � 2= 2, � 3= 13, � 4= 9.

Îòñþäà èìååì îáðàòíóþ ìàòðèöó (3) â âèäå A �1 � T5 3 5 2 13 9, ( , , , ) :
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Íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü, ÷òî
�

x A� � ��1
b (12, 6, 13, 12, 5, 14, 14, 4, 12, 13, 4,

12, 4, 14, 6) èëè

X k k�
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1 2(mod ) .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà X åñòü ðåøåíèå (8).

Ïðîâåðèì ýòî ðåøåíèå, óêàçàâ íàä ìàòðèöåé êîëè÷åñòâî ïîâîðîòîâ ñîîòâåò-

ñòâóþùåãî êëþ÷à:
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Ýòîò ìåòîä ðåøåíèÿ íàòàëêèâàåò íà îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè, åñëè â çíàìåíà-

òåëÿõ âûðàæåíèé äëÿ � i ïîÿâëÿþòñÿ äåëèòåëè íóëÿ. Òàê, åñëè ìàòðèöà B èìååò

ðàçìåð 4 6� , òî â çíàìåíàòåëÿõ ïðè � i ïîÿâëÿþòñÿ äðîáè
1

3
è

1

5
, êîòîðûì íåò ñîîò-

âåòñòâèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ äëÿ k1 3� è k2 5� . Ïîëàãàÿ ýòè äðîáè ìíèìûìè ÷èñëàìè,

ìîæíî äîñòè÷ü èõ ñîêðàùåíèÿ òîëüêî áëàãîäàðÿ ñïåöèôè÷åñêîìó âèäó âåêòîðà b.

Ðåøåíèå îñíîâíîé ñèñòåìû ìåòîäîì Êðàìåðà ñâÿçàíî ñ âû÷èñëåíèåì áîëü-

øîãî êîëè÷åñòâà îïðåäåëèòåëåé îãðîìíûõ ðàçìåðîâ, ÷òî äåëàåò ýòîò ìåòîä

ïðàêòè÷åñêè íåïðèìåíèìûì.

Ïåðåéäåì ê èçëîæåíèþ ìåòîäà âûäåëåíèÿ ïîäñèñòåì, îïèñàííûõ â [3]. Äëÿ

ýòîãî èç ìàòðèöû (9) âûäåëèì äâà ðîäà ïîäñèñòåì. Ïîäñèñòåìó ïåðâîãî ðîäà ïî-
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ëó÷èì, åñëè ïðîñóììèðóåì ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäîå n-å óðàâíåíèå, ò.å.

ïîäñèòåìó âèäà

k nS S S S S k k km m2 1 2 3 1 2 1 1 2( ) (mod� � � � � ��� � ),

…………………………………………..

k S S S S nS k k km m p2 1 2 3 1 2 1 2( ) ( mod� � � � � ��� � ),

k nS S S S S k k km m p1 1 2 3 1 1 1 1 2( ) ( mod� � � � � �� �� � ), (10)

…………………………………………..

k S S S S nS k k km m m1 1 2 3 1 1 1 2( ) ( mod� � � � � ��� � ),

ãäå S x x xi i i in� � � �1 2 � , � i ij

j

n

b i m j n� � � �
�
�

1

1 2 1 2, , , ..., , , , ..., .

Ïîäñèñòåìó âòîðîãî ðîäà äëÿ êàæäîãî j n�1 2, , ..., îïðåäåëèì èç ìàòðèöû (9)

ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âûäåëèì (kn j� )-å óðàâíåíèÿ, ãäå k m� � �0 1 2 1, , , , . Äëÿ

êàæäîãî j n�1 2, , ..., ïîëó÷èì ñèñòåìó èç m óðàâíåíèé:

k S x x x k b k kj j nj j2 1 2 3 2 1 1 2( ) (mod� � � � � �� ),

……………………………………

k x S x x k b k kj j nj pj2 1 2 3 2 1 2( ) (mod� � � � � �� ),

k x S x x k b k kj j nj p j1 1 2 3 1 1 1 2( ) (mod� � � � � � �� ), (11)

…………………………………….

k x x x S k b k kj j j m mj1 1 2 3 1 1 2( ) (mod� � � � � �� ).

Îïèøåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ýòàï 1. Âûïîëíÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå.

Øàã 1. Èç ïåðâûõ p óðàâíåíèé íàõîäèì âûðàæåíèÿ S i pi , , ...,� 2 , ÷åðåç S1.

Øàã 2. Èç ÷èñëà îñòàâøèõñÿ óðàâíåíèé íàõîäèì âûðàæåíèÿ S i pi , � �1 , ÷å-

ðåç S p�1.

Øàã 3. Ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ â ïåðâûå óðàâíåíèÿ è íàõîäèì

âûðàæåíèÿ S p�1 ÷åðåç S1.

Øàã 4. Ïîäñòàâëÿåì âñå çíà÷åíèÿ S i mi , , ...,� 2 , â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå è

íàõîäèì çíà÷åíèå S1, à çàòåì îïðåäåëÿåì âñå çíà÷åíèÿ S i .

Ýòàï 2. Äëÿ êàæäîé j-é ïîäñèñòåìû âòîðîãî ðîäà íàõîäèì çíà÷åíèÿ ïåðå-

ìåííûõ x x xj j mj1 2, , ..., ïî ñõåìå, îïèñàííîé â ýòàïå 1, íî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-

íûõ x xj p j1 1, � . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó X , ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è.

Ïðèìåð 2. Ïóñòü m � 3, n � 3, k1 3� , k2 5� , p � 2, à ìàòðèöà B èìååò âèä

B �
�

�

	




�
��

�




�
��

1 0 0

0 0 0

0 0 4

.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòó çàäà÷ó ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì, èñïîëüçóþùèì Ò-ìàòðèöû.

Âíà÷àëå íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó â âèäå Ò-ìàòðèöû. Îïðåäåëèì çíà÷åíèÿ

� i ïî ìîäóëþ 15:

� � �4 1 4
1

2

1

2

1

3 3 1

1

5

1

2

1

2
1

1

5
� � �

	



�

�



�

� �

	



�

�



� � � � � � � � �, , � � �2 3 4

1

2

3

10
� � � � .
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Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â îáðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷èì

A � �

� � � � �

� � � �

1

1

5

3

10

3

10

3

10

1

5

1

5

3

10

1

5

1

5
3

10

1

5

3

10

1

5

3

10

1

5

1

5

3

10

1

5
3

10

3

10

1

5

1

5

1

5

3

10

1

5

1

5

3

10
3

10

1

5

1

5

1

5

3

10

�

� � � � �

� � �
3

10

3

10

1

5

1

5
1

5

3

10

1

5

3

10

1

5

3

10

1

5

3

10

1

5
1

5

1

5

3

10

3

1

� �

� � � � �

� �
0

3

10

1

5

1

5

1

5

3

10
3

10

1

5

1

5

3

10

1

5

1

5

1

5

3

10

3

10
1

5

3

10

� � �

� � � � �

� �
1

5

1

5

3

10

1

5

3

10

1

5

3

10
1

5

1

5

3

10

1

5

1

5

3

10

3

10

3

10

1

5

� � �

� � � � �

	




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�




�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

.

Óìíîæèâ ýòó ìàòðèöó íà âåêòîð – b, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ âåêòîðà

x = ( , , , , , , , , )� � �1 7 9 7 1 1 9 1 1 , ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìàòðèöå X �
�

�
�

	




�
��

�




�
��

1 7 9

7 1 1

9 1 1

.

Áëàãîäàðÿ îñîáåííîìó âèäó âåêòîðà b ïîëó÷åíû öåëûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåí-

íûõ. Ïðîâåðèì ýòî ðåøåíèå:

x11 1� � x12 7� x13 9� x21 7�

B �
�

�

	




�
�

�




�
�

1 0 0

0 0 0

0 0 4
�

� � �
�
� �

	




�
�

�




�
�

2 1 2

1 0 0

1 0 4
�

5 6 6

1 7 0

1 7 4

�
� �

	




�
�

�




�
� �

�
�
�

	




�
�

�




�
�

1 0 0

1 7 9

1 7 5
�

x22 1� � x23 1� x31 9� x32 1�

�
6 0 0

6 1 1

0 7 5

�
	




�
�

�




�
� �

6 1 0

5 2 0

6 6 5

�
�

	




�
�

�




�
� �

6 1 1

6 1 1

6 6 6

�
�

	




�
�

�




�
� �

0 1 1

0 1 1

0 0 0

�
�

	




�
�

�




�
�

�

x33 1� �

�
0 0 1

0 0 1

1 1 1

	




�
�

�




�
� �

0 0 0

0 0 0

0 0 0

	




�
�

�




�
� .

Ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ ýòîãî ïðèìåðà ìåòîäîì âûäåëåíèÿ ïîäñèñòåì, îïèñàí-

íûõ â [3]. Äëÿ ýòîãî èç îáùåé ñèñòåìû âûäåëèì ÷åòûðå ïîäñèñòåìû ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùèìè ìíîæèòåëÿìè: ïîäñèñòåìó ïåðâîãî ðîäà:

5 5 5

5 5 0

3 3 9 12

2 3

1 3

1 2 3

S S

S S

S S S

� �
� � �

� � �

�

�
�

��
... (mod 15)

è òðè ïîäñèñòåìû âòîðîãî ðîäà:
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5 5 5 5

5 5 5 0

3 3 3 0

1 21 31

11 2 31

11 21 3

S x x

x S x

x x S

� � �
� � �
� � �

�

�
�

��
(mod 15),

5 5 5 0

5 5 5 0

3 3 3 0

1 22 32

12 2 32

12 22 3

S x x

x S x

x x S

� � �
� � �
� � �

�

�
�

��
(mod 15),

5 5 5 0

5 5 5 0

3 3 3 12

1 23 33

13 2 33

13 23 3

S x x

x S x

x x S

� � �
� � �
� � �

�

�
�

��
(mod 15).

Ñîãëàñíî èçëîæåííîìy âûøå àëãîðèòìó íàõîäèì çíà÷åíèÿ S i . Âû÷èòàÿ èç

ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîäñèñòåìû ïåðâîãî ðîäà âòîðîå óðàâíåíèå, íàõîäèì

S S2 1
5

5
� � . Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ

5

5
(mod 15), êîòîðîå ðàâíî 1 ëèáî –2, ïî-

ëó÷àåì äâà çíà÷åíèÿ äëÿ S 2 . Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì S 3 , ðàâíîå ëèáî –S1,

ëèáî 2 1S . Èñõîäÿ èç çíà÷åíèé S 2 è S 3 ìîæíî ðàçëè÷èòü ÷åòûðå òàêèõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü S S2 1 1� � , S S3 12� . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå ïåðâîé ïîäñèñòåìû, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ S1=1, S S2 3 2� � , à çàòåì,

ïîäñòàâëÿÿ èõ â ïîñëåäóþùèå ïîäñèñòåìû, íàõîäèì çíà÷åíèÿ ìàòðèöû

X �
�
�

	




�
��

�




�
��

2 1 2

1 2 1

2 0 0

.

Ïðîâåðèì ýòî ðåøåíèå:

x11 2� x12 1� x13 2� � x21 1�

B �
�

�

	




�
�

�




�
�

1 0 0

0 0 0

0 0 4
�

1 2 2

2 0 0

2 0 4�

	




�
�

�




�
� �

2 3 3

2 1 0

2 1 4�

	




�
�

�




�
� �

0 1 1

2 1 2

2 1 6

�
�

	




�
�

�




�
� �

x22 2� x23 1� � x33 2�

�
1 1 1

0 2 1

3 1 6

�
�

	




�
�

�




�
� �

1 0 1

2 1 1

3 3 6�

	




�
�

�




�
� �

1 0 0

1 0 0

3 3 7�

	




�
�

�




�
� �

0 0 0

0 0 0

0 0 0

	




�
�

�




�
�.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü S S2 1 2� – , S S3 12� . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â òðåòüå

óðàâíåíèå ïåðâîé ïîäñèñòåìû, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

3 3 6 18 121 1 1S S S� � � � (mod 15), îòêóäà íàõîäèì S1 2� , S 2 0� , S 3 4� . Ïîäñòàâ-

ëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ âî âòîðóþ ïîäñèñòåìó, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ ïåðâîãî ñòîëáöà

ìàòðèöû X : x x x11 21 311 0 1� � � �, , . Èç òðåòüåé ïîäñèñòåìû ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ

âòîðîãî ñòîëáöà ìàòðèöû X , à èìåííî x x x12 22 321 3 1� � � � �, , . Ïðè ïîäñ÷åòå

çíà÷åíèé òðåòüåãî ñòîëáöà ìàòðèöû âîçíèêàþò íåêîòîðûå ïðîáëåìû.

Ïî îïðåäåëåíèþ x S x x13 1 11 12 2 3� � � � (mod ). Íàéäåì x23 . Ñ îäíîé ñòîðî-

íû, x S23 2 0 3 0 3� � � � �( ) (mod ), ñ äðóãîé — èç òðåòüåãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîé

ïîäñèñòåìû âûòåêàåò 3 12 3 323 3 13x S x� � � . Îáùèì çíà÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ x23 3� .

Çàòåì îïðåäåëèì x33 . Ïî îïðåäåëåíèþ x S33 3 1 1 4 5� � � � (mod ). Èç ïåðâîãî

óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîé ïîäñèñòåìû ñëåäóåò, ÷òî 5 5 533 1 23x S x� � � , ò.å. x33 1�
ëèáî x33 4� . Èìååì îáùåå ðåøåíèå: x33 4� .
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B ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ìàòðèöó X �
�
�

�

	




�
��

�




�
��

1 1 2

0 3 3

1 1 4

.

Ïðîâåðèì ýòî ðåøåíèå:

x11 1� x12 1� � x13 2� x22 3� �

B �
�

�

	




�
�

�




�
�

1 0 0

0 0 0

0 0 4
�

0 1 1

1 0 0

1 0 4�

	




�
�

�




�
� �

�
�
� �

	




�
�

�




�
�

1 0 0

1 1 0

1 1 4
�

1 2 2

1 1 2

1 1 2

�
� �

	




�
�

�




�
� �

x23 3� x31 1� � x32 1� x33 4�

�
1 1 2

2 4 1

1 4 2

�
� � �

� �

	




�
�

�




�
� �

1 1 5

1 1 2

1 4 1

�
�
�

	




�
�

�




�
� �

0 1 5

0 1 2

0 5 0

�
�
�

	




�
�

�




�
� �

0 0 5

0 0 2

1 4 1�

	




�
�

�




�
� �

0 0 0

0 0 0

0 0 0

	




�
�

�




�
�.

Ñëó÷àé 3. Ïóñòü S S2 1 1� � , S S3 1� – . Ïîäñòàâëÿÿ ýòè çíà÷åíèÿ â ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå ïåðâîé ñèñòåìû, ïîëó÷àåì çíà÷åíèÿ S1 3� � , S 2 2� � , S 3 3� . Ïîäñòà-

âèâ èõ âî âòîðóþ è òðåòüþ ïîäñèñòåìû, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî

ñòîëáöîâ ìàòðèöû X , à èìåííî x11 0� , x21 2� , x31 2� , x x12 222 1� � � �, ,

x32 4� . Çíà÷åíèÿ òðåòüåãî ñòîëáöà ìàòðèöû X ïîëó÷èì äðóãèì ñïîñîáîì. Ïî

îïðåäåëåíèþ x13 1� � , x S x x23 2 21 22 3� � � � � . Ïðè ýòîì èç ÷åòâåðòîé ïîäñèñòå-

ìû íàõîäèì, ÷òî 3 12 3 3 623 3 13x S x� � � � , ò.å. x23 2� ëèáî x23 3� � . Îáùèì ÿâëÿ-

åòñÿ çíà÷åíèå x23 3� � . Èç ïåðâîãî óðàíåíèÿ ýòîé ñèñòåìû íàõîäèì, ÷òî

5 5 5 30 0 1533 1 23x S x� � � � (mod ) . Ñëåäîâàòåëüíî, x33 ðàâíî ëèáî – 3, ëèáî 0,

ëèáî 3. À ïî îïðåäåëåíèþ x S x x33 3 31 32 3� � � � � , ò.å. îáùèì ÿâëÿåòñÿ x33 3� � .

Îêîí÷àòåëüíûì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà X �
� �
� �

�

	




�
��

�




�
��

0 2 1

2 1 3

2 4 3

.

Êàê âèäèì, ýòî ïðåäñòàâëÿåò ðåøåíèå çàäà÷è.
Ñëó÷àé 4. Ïóñòü S S2 1� –2, S 3= –S1. Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â ïîñëåäíåå

óðàâíåíèå ïåðâîé ñèñòåìû, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ S1 1� � , S 2 3� � , S 3 1� � .

Àíàëîãè÷íî, êàê è â ñëó÷àå 3, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ìàòðèöû X �
�

� �
	




�
��

�




�
��

0 1 0

1 0 2

2 1 0

.

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è.
Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû Â íå âñåãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå.

Â ýòîì óáåäèìñÿ íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
Ïðèìåð 3. Ïóñòü m n� � 5, k1= 2, k2 = 3, p � 2 , à ìàòðèöà B èìååò âèä

B �

�
�

�
�

�

	




�
�
�
�
�

�




�
�
�
�
�

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 2 0 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 1

.

Îáðàçóåì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäñèñòåìû äëÿ ýòîé ìàòðèöû:
ïîäñèñòåìó ïåðâîãî ðîäà

a S S S S S

a S S S S S
1 1 2 3 4 5

2 1 2 3 4 5

25 5 5 5 5 5

5 25 5 5 5 5

� � � � � �
� � � � � �

a S S S S

a S S S S

a S

3 1 2 4 5

4 1 2 3 5

5 1

3 3 3 3 6

3 3 3 3 6

3

� � � � � �
� � � � � �
�

�

�

� � � � �

�

�

�
�

�

�
�3 3 3 3

15

2 3 4S S S �

(mod )
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è ïÿòü ïîäñèñòåì âòîðîãî ðîäà òàêæå ïî ìîäóëþ 15:

5 5 5 5 5 5

5 5 5 5 5 0
1 21 31 41 51

11 2 31 41 51

S x x x x

x S x x x

� � � � �
� � � � �

3 3 3 3 3 0

3 3 3 3 3 0
11 21 3 41 51

11 21 31 4 51

x x S x x

x x x S x

� � � � �
� � � � �

3 3 3 3 3 011 21 31 41 5x x x x S� � � � �

�

�

�
�

�

�
�

,

5 5 5 5 5 0

5 5 5 5 5 5
1 22 32 42 52

12 2 32 42 52

S x x x x

x S x x x

� � � � �
� � � � �

3 3 3 3 3 0

3 3 3 3 3 0
12 22 3 42 52

12 22 32 4 52

x x S x x

x x x S x

� � � � �
� � � � �

3 3 3 3 3 012 22 32 42 5x x x x S� � � � �

�

�
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Âûïîëíèâ øàãè 1 è 2 ýòàïà 1, íàõîäèì S S S S S S1 2 4 3 5 3 1� � � �, , . Øàã 3

ñäåëàòü íåâîçìîæíî, òàê êàê ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé S S
a a

4 3
3 4

3
� �

�
è

S S
a a

5 3
3 5

3
� �

�
â ïåðâîå óðàâíåíèå ïîëó÷èì òîæäåñòâî 25 5 51 1 3S S S� � �

� �
�

�
�	



��

�



�� �5 5

3 3
153

3 4 3 5
1S

a a a a
a (mod ) , ÷òî âîçìîæíî òîëüêî ïðè îäíîì

óñëîâèè, êîãäà 2
3

5
3 4 5 1a a a a� � � . Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, çàäà÷à íå

èìååò ðåøåíèÿ. Â äàííîì ïðèìåðå ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ è çàäà÷à èìååò íå-

ñêîëüêî ðåøåíèé, ïîñêîëüêó èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ a5 ñëåäóåò, ÷òî S1

è S 3 ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè óñëîâèè S1+ S 3= 3 (mod 5).

Åñëè çàäàòü, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ S1=1, S 3=2, òî ïîëó÷èì äðóãèå çíà÷åíèÿ:

S S S2 4 51 2 3� � �, , . Ïîäñòàâèâ ýòè çíà÷åíèÿ â j-å ( , , , )j �1 2 3 4 ïîäñèñòåìû âòî-

ðîãî ðîäà è ñëåäóÿ ñõåìå ýòàïà 2, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ïåðâûõ ÷åòûðåõ ñòîëáöîâ

ìàòðèöû X : (1, 2, 2, 2, 3), (2, 1, 2, 2, 3), (0, 0, 0, 2, 3), (0, 0, 2, 0, 3). Âû÷èñëåíèå ïÿ-

òîãî ñòîëáöà âûïîëíèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïî îïðåäåëåíèþ èìååì

x x S15 25 1 1 2 2� � � � � � (mod 3), x x S35 45 3 2 2 2 1� � � � � � (mod 5), x55 �
� � � �S 3 3 3 1 5(mod ) . Èç ýòèõ çíà÷åíèé x x x35 45 55, , óäîâëåòâîðÿþò ïîñëåäíèì

òðåì óðàâíåíèÿì ïÿòîé ïîäñèñòåìû âòîðîãî ðîäà. Ïðè ýòîì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ

ýòîé ïîäñèñòåìû âûòåêàåò x55 1� � (mod 3). Îáùèì ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ x55 11� .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà ðåøåíèÿ ïðèìåò âèä

X �

�
�

	




�
�
�
�
�

�




�
�
�
�
�

1 2 0 0 2

2 1 0 0 2

2 2 0 2 1

2 2 2 0 1

3 2 2 3 11

.

Ñëó÷àè âûðîæäåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â òîæäåñòâî âîçíèêàþò ïðè òàêèõ ïàðà-

ìåòðàõ: n p� � �1 0 (mod k1), a a a p1 2� � �� , m p k� � 2 . Â òàêîé ñèòóàöèè S p�1

çàâèñèò îò S1; ðåøåíèå çàäà÷è íåîäíîçíà÷íî. Êðîìå òîãî, íà ai íàëàãàþòñÿ îïðåäå-

ëåííûå îãðàíè÷åíèÿ òèïà óïîìÿíóòûõ âûøå, áåç êîòîðûõ çàäà÷à íåðàçðåøèìà.
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Ïîäîáíûå çàäà÷è äëÿ ñåéôîâ áîëåå ÷åì ñ äâóìÿ òèïàìè çàìêîâ ðåøàþòñÿ

àíàëîãè÷íî ïî àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â ýòàïàõ 1, 2.
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À.Ë. Ãóð³í
ÌÅÒÎÄÈ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ× ÏÐÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×Í² ÑÅÉÔÈ ÍÀ ÌÀÒÐÈÖßÕ
Ç Ð²ÇÍÈÌÈ ÒÈÏÀÌÈ ÇÀÌÊ²Â

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ìàòåìàòè÷í³ ñåéôè íà ìàòðèöÿõ ³ç çàìêà-
ìè ð³çíèõ òèï³â. Äëÿ äîñë³äæåííÿ çàñòîñîâàíî ìåòîä âèä³ëåííÿ ï³äñèñòåì,
ÿêèé ðîçðîáëåíî òà îáãðóíòîâàíî â ïîïåðåäí³õ ðîáîòàõ àâòîðà äëÿ á³ëüø
ïðîñò³õ ñåéô³â. Äîñë³äæåíî çàäà÷ó äëÿ ñåéô³â ³ç çàìêàìè äâîõ òèï³â. Íàâå-
äåíî ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ òàêî¿ çàäà÷è.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìàòðèöÿ ñòàí³â, ìàòðèöÿ ðîçâ’ÿçêó, ï³äñèñòåìè ïåðøîãî òà
äðóãîãî ðîä³â, îáåðíåíà ìàòðèöÿ, îäíîòèïí³ ñåéôè, ïðîñòèé ìîäóëü, ñêëàäå-
íèé ìîäóëü.

A.L. Gurin
METHODS FOR SOLVING THE PROBLEMS OF MATHEMATICAL SAFES
ON MATRICES WITH DIFFERENT TYPES OF LOCKS

Abstract. The paper deals with the problem of mathematical safes on matrices
with locks of different types. The method of subsystems separation is used,
which was developed and substantiated in previous works for sympler safe
types. Examples of solving such problem are given.

Keywords: state matrix, solution matrix, subsystems of the first and second
kind, inverse matrix, safes of the same type, simple module.
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