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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíà ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè â íåïðå-
ðûâíîì âðåìåíè. Îïèñàí ìåòîä îöåíèâàíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ è ïàðàìåò-
ðîâ ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû åãî èñïîëüçîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãðåññèÿ, íåïðåðûâíîå âðåìÿ, ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïàðàìåòðû
ðåãðåññèè, îöåíèâàíèå.

1. ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ðåãðåññèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ñ íåèçâåñòíûìè òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ — âèä ðåã-

ðåññèè, êîòîðûé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ è ïîýòîìó ïðåä-

ñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ. Â ðàáîòàõ [1–2] è äðóãèõ ïóáëèêàöèÿõ ðàññìàòðèâàåò-

ñÿ ðåãðåññèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè â äèñêðåòíîì âðåìåíè, êîòîðàÿ ëèíåéíà îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíûõ åå ïàðàìåòðîâ. Ñóòü ðåãðåññèè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè ñîñòîèò

â òîì, ÷òî ïàðàìåòðû ðåãðåññèè ïîñòîÿííû íå íà èíòåðâàëå íàáëþäåíèÿ, à íà åãî

ïîäûíòåðâàëàõ, êîòîðûå ðàçäåëÿþòñÿ îäèí îò äðóãîãî òî÷êàìè ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèÿ ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè â íåïðåðûâíîì âðåìåíè íåîá-

õîäèìî çíàòü õàðàêòåð èçìåíåíèÿ íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé y t( ) â îêðåñòíîñòè

òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ, êîòîðûé ìîæíî îïðåäåëèòü ïî åå ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäà-

íèþ Ey t( ) . Íà ðèñ. 1, 2 ãðàôè÷åñêè ïðåäñòàâëåíû âîçìîæíûå åãî èçìåíåíèÿ.

Ðèñ. 1 èëëþñòðèðóåò ïåðåõîä îò îäíîãî ïîäûíòåðâàëà âðåìåíè ïîñòîÿíñòâà ïàðà-

ìåòðîâ ðåãðåññèè ê äðóãîìó ïîäûíòåðâàëó, êîãäà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåêëþ-

÷åíèÿ íà ìàëîì îòðåçêå âðåìåíè äëèíîé h0 ïðîèñõîäèò ðåçêîå èçìåíåíèå Ey t( ) .

Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû ðåãðåññèè íà ñîñåäíèõ èíòåðâàëàõ ìåæäó ñîáîé íå ñâÿçàíû.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ âîçìîæíà ïðè ïåðåõîäå ñèñòåìû èç îäíîãî óñòàíîâèâøåãîñÿ ðå-

æèìà â äðóãîé. Òîãäà h0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äëèòåëüíîñòü ïåðåõîäíîãî ïðîöåñ-

ñà. Ñëó÷àé, êîãäà â òî÷êå ïåðåêëþ÷åíèÿ ñòûêóþòñÿ òðåíäû íà ñîñåäíèõ ïîäûí-

òåðâàëàõ âðåìåíè, ïîêàçàí íà ðèñ. 2. Ñóùåñòâóþùàÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè

ðåãðåññèè íà ýòèõ ïîäûíòåðâàëàõ îáåñïå÷èâàåò íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèè Ey t( ) .

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ Ey t( ) íåïðåðûâíà â òî÷êå ïåðåêëþ÷åíèÿ.

82 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 1

Ðèñ. 2. Ãðàôèê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çàâè-
ñèìîé ïåðåìåííîé ïðè ïëàâíîì ïåðåõîäå îò
îäíîãî ðåæèìà ðàáîòû ê äðóãîìó. Âåðòèêàëüíàÿ
ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ïåðåêëþ÷åíèÿ

Ðèñ. 1. Ãðàôèê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çàâèñè-
ìîé ïåðåìåííîé ïðè áûñòðîì ïåðåõîäå îò îäíîãî
ðåæèìà ðàáîòû ê äðóãîìó. Ëåâàÿ âåðòèêàëüíàÿ
ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ïåðåêëþ÷åíèÿ

E
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Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ðåãðåññèè â íåïðåðûâíîì

âðåìåíè ñ ïåðåêëþ÷åíèÿìè äëÿ ñèòóàöèè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 1. Ðåãðåññèÿ ëè-

íåéíà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ åå ïàðàìåòðîâ:

y t t t tti( ) ( ) ( ) ( )� � � � �x z� � �0 0 , t I i� 0 , i k� �1 10, ,� , t T�[ , ]0 , (1)

ãäå øòðèõ â èíäåêñå îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, x t
n�� è zt

m�� — íåçà-

âèñèìûå ïåðåìåííûå (ðåãðåññîðû), � ti
n0 �� è � 0 ��m — èñòèííûå íåèçâåñò-

íûå âåëè÷èíû ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè, �( )t — øóì, k 0 — ÷èñëî òî÷åê ïåðå-

êëþ÷åíèÿ, T — äëèíà èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ [ , ]0 T .

Ïàðàìåòðû ðåãðåññèè ïîñòîÿííû íà I t
1
0

1
00� [ , ] ; I t h ti i i

0
1

0 0 0� �
�

[ , ] ,

i k� �2 10, ,� , t T
k0 1

0

�
� :

� �ti i
0 0� � const äëÿ t I i� 0 , i k� �1 10, ,� . (2)

Òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ti
0 , i k�1 0, ,� , è h0 — íåèçâåñòíûå íåïðåðûâíûå âåëè-

÷èíû.

Äîïóùåíèå 1. Ñòàöèîíàðíàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ �( )t , t � 0, èìååò íóëåâîå

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ � 2 .

×àñòíûì ñëó÷àåì (1) ÿâëÿåòñÿ ðåãðåññèÿ ñ ïîñòîÿííûì íà èíòåðâàëå íàáëþ-

äåíèÿ ïàðàìåòðîì � 0 :

y t t t( ) ( ) ( )� � �x � �0 , 0 	 	t T . (3)

Ðåãðåññèÿ âèäà (3) ÿâëÿëàñü ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ Ï.Ñ. Êíîïîâà [3, 4]

è À.ß. Äîðîãîâöåâà [5]. Åé óäåëÿëîñü çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âíèìàíèÿ, ÷åì êëàñ-

ñè÷åñêîé ðåãðåññèè, ó êîòîðîé ÷èñëî íàáëþäåíèé íàä ïåðåìåííûìè íà èíòåðâà-

ëå êîíå÷íîé äëèíû òàêæå êîíå÷íî. Òàêîé âèä ðåãðåññèè ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ÷à-

ñòíûì ñëó÷àåì (1) ïðè h0 0� è t t t T
k1

0
2
0 0

0
� � � �... .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â (1) ôóíêöèè x( )t è z( )t èçâåñòíû äëÿ t T�[ , ]0 . Òîãäà ñî-

ãëàñíî äîïóùåíèþ 1 ïîëó÷àåì çàäà÷ó îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ â ðåãðåññèè (1)

S ( , , )� � t �

� � � � � � � � � �
 ( ( ) ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) ( )y t t t dt y t t ti

t

ix z x z� � � �2

0

1

) min2

2

1

1

dt

t h

t

i

k

i

i

� ��

�


� � , (4)

ãäå ÷èñëî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé k çàäàíî, h — ïðèáëèæåíèå äëÿ h0 , âûáèðàåò-

ñÿ êàê ìàëàÿ âåëè÷èíà; � i , i k� �1 1, ,� ; � — âàðüèðóåìûå âåëè÷èíû ïàðà-

ìåòðîâ ðåãðåññèè, ñîîòâåòñòâåííî èçìåíÿþùèõñÿ è íåèçìåíÿþùèõñÿ â òî÷êàõ

ïåðåêëþ÷åíèÿ; ti , i k�1, ,� , — âàðüèðóåìûå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ — íåïðå-

ðûâíûå âåëè÷èíû; t T
k�

�
1

; � � � �� � � � ��[ ]1 2 1� k , t � �[ ]t t tk1 2 � .

Îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ â (1) ïðèìåì ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ.

Äîïóùåíèå 2. Çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ è ðåãðåññîðû â (4) óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ Ëèïøèöà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè t è �:

| ( ) ( )| | |y t y l t� 	 �� � , || ( ) ( ) || | |x xt l t� 	 �� � , || ( ) ( ) || | |z zt l t� 	 �� � , t T, [ , ]�� 0 .

Äîïóùåíèå 3. Êîìïîíåíòû âåêòîðà [ ( ) ( )]x z� � �t t — ôóíêöèè x tj ( ) ,

j n�1, ,� , è z tj ( ) , j m�1, ,� , ëèíåéíî íåçàâèñèìû äëÿ t T�[ , ]0 .
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Ïðåîáðàçóåì (4), çàïèñàâ åãî â òàêîì âèäå:

S S y t dt
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t H

t

i i

t H

t

i i

i

i i

t t dt

1 1

2x x( ) ( )
i

t t dt
 �



�

�
��

�

�

�
��

�x z( ) ( ) �

� � �



�

�
��

�

�

�
��

�

�

�
�

� �

� �z z( ) ( )t t dt

t H

t

i i

i

1

, (5)

ãäå

H
h i k

ii �
� �
�

�
�
�

, , ,

,

åñëè

åñëè 1,

2 1

0

�
t
0

0� , t T
k�

�
1

. (6)

Ââåäåì ìàòðèöû è âåêòîðû:

A A x xi i i i

t H

t

t t t t dt

i i

i

� � ��

��


( , ) ( ) ( )1

1

, ( )n n� , i k� �1 1, ,� ;

A t A( ) ( ( , ))� �diag i i it t 1 , i k� �1 1, ,� , ( ( ) ( ))n k n k� � �1 1 ;

B B x zi i i i

t H

t

t t t t dt

i i

i

� � ��

��


( , ) ( ) ( )1

1

, ( )n m� , i k� �1 1, ,� ;

B t

B

B

( )

( , )

...

( , )

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�� �

1 1 0

1 1

t t

t tk k k

, ( ( ) )n k m� �1 ;

C C xi i i i

t H

t

t t t y t dt

i i

i

� ��

��


( , ) ( ) ( )1

1

, ( )n�1 , i k� �1 1, ,� ;

C t

C

C

( )

( , )

...

( , )

�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�� �

1 1 0

1 1

t t

t tk k k

, ( ( ) )n k � �1 1 ;

D z�

� ��

�


� ( ) ( )t y t dt

t H

t

i

k

i i

i

1
1

1

, ( )m�1 ;

E z z� �

� ��

�


� ( ) ( )t t dt

t H

t

i

k

i i

i

1
1

1

, ( )m m� .

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé èç (5) ïîëó÷àåì

S � �( , , )� � t

(7)
� � � � � � �

� ��

�

�

�

�

� �y t dt

t H

t

i

k

i

i

k

i

i
i i

i
2

1

1

1

1

1

2 2( ) � � � �C D
1

1

1

1

2
k

i i

i

k

i

�

�

�

� �� � � �A B E� � � � �� .
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Îòñþäà ñëåäóåò

S y t dt

t H

t

i

k

i i

i

( , , ) ( ) ( ) ( )� � � � �t C t A t� � � � � �

� ��

�


� 2

1

1

1

2 2 2� � � � �� � � � �B t D E( ) . (8)

Ïîëîæèâ � � �� � � � � � �[ ] ( )
�

k n m1 , èç (8) èìååì

S y t dt

t H

t

i

k

i i

i

( , ) ( ) ( ) ( )� � � �t Q t R t� � � � �

� ��

�


� 2

1

1

1

2 , (9)

ãäå

Q t
C t

D t
( )

( )

( )

( )�
�

�
�

�

�
� �

� �
�

k n m1 , R t
A t

B t

B t

E t
( )

( )

( )

( )

( )
�

�

�

�
�

�

�
� . (10)

Ìàòðèöà R t( ) êâàäðàòíàÿ è ñèììåòðè÷íàÿ ïîðÿäêà ( ( ) )n k m� �1 .

Äîêàæåì âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ

â äàëüíåéøåì.

Ëåììà 1. Íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïîëîæèòåëüíîé îïðåäå-

ëåííîñòè ìàòðèöû R t( ) ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå äîïóùåíèÿ 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ó÷èòûâàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ ïîäìàòðèö ìàòðèöû R t( ) , ïðè-

âåäåííûå âûøå, çàïèøåì åå â âèäå R t X X( ) ( ) ( )� �
 t t dt

T

0

, ãäå X�( )t — ìàòðèöà

ðàçìåðà ( ) ( ( ) )k n k m� � � �1 1 ,

X

x O O z

O x O z
� �

� � � �

� � �
�

�( )

( ) ( )

( )

( )

( )t

t t

t

n k n

n k n

� � �

� � �

1

1 �

� � �

�

�

�
�
�
�

�

�

�
( )

.... ... ... ... ... ... ...

( ) ( )

t

t tknO x z�

�
�
�

. (11)

Çäåñü Oq — íóëåâîé q-ìåðíûé âåêòîð.

Ïóñòü ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà R t( ) îáðàòèìà è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëîæèòåëü-

íî îïðåäåëåíà. Òîãäà ýëåìåíòû i-é ñòðîêè X i t( ) , i k� �1 1, ,� , ìàòðèöû X� ( )t

ëèíåéíî íåçàâèñèìû äëÿ t T�[ , ]0 . Èõ íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò, ÷òî ðàâåíñòâî

X ai it( ) � 0 , i k� �1 1, ,� , t T�[ , ]0 , (12)

ãäå a i
n k m� � �

�
( )1 — ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, áóäåò âûïîëíÿòüñÿ òîëüêî â ñëó-

÷àå, êîãäà âñå êîìïîíåíòû a i ðàâíû íóëþ.

Èç ðàâåíñòâ (12) ñ ó÷åòîì (11) ïîëó÷àåì

x a z ax z� � � �( ) ( )t ti i 0 , t t H ti i i� ��[ , ]1 , i k� �1 1, ,� , (13)

ãäå âåêòîðû a xi
n�� è a zi

m�� ñîñòîÿò èç êîìïîíåíò a i .

Âñå êîìïîíåíòû âåêòîðà [ ]a ax z z
� � �i i i

ñîãëàñíî ñêàçàííîìó âûøå ðàâíû

íóëþ. Ïîýòîìó èç óñëîâèÿ (12) ñëåäóåò ëèíåéíàÿ íåçàâèñèìîñòü êîìïîíåíò

âåêòîðà [ ( ) ( )]x z� � �t t íà âñåõ îòðåçêàõ [ , ]t ti H ii� �1 , i k� �1 1, ,� , ïîñòîÿíñòâà ïà-

ðàìåòðîâ ðåãðåññèè. Íî êîíöû ýòèõ îòðåçêîâ ìîãóò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà-

÷åíèÿ íà [ , ]0 T . Ïîýòîìó âñå ðàâåíñòâà (13) áóäóò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè êîìïîíåí-

òû [ ( ) ( )]x z� � �t t áóäóò ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [ , ]0 T . Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî,

÷òî èç ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèöû R t�1 ( ) ñëåäóåò, ÷òî êîìïîíåíòû [ ( ) ( )]x z� � �t t

ëèíåéíî íåçàâèñèìû íà [ , ]0 T . Ïîêàæåì òåïåðü ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî

óòâåðæäåíèÿ.
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Ïóñòü êîìïîíåíòû âåêòîðà [ ( ) ( )]x z� � �t t íà t T�[ , ]0 ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Òîãäà áóäóò ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà (13) òîëüêî äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà

[ ]a ax z� � �i i . Îòñþäà ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (12) äëÿ íóëåâîãî âåêòîðà a i ,

i k� �1 1, ,� , êîòîðîå îçíà÷àåò ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðî-

êè ìàòðèöû X� ( )t . Ëåììà äîêàçàíà.

Çàäà÷à îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè � è òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ t ñâîäèòñÿ

ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

S ( , ) min� t � , (14)

g t t hi i i i i( )t � � 	 � � � ��1 � � , i k� �1 1, ,� , t0 0� , t Tk� �1 ;
(15)

t1 0� , t Tk 	 ,

ãäå S ( , )� t çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (9); � i � 0, �i � 0, i k� �1 1, ,� , — çàäàííûå âå-

ëè÷èíû.

Îïðåäåëèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà çàäà÷è (14), (15). Äëÿ ýòîãî

ñôîðìèðóåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ óêàçàííîé çàäà÷è:

L S( , ) ( , )� �t t� � �
�

�

�� i i i

i

k

g( ( ) )t �
1

1

.

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà äëÿ çàäà÷è (14), (15):

� � � � �
�

�

� � ��S gi i i

i

k

n k m k( , ) ( ( ) ) ( )� �t t O�
1

1

1 ,

� �i i i ig i k( ( ) ) , , , ,t � � � � �� 0 0 1 1� . (16)

Ïîñêîëüêó

� �
�

�

�

�
�

�

�
�S

S

S
( , )

( , )

( , )
�

�

�

�t
t

tt
, (17)

ãäå � � è � t — ñèìâîëû ãðàäèåíòà ôóíêöèè ïî � è t ñîîòâåòñòâåííî, òî ïåð-

âîå ðàâåíñòâo â (16) ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå ñèñòåìû óðàâíåíèé:

� � � �� �S n k m( , ) ( )t O 1 , (18)

� � � �
�

�

�t tt t OS gi i

i

k

k( , ) ( )� �
1

1

. (19)

Èç (9) è (18) ïîëó÷àåì

� �� � �( ) ( ) ( )t R t Q t1 , (20)

ãäå � � �( ) [ ( ) ( )]t t t� � � �; � � �( ) [ ( ) ( )]t t t� � � ��1 1� k , � i ( )t è �( )t — îöåíêè ìå-

òîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñîîòâåòñòâåííî � i
0 , i k� �1 1, ,� , è � 0 äëÿ ôèêñè-

ðîâàííîãî t.
Îïðåäåëèì òåïåðü ãðàäèåíò � t S ( , )� t . Ñîãëàñíî (4) è ââåäåííîé â (11) ìàò-

ðèöû X� ( )t , èìåþùåé ñòðîêè X i t( ), i k� �1 1, ,� , âûðàæåíèå äëÿ ôóíêöèè öåëè

çàïèøåì â âèäå

S y t t dti

t H

t

i

k

i i

i

( , ) ( ( ) ( ) )� �t X� �

� ��

�


� 2

1

1

1

. (21)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì (6) ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ãðàäèåíòà � t tS ( , )� :

 

 
� � � � � ��

S

t
y t t y t h t h

i
i i i i i i

( , )
( ( ) ( ) ) ( ( ) ( ) )

�
� �

t
X X2

1
2 , i k�1, ,� . (22)
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Ïîäñòàâèâ â ýòî âûðàæåíèå ôîðìóëó äëÿ � èç (20), ïîëó÷èì

 

 
� � � � � �

S

t
y t t y t h t

i
i i i i i i

( ( ), )
( ( ) ( ) ( )) ( ( ) (

�
�

t t
X t X2

1 � h) ( ))� t 2 , (23)

i k�1, ,� .

Èç (19) è (23) ïîëó÷àåì ïðåîáðàçîâàííîå íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà (16)

� � � �
�

�

�t tt t t OS gi i

i

k

k( ( ), ) ( )� �
1

1

, � i i ig( ( ) )t � �� 0,

� i � 0, i k� �1 1, ,� .

(24)

Çàäà÷à (14), (15) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ñ îãðà-
íè÷åíèÿìè-íåðàâåíñòâàìè. Äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëüçóåì ïîäõîä, êîòîðûé îñíîâàí
íà èäåå ðåøåíèÿ çàäà÷è íåëèíåéíîé îïòèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ âñïîìîãàòåëüíîé
çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé [6]. Ýòîò
ïîäõîä ðàíåå ïðèìåíÿëñÿ äëÿ îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè [7].
Íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 2. Åñëè ñïðàâåäëèâî äîïóùåíèå 2, òî ãðàäèåíò ïî t ôóíêöèè S ( , )� t
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé L � 0 :

|| ( , ) ( , ) || [ || ||( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� �� 	 � �t tt tS S L� � � �1 1 2 2 1 2 || || ]( ) ( )t t1 2� ,

� �( ) ( ) ( ),1 2 1� � �
�

n k m , t t t
( ) ( ),1 2 �! , (25)

ãäå ! t — îáëàñòü â k-ìåðíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå, çàäàâàåìàÿ îãðàíè÷å-

íèÿìè (15).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîìïîíåíòà i âåêòîðà � t tS ( , )� ôóíêöèè   S ti( , ) /� t ñî-

ãëàñíî (22) ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèåé y y ti i� ( ) ; X Xi i it� ( ) ;

X Xi i i it� ��1 1, ( ) ;   � �S t yi i i i i i( , ) / ( , , , ),� 	 �t X X 1 . Òîãäà âåêòîð " �� t tS ( , )�

ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äèôôåðåíöèðóåìóþ âåêòîð-ôóíêöèþ àðãóìåíòîâ

yi i i i, , ,,X X �1 �, i k�1, ,� :

"( , ..., ; , ..., ; , , ..., ), , ,�
 y yk k k k1 1 2 1 3 2 1X X X X X � , i k� �1 1, ,� . (26)

Ïîýòîìó îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà:

|| ( , ) ( , ) ||( ) ( ) ( ) ( )� �� �t tt tS S� �1 1 2 2 2 || ( ; , , ; , , ;( ) ( ) ( ) ( ) ( )" � 1
1
1 1

1
1 1y y

k k
� �X X

X X
21
1

1
1( )

,
( ), , )�
k k�

� "( ; , , ; , , ;( ) ( ) ( ) ( ) ( )� 2
1

2 2
1
2 2y y

k k
� �X X X X

21
2

1
2 2( )

,
( ), , ||�
k k�

	

	 �
�

�
�

�
�L y yi i
i

k

1
1 2

1

|| ||( ) ( ) � � �
�
� || ||( ) ( )X Xi i
i

k
1 2

1

(27)

+ || ||
,

( )
,

( )X X
i i i i

i

k

� �
�

� �� 1
1

1
2

1

|| ||( ) ( )� �1 2

1

1

�
�

�
�

�

�

�
i

k

.

Çäåñü y y t ti
l

i
l

i
l

i i
l( ) ( ) ( ) ( )( ) , ( )� �X X , X X

i i
l

i i
lt

� ��
1 1,

( ) ( )( ), i k�1, ,� ; l �1 2, ;

L1 0� .

Ñîãëàñíî äîïóùåíèþ 2

|| || || ||( ) ( ) ( ) ( )y y l t ti i i i
1 2 1 2� 	 � , || || || ||( ) ( ) ( ) ( )X Xi i i i

l
t t1 2 1 2

2
� 	 � ,

|| || | ||
,

( )
,

( ) ( ) ( )X X
i i i i i i

l
|t t

� �
� 	 �

1
1

1
2 1 2

2
, t ti i

( ) ( ),1 2 �! t ,

ãäå ti
( )1 è ti

( )2 , i k�1, ,� , — êîìïîíåíòû ñîîòâåòñòâåííî t ( )1 è t ( )2 .
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Èç ïðèâåäåííûõ íåðàâåíñòâ è (27) ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ëåììû (25), â êî-

òîðîì L — êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò L1 è l.

2. ÀËÃÎÐÈÒÌ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈß È ÅÃÎ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÜ

2.1. Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ àëãîðèòìà. Çàäà÷ó (14), (15) ðåøèì èòåðàòèâíî.

Íà êàæäîé èòåðàöèè áóäåì îïðåäåëÿòü øàãè èçìåíåíèÿ îöåíèâàåìûõ âåëè÷èí

� è t, ïîëó÷åííûõ íà ïðåäûäóùåé èòåðàöèè, ðåøàÿ âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó

êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Îáîçíà÷èì ïðèðàùåíèÿ âåêòîðîâ � è t ñîîòâåòñòâåííî d è �. Ôóíêöèÿ öåëè

íà îñíîâàíèè [6] èìååò âèä

1

2

1

2

2 2|| || || || ( , ) ( , ) mind d t tt� � �� � �� �� � � ��S S . (28)

Â ñèëó îãðàíè÷åíèé íà �, âûòåêàþùèõ èç (15), èìååì

g t g1 1 1 1 1 1( ) ( )t t� � � � � � 	 �� � � � ,

g t g Tk k k k k k� � �� � � � � � 	 �1 1 1( ) ( )t t� � � � ,

g t t gi i i i i i i i i( ) ( )t t� � � � � � � � 	 �� � �� � � � � �1 1 1 , i k� 2, ,� , (29)

ãäå � i , i k�1, ,� , — êîìïîíåíòû �.

Çàäà÷à (28), (29) ðàçáèâàåòñÿ íà äâå çàäà÷è. Ïåðâàÿ çàäà÷à:

1

2

2|| || ( , ) mind d t� �� �� �S . (30)

Ñîãëàñíî (9) èìååì � � �� � �S ( , ) ( ( ) ( ))t R t Q t2 . Ïîëîæèì � �� ( )t . Òîãäà ñî-

ãëàñíî (20) � � �S ( ( ), )t t — íóëåâîé âåêòîð. Ïîýòîìó èç (30) èìååì

d O� �n k( )1 . (31)

Âòîðàÿ çàäà÷à, âûòåêàþùàÿ èç (28), èìååò îãðàíè÷åíèÿ (29) è ôóíêöèþ

öåëè, êîòîðàÿ ïðè � �� ( )t èìååò âèä
1

2

2|| || ( ( ), ) min� � �� �� �t t tS . Äîáàâèâ ê íåé

íåçàâèñÿùóþ îò � êîíñòàíòó || ( ( ), ) ||� t t tS � 2 , ïîëó÷èì

1

2

2|| ( ( ), ) || min� ��� �t t tS . (32)

×òîáû èñêëþ÷èòü âîçìîæíûå áîëüøèå ïî ìîäóëþ ïðèðàùåíèÿ òî÷åê ïåðå-

êëþ÷åíèÿ, ââåäåì îãðàíè÷åíèÿ

� l a	 , � 	� l a, l k�1, ,� , (33)

ãäå a � 0 — çàäàííàÿ âåëè÷èíà.
Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îãðàíè÷åíèé (29), (33) èç âûðàæåíèÿ (32) ñëåäóåò

� �� �� t t tS ( ( ), ), ÷òî îçíà÷àåò èçìåíåíèå t â íàïðàâëåíèè àíòèãðàäèåíòà ôóíê-
öèè öåëè â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ (14).

Ðàññìîòðèì òåïåðü îñíîâíûå øàãè àëãîðèòìà. Ïóñòü íà÷àëüíîå çíà÷åíèå
âåêòîðà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé t 0 çàäàíî, à íà÷àëüíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà ïàðàìåò-
ðîâ ðåãðåññèè ðàâíà �( )t 0 . Óòî÷íåíèå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé ïðîèñõîäèò èòåðà-
òèâíî:

t tj j j j� � �1 � � , j � 0 1 2, , ,�, (34)

ãäå � j — ðåøåíèå çàäà÷è (29), (32), (33); � j — øàãîâûé ìíîæèòåëü,

êîòîðûé âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

S Sj j j j j j j j( ( ), ) ( ( ), ) || ||� � � � 
� �t t t t� � 	 � 2 , 
 �( , )0 1 . (35)
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Â (35) âñå âåëè÷èíû èçâåñòíû, êðîìå øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ; �
�

j
j�

�
2 , ãäå

� j — ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè � � 0 1 2, , , ..., äëÿ êîòîðîé óäîâ-

ëåòâîðÿåòñÿ ýòî íåðàâåíñòâî.

Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ îñòàíîâêè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà âû÷èñëåíèé, êàê

è â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè, ìîæíî èñïîëüçîâàòü áëèçîñòü íà ñîñåäíèõ èòåðàöèÿõ

âåêòîðîâ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé èëè ôóíêöèè öåëè.

Èññëåäóåì ñõîäèìîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèò-

ñÿ ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Ëåììà 3. Ïóñòü t t0 �! . Òîãäà âåëè÷èíû t j , j �1 2, ,� , îïðåäåëÿåìûå ôîð-

ìóëîé (34), ãäå 0 1	 	� j , òàêæå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó ! t .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî j � 0, t tj �! ïîëó÷åíî ðåøåíèå

âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (29), (32), (33) � j òàêîå, ÷òî ñóììà t j j� � óäîâëåòâîðÿ-

åò îãðàíè÷åíèÿì

t j j1 1 1� �� � , (36)

t Tk j k j k� 	 � �� � 1, (37)

t ti j ij i j ij i� � �� � � �1 1 1, ,( )� � � , i k� �1 1, ,� . (38)

Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà t tj� �1 ! . Èìååì âûðàæåíèå äëÿ êîìïîíåíò t j�1:

t ti j ij ij, � � �1 �� , i k�1, ,� , 0 1	 	� . (39)

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì âûïîëíåíèå ïåðâîãî îãðàíè÷åíèÿ â (29). Ñîãëàñíî

óñëîâèþ t tj �! èìååì t j1 1� � . Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà, à òàêæå ôîðìóë (39) è

(36) ñëåäóåò äëÿ 0 1	 	�

t t
t

t
j j j

j j

j j
1 1 1 1

1 1 1

1 1 1 1

0
,

, ,

,
� � � �

� �

� �
��

� �

� � �

åñëè

åñëè j #

�
�
� 0.

(40)

Ïåðåéäÿ ê ( )k �1 -ìó îãðàíè÷åíèþ, àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì èç (37) è íåðàâåí-

ñòâà t Tkj k	 � �� 1, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî, òàê êàê t tj �! ,

t t
t T

t T
k j k j k j

k j k k j

k j k j k
,

, ,
�

�

�

� � 	
	 � 	

� 	 �
1

1 0
��

� �

� �

åñëè

1 0, .åñëè �k j �

�
�
$

�$
(41)

Òàêèì îáðàçîì, t j1 1, � è tk j, �1 óäîâëåòâîðÿþò ñîîòâåòñòâåííî ïåðâîìó è

k-ìó îãðàíè÷åíèÿì â (29).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëþáîå îãðàíè÷åíèå ñ èíäåêñîì i (2 	 	i k) â (29). Èç

óñëîâèÿ ëåììû 3, ãäå t tj �! , èìååì t t
i j i j i� �� �

1 1,
� , i k� �1 1, ,� . Ó÷èòûâàÿ

ýòî íåðàâåíñòâî è (38), ïîëó÷àåì èç (39)

t t t ti j i j i j ij i j ij� � � � �� � � � � �1 1 1 1 1, , , ,( )� � �

�
� � � �

� �
� � �

�

t t

t t

i j i j i i j i j

i j i j i

1 1 1

1

0, ,

,

, ) ,

(

� � �

�

åñëè (

� � �� � � #

�
�
$

�$ 1 1 1 0, ,) , ( ) .j i j i i j i j� � � �åñëè

(42)

Èç (40)–(42) âûòåêàåò, ÷òî âñå êîìïîíåíòû t j�1 óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷å-

íèÿì (29). Ñëåäîâàòåëüíî, t tj� �1 ! , åñëè t tj �! . Íî j — ïðîèçâîëüíî, à ñî-

ãëàñíî óñëîâèþ ëåììû 3 t t0 �! . Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 3 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äîïóùåíèÿ 2, 3 âûïîëíÿþòñÿ. Òîãäà ïðîöåññ âû÷èñëåíèé

ïî àëãîðèòìó îöåíèâàíèÿ (29), (32)–(34) èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
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1) lim
j

j k
�%

�� O ; (43)

2) â ëþáîé ïðåäåëüíîé òî÷êå �t ïîñëåäîâàòåëüíîñòè t j , j � 0 1, , ..., âûïîëíÿ-

þòñÿ îãðàíè÷åíèÿ (15) è íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà çàäà÷è (14), (15).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Èñïîëüçóÿ ôîð-

ìóëó Òåéëîðà, äëÿ ��[ , ]0 1 ïîëó÷àåì

S S S Sj j j j j j j j j j( , ) ( , ) ( , ( , )) ( ,� � �� � � � � ��� � � � � � �d t t d t t t( , ))� j j �

� � � � �� �� � �� ��� �� �( , ( , ) ( , ))d d t tj j j j j j jS S

� � � � ��� � � �� ��� �( , ( , ) ( , )),j j j j j j jS d St tt t

ãäå ( , )a b — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b .

Ïóñòü � �j j� ( )t . Tîãäà ñîãëàñíî (31) d Oj n k� �( )1 , ÷òî îáåñïå÷èâàåò óïðî-

ùåíèå ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà

S S Sj j j j j j j j( ( ), ) ( ( ), ) ( , ( ( ), ))� �� � � � �t t t t t tt� � � � �
(44)

� � � �� �� � � ��� � �( , ( ( ), ) ( ( ), )), [ , ]j j j j j jS St tt t t t 0 1 .

Ïðèìåíèâ ê ïîëó÷åííîìó ðàâåíñòâó ôîðìóëó (25), â êîòîðîé � � �( ) ( ) ( )1 2� � t j ,

t t( )1 � j , t t( )2 � �j j�� , ïîëó÷èì

S S Sj j j j j j j j( ( ), ) ( ( ), ) ( , ( ( ), ))� �� � � � � �t t t t t tt� 	 � � � 2L j|| ||� 2 . (45)

Íàéäåì íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíîé

çàäà÷è (29), (32), (33) íà j-ì øàãå, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò åå ðåøåíèå � j . Äëÿ

ýòîãî ñôîðìèðóåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà óêàçàííîé çàäà÷è

l S Sj j j j i( ) ( ( ), ) || ( ( ), ) ||� � � � � � �� � � �� � � �
1

2

1

2

2
t tt t t t ( )( ( ) )t tj i j i

i

k

g � � �
�

�

� � �
1

1

� � � ��

�

�

�
� �� � � �

l j l

l

k

l j l

l

k

a a( )( ) ( )( ),t t
1 1

ãäå � i j( )t , i k� �1 1, ,� ; �
l j
� ( )t , � l j

� ( )t , l k�1, ,� , — ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.

Èç ïåðâîãî óñëîâèÿ ìèíèìóìà èìååì ðàâåíñòâî íóëþ ãðàäèåíòà l( )� â òî÷êå

� �� j :

� � � � �lj j j l i j i j j l

i

k

l
S g� � � � � �

�

�

�( ( ( ), )) ( )( ( ))t t t t t
1

1
� �� �( ) ( )t tj l j� 0, (46)

l k�1, ,� ,

ãäå ( ( ( ), ))� t t tS j j l� è ( ( ))� �gi j j lt � — l-å êîìïîíåíòû ãðàäèåíòîâ ñîîòâåò-

ñòâåííî � t t tS j j( ( ), )� è � �gi j j( )t � .

Âòîðîå óñëîâèå ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è â ýòîé æå òî÷êå:

� � � �i j i j j i i jg i k( )( ( ) ) , ( ) , , , ;t t t� � � � � �0 0 1 1�

� � � � �
l j lj l j lj l ja a� � �� � � � �( )( ) , ( )( ) , ( )t t t0 0 0 ,

(47)

� l j l k� � �( ) , , ,t 0 1 � .
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Óìíîæèì l-å ðàâåíñòâî â (46) íà � lj è èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ îïðåäåëèì

� �lj j j lS( ( ( ), ))� �t t t (48)

� � � � � � �
�

�
��� � � � � � �

lj i j lj i j j l

i

k

l j lj lg2

1

1

( ) ( ( )) ( )t t t � �( ) , , ,t j lj l k� 1 � .

Èç âòîðîé ñòðîêè â (47) ñëåäóåò

� � �
l j lj l j a� �� �( ) ( )t t 0, � � �l j lj l j a� �� � 	( ) ( )t t 0, l k�1, ,� .

Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, èç (48) èìååì

� � � � � �lj j j l lj i j lj i j j l

i

k

S g� 	 � � � �
�

t t t t t( ( ), ) ( ) ( ( ))2

1

�

� �
1

1, , ,l k� .

Ñóììèðóÿ â îòäåëüíîñòè â äàííîé ñèñòåìå íåðàâåíñòâ èõ ëåâûå è ïðàâûå

÷àñòè, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî â ìàòðè÷íîì âèäå

� � 	 � � � � � �
�

�

�� � � � � � �j j j j j j i j i j j

i

k

S gt t t t t( ( ), ) ( ) ( )

1

1

. (49)

Ïðåîáðàçóåì (49). Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì ëåâûå ÷àñòè îãðàíè÷åíèé (29) íà

j-ì øàãå ÷åðåç èõ ãðàäèåíòû. Èìååì g g gi j j j i j j i j( ) ( ) ( )t t t� � � � � �� � � ,

i k� �1 1, ,� . Èñïîëüçîâàâ ýòî âûðàæåíèå è ïåðâóþ ñòðîêó â (47), ïîëó÷èì

� � � � �
�

�

�

�

� �� � � � �j i j i j j

i

k

i j i j

i

k

ig g( ) ( ) ( ) ( ) (t t t t
1

1

1

1

t j i

i

k

)�
�

�

� �
1

1

0.

Ñ ó÷åòîì äàííîãî ðàâåíñòâà ôîðìóëà (49) ïðèìåò âèä

� � 	 � � � �
�

�

�� � � � � �j j j j j i j i j i

i

k

S gt t t t t( ( ), ) ( )( ( ) )

1

1

.

Îòñþäà, òàê êàê ñîãëàñíî (15) gi j i( )t � 	� 0, à ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà

� i j( )t � 0, ñëåäóåò � �i j i j i

i

k

g( )( ( ) )t t � 	
�

�

�
1

1

0. Îêîí÷àòåëüíî èìååì

� � 	� �j j jSt t t( ( ), ) � �� �j j . Ñ ó÷åòîì äàííîãî íåðàâåíñòâà èç (45) âûòåêàåò

S S Lj j j j j j j( ( ), ) ( ( ), ) || || || ||� �� � � � � �t t t t� 	 � � �2 2 2

� � �S Lj j j( ( ), ) || || ( )� � � �t t 2 1 .

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû 1� �� 
L , ãäå 
 �( , )0 1 . Îòñþäà è èç ïîëó÷åííîãî âûøå

íåðàâåíñòâà ñëåäóåò (35). Èç îïðåäåëåíèÿ 
 èìååì îãðàíè÷åíèå íà øàãîâûé

ìíîæèòåëü

0 1	 	 �� 
( ) / L. (50)

Äðóãîå îãðàíè÷åíèå íà øàãîâûé ìíîæèòåëü èìååòñÿ â óñëîâèè ëåììû 3:

0 1	 	� . Îáúåäèíèâ îáà îãðàíè÷åíèÿ â îäíî, ïîëó÷èì

0 1 1	 	 �� 
min ( , ( ) / )L . (51)

Äàííîå íåðàâåíñòâî áóäåò âñåãäà âûïîëíÿòüñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà äðîá-

ëåíèé � ïîïîëàì, íà÷èíàÿ ñ åäèíèöû. Ïîýòîìó âñåãäà íàéäåòñÿ òàêîå �, óäîâëåò-

âîðÿþùåå (51), äëÿ êîòîðîãî áóäåò ñïðàâåäëèâûì íåðàâåíñòâî (35). Òàê êàê
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S Sj j j j j j j j j j( ( ), ) ( ( ), )� � � � � � � �t t t t� � 	 � , òî èç (35) ñëåäóåò S j j( ( ), )� t t� � �1 1

� � � #S Sj j j j j j j j( ( ), ) ( ( ), )� � � � � �t t t t . Ýòî íåðàâåíñòâî îçíà÷àåò óáûâàíèå

ôóíêöèè S j j( ( ), )� t t ñ ðîñòîì j. Ïðè ýòîì ñîãëàñíî ëåììå 3 âñå òî÷êè t j ïðèíàä-

ëåæàò ! t . Èç êîìïàêòíîñòè è îãðàíè÷åííîñòè ýòîãî ìíîæåñòâà è íåïðåðûâíîñòè

ôóíêöèè S ( ( ), )� t t íà ! t ñëåäóåò, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà íà ýòîì ìíîæåñòâå. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (35) ïîëó÷àåì ïðåäåë

lim || ||
j

j
�%

�� � 2 0. (52)

Ñîãëàñíî (51) øàãîâûé ìíîæèòåëü �



�
�


�
�

�

�
��

1

2
1

1
0min ,

L
. Òîãäà èç (52) ñëå-

äóåò (43). Èç (43) è (34) âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }t j , j � 0 1, ,�, èìååò

ïðåäåë �t:
lim �

j
j

�%
�t t. (53)

2. Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Èç (43) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåòâóþò

âåëè÷èíà � � 0, äëÿ êîòîðîé a � �� 0, è íîìåð øàãà àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ j0 , íà-

÷èíàÿ ñ êîòîðîãî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî | |� �l a	 � � 0, l k�1, ,� . Òîãäà

ñîãëàñíî (47) äëÿ j j� 0 � �
l j l j
� �� �( ) ( )t t 0, l k�1, ,� . Îòñþäà è èç (46) äëÿ

j j� 0 ñëåäóåò � � � �lj j j l i j i j j l

i

k

S g� � � � � �
�

�

�( ( ( ), )) ( )( ( ))t t t t
1

1

0, l k�1, ,� .

Çàïèøåì ýòè ðàâåíñòâà â ìàòðè÷íîì âèäå

� � � �j j j i j

i

k

i j j kS g�� � � � �
�

�

�t t t t t O( ( ), ) ( ) ( )

1

1

, j j� 0 . (54)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå áîëüøîãî ÷èñëà øàãîâ àëãîðèòìà íåîáõîäèìîå è äî-

ñòàòî÷íîå óñëîâèå ìèíèìóìà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò

îãðàíè÷åíèé (29):

g t t gi i i i i i i i i( ) ( )t t� � � � � � � � 	 �� � �� � � � � �1 1 1 .

Îáîçíà÷èì &� �
�

k 1 âåêòîð èõ ïðàâûõ ÷àñòåé. Åãî êîìïîíåíòû � �i i� � ,

i k� �1 2 1, , ,� . Ðåøåíèå � �j j� ( )& âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (29), (32), (33) áóäåò

îãðàíè÷åííûì, ÷òî îáåñïå÷èâàåò îãðàíè÷åíèå ñâåðõó îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

ôóíêöèè öåëè

s S Sj j j j j j( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ( ), ) ||� � � � �& & & &� � � � � � �
1

2

1

2
t tt t ( ( ), ) ||� t tj j

2 .

Òîãäà ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è � � �i j j is( ) ( ( )) /t �   �&
� 0, i k� �1 2 1, , ,� , êîòîðûå îãðàíè÷åíû ñíèçó, áóäóò îãðàíè÷åíû òàêæå ñâåðõó

äëÿ t tj �! , ãäå � i — êîìïîíåíòà &. Îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà

ó ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿì (29):

lim ( )
j

i j i
�%

�� �t , i k� �1 1, ,� . (55)

Ïåðåõîäÿ â (54) ê ïðåäåëó ïðè j � %, ñ ó÷åòîì (43), (53) è (55) ïîëó÷àåì

� � � �
�

�

�t t t t OS gi

i

k

i k( (� ), � ) (� )� �
1

1

. (56)

Ïðè j � % èç ïåðâîé ñòðîêè â (47) ñîãëàñíî (53) è (55) èìååì

� �i i ig( (� ) )t � � 0, � i � 0, i k� �1 1, ,� . (57)
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Âûðàæåíèÿ (56) è (57) ïðè t t� �, � i i� � , i k� �1 1, ,� , ñîâïàäàþò ñ (24) —

íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ìèíèìóìà çàäà÷è (14), (15), ÷òî äîêàçûâàåò âòîðîå

óòâåðæäåíèå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ìåòîä îïðåäåëåíèÿ øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ êàê ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû �, êî-

òîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (35), íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì. Äðóãîé ìåòîä

ñëåäóåò èç (35) è çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè íåðàâåíñòâà

S Sj j j j j j j j j j( ( ), ) ( ( ), ) || ||� � � � � � 
� �t t t t� � � 	 � 2 , 
 �( , )0 1 , (58)

êîòîðîå ñëåäóåò èç (35), òàê êàê S j j j j j j( ( ), )� � � � �t t� � 	 S j j j j( ( ), )� � �t t � .

Øàãîâûé ìíîæèòåëü � j â (58), êàê è â (35), íàõîäèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûì

äåëåíèåì åäèíèöû ïîïîëàì äî òåõ ïîð, ïîêà íå óäîâëåòâîðèòñÿ (58). Îñíîâíîå

îòëè÷èå ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ ñ ïîìîùüþ (58) ñîñòîèò â òîì,

÷òî ïðè êàæäîì äðîáëåíèè åäèíèöû íåîáõîäèìî íàõîäèòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ

ðåãðåññèè � � �( )t j j j� , ÷òî ñîãëàñíî (20) òðåáóåò îáðàùåíèå ìàòðèöû, ïîðÿäîê

êîòîðîé ðàâåí ÷èñëó îöåíèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè. Ïîýòîìó èñïîëüçîâà-

íèå (58) öåëåñîîáðàçíî, åñëè ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû R t( ) â (20) íåâåëèêà, ÷òîáû

åå îáðàùåíèå íå áûëî óçêèì ìåñòîì âñåõ âû÷èñëåíèé íà êàæäîì øàãå ðåøåíèÿ

çàäà÷è îöåíèâàíèÿ (14), (15).

2.2. Îïèñàíèå àëãîðèòìà îöåíèâàíèÿ. 1. Çàäàòü íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ

äëÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ – âåêòîð t t0 �! è ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû 
, h. Ïîëî-

æèòü j � 0.

2. Âû÷èñëèòü �( )t j è S j j( ( ), )� t t .

3. Íàéòè ðåøåíèå � j âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (29), (32), (33).

4. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ïðåêðàùåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ââèäó

áëèçîñòè íà ñîñåäíèõ èòåðàöèÿõ âåêòîðà òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé èëè ôóíêöèè öåëè

è âûïîëíÿþòñÿ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà (24) çàäà÷è (14) , (15), òî îñòà-

íîâ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåõîä ê øàãó 5.

5. Îïðåäåëèòü øàãîâûé ìíîæèòåëü � j èç óñëîâèé (35) èëè (58).

6. Ïîëîæèòü t tj j j j� � �1 � � . Ïåðåõîä ê øàãó 7.

7. Ïîëîæèòü j j� �1 è ïåðåéòè ê øàãó 2.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 1 àëãîðèòì îöåíèâàíèÿ ñõîäèòñÿ ê ëîêàëüíîìó ìèíèìóìó
çàäà÷è (14), (15). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íåîáõîäèìî íà÷èíàòü
âû÷èñëåíèÿ èç ðàçíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê.

Åñëè îñòàíîâ ïðîèçîøåë ïðè íåâûïîëíåííûõ íåîáõîäèìûõ óñëîâèÿõ ìèíè-
ìóìà, òî íîðìà ãðàäèåíòà ôóíêöèè öåëè äîñòàòî÷íî âåëèêà. Ïîýòîìó ìîæíî ìè-
íèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ öåëè ïîñëåäîâàòåëüíî ïî âñåì òî÷êàì ïåðåêëþ÷åíèÿ,
÷òîáû ïîëó÷èòü íîâóþ íà÷àëüíóþ òî÷êó äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê òî÷åê ïåðåêëþ-
÷åíèÿ è ïàðàìåòðîâ ðåãðåññèè ñ ìåíüøåé ñóììîé êâàäðàòîâ îñòàòêîâ. Äëÿ ýòîãî
ìîæíî èñïîëüçîâàòü îïèñàííûé àëãîðèòì, â êîòîðîì ôîðìóëû (34) è (58) ñëåäó-
åò èçìåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü îïòèìèçàöèÿ ôóíêöèè öåëè ïðîâîäèòñÿ ïî tq . Òîãäà òî÷êè ïåðåêëþ-

÷åíèÿ óòî÷íÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

t t pi j ij j i ij, � � �1 � � , i k�1, ,� , j � 0 1 2, , ,�, (59)

à øàãîâûé ìíîæèòåëü íà j-é èòåðàöèè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

S S pj j j j j j j j j i

i

k

ij( ( ), ) ( ( ), )� � � � � � 
� �t p t p t t� � � 	 �
�
�

1

2



�

�
�

�

�

�
�

, (60)

ãäå pi � 0, i k�1, ,� , i q' , pq �1; p � diag( , , , )p p pk1 2 � — äèàãîíàëüíàÿ ìàò-

ðèöà ïîðÿäêà k.
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Èç (59), (60) ñëåäóþò ñîîòâåòñòâåííî (34) è (58). Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè

îäíîìåðíîé ìèíèìèçàöèè âìåñòî (60) íàäî ðåøèòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíê-

öèè öåëè ïî tq .

3. ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÉ ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ

Ñóòü ýêñïåðèìåíòà çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ýôôåêòèâíîñòè íàõîæäåíèÿ ëî-

êàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè öåëè çàäà÷è îöåíèâàíèÿ äëÿ ðåãðåññèè (1) ïðè

÷èñëå òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ k k� 0 , ÷òî èñêëþ÷àëî âëèÿíèå íà îöåíèâàíèå k 0 .

Ðàññìàòðèâàëñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé (1), êîãäà

y t t tti( ) ( ) ( )� � �x � �0 , t I i� 0 , i k� �1 10, ,� , t T�[ , ]0 ,

T � 20, h0 0 1� . , k 0 3� . (61)

Â (61) n � 2; x� � �( ) [ ]t t1 ; � �( ) sin ( )t t� �10 , ãäå � — ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà,

ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà [ , ]0 2� ; òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ: t
1
0 59� . , t

2
0 99� . ,

t
3
0 149� . . Ñîãëàñíî (2) ïàðàìåòðû ðåãðåññèè: � �

t1
0

1
0 5 05� � �[ . ] , t �[ , . ]0 59 ;

� �
t2
0

2
0 205 2� � � �[ . ] , t �[ , . ]6 99 ; � �

t3
0

3
0 29 75 1� � � �[ . ] , t �[ , . ]10 149 ,

� �
t4
0

4
0 085 1� � �[ . ] , t �[ , ]15 20 .

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Ey t( ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé ñïëàéí:

Ey t

t t

t t

( )

. , . ,

. , . ,

�

� 	 	
� 	 	

�

5 05 59

11005 20 9 6

2

åñëè 0

åñëè 5

. , . ,

. , . ,

05 2 99

18025 20 9

� 	 	
� � 	 	

�

t t

t t

åñëè 6

åñëè 9 10

29.75 1 åñëè 10

134.15 10 åñëè

0.85

t t

t t

t

, . ,

, . ,

	 	
� � 	 	

�

149

149 15

1 , .åñëè 15 	 	

�

�

$
$
$

�

$
$
$ t 20

(62)

Â (62) ïåðâàÿ, òðåòüÿ, ïÿòàÿ è ñåäüìàÿ ïðÿìûå – ëèíèè ðåãðåññèè x�( )t i� 0 ,

i �1 4, ,� , à âòîðàÿ, ÷åòâåðòàÿ è øåñòàÿ ïðÿìûå çàäàþòñÿ íà îòðåçêàõ äëèíîé h0 ;

èõ óãëîâûå êîýôôèöèåíòû ïî ìîäóëþ íà ïîðÿäîê áîëüøå, ÷åì ó ëèíèé ðåãðåñ-
ñèè. Óðîâåíü øóìà â ðåãðåññèè (61) îïðåäåëÿëñÿ îòíîøåíèåì � / .y � 0052, ãäå

y T y t dt

T

� �



1

0

( ) =13.55, � 2 0 5� . — äèñïåðñèÿ �( )t . Òàêèì îáðàçîì, óðîâåíü øóìà

ìîæíî ñ÷èòàòü ñðåäíèì. Â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü òîëüêî îãðàíè÷å-
íèÿ (15), ãäå � i � 3, i �1 4, ,� .

Ïîñêîëüêó òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ îòñòîÿò îäíà îò äðóãîé äîñòàòî÷íî äàëåêî,
òî ìîæíî îæèäàòü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è â òî÷êå ìèíèìóìà ôóíêöèè
öåëè îãðàíè÷åíèÿ (15) áóäóò íåàêòèâíûìè. Òîãäà âìåñòî íåîáõîäèìûõ óñëîâèé
ìèíèìóìà (24) ïîëó÷èì óñëîâèÿ

| ( ( ( ), )) | .� #t iS � t t 0 01, i �1 2 3, , , (63)

ñîãëàñíî êîòîðûì äîïóñêàåòñÿ èçìåíåíèå òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ â òðåòüåì çíàêå
ïîñëå çàïÿòîé, ÷òî îçíà÷àåò âûñîêóþ òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ. Êðèòåðèé ïðåêðà-
ùåíèé èòåðàöèé:

| ( ( ), ) ( ( ), )| .S Sj j j j� �t t t t� 	� �1 1 0005. (64)

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ òî÷åê è h � 0 2. ïðèâåäåíû

â òàáë. 1, 2, ãäå j — íîìåð èòåðàöèè; � j — ÷èñëî äðîáëåíèé øàãà íà j-é èòåðà-

öèè; pi , i �1 2 3, , , — âåëè÷èíû, ââåäåííûå â (59), (60). Ñîãëàñíî òàáë. 2 âû-
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Ò à á ë è ö à 2

Ìèíèìèçà-
öèÿ ïî
òî÷êàì

ïåðåêëþ÷åíÿ

Íîìåð
èòåðà-
öèè, j

Òî÷êè
ïåðåêëþ÷åíèÿ

S j j( ( ), )� t t � � �( ( ( ), )S j j� t t � j

pi,

i � 1 2 3, ,

0 8, 12, 17 24.074 –0.191; 2.082; –1.894 4

t1 1 7.988; 12; 17 24.071 0,0087; 2.068; –1.894 1; 0; 0

t2 1 7.988; 12; 17 24.071 0,0087; 2.068; –1.894 4 0; 1; 0

2 7.988; 12.129; 17 23.967 0.142; –0.445; –1.686 4 0; 1; 0

3 7.988; 12.101; 17 23.961 0.114; 0.069; –1.714 3 0; 1; 0

t3 1 7.988; 12.101; 17 23.961 0.114; 0.069; –1.714 0 0; 0; 1

2 7.988; 12.11; 15.296 22.29 0.122; 0.72; –2.57 1 0; 0; 1

3 7.988; 12.11; 14.011 21.832 0.122; –0.655; –0.562 3 0; 0; 1

4 7.988; 12.11; 13.941 21.79 0.122; –0.61; –0.278 4 0; 0; 1

5 7.988; 12.11; 13.924 21.789 0.122; –0.597; 0.104 4 0; 0; 1

6 7.988; 12.11; 13.931 21.788 0.122; –0.602; –0.067 0; 0; 1

t �
�

�

�
�

�

�

�
�

t

t

t

1

2

3

1 7.988; 12.11; 13.931 21.788 0.122; –0.602; –0.067 0 1; 1; 1

2 8.161; 11.161; 14.161 19.575 3.635; 6.023; –0.175 1 1; 1; 1

3 5.746; 8.746; 14.248 15.504 0.347; –2.547; 3.659 1 1; 1; 1

4 5.573; 9.093; 13.344 13.315 0.303; –10.296; –1.244 2 1; 1; 1

5 5.497; 10.692; 14.63 10.672 0.427; –0.468; –0.681 2 1; 1; 1

6 5.39; 10.809; 14.8 10.371 –1.885; 0.026; –0.386 4 1; 1; 1

7 5.739;9.805;13.565 10.299 0.483; 0.012 ;0.096 4 1; 1; 1

8 5.467;10.805;14.82 10.297 0.179;0.013; –0.028 4 1; 1; 1

9 5.467;10.803;14.819 10.297 –0,003; 0.012; –0,0073 4 1; 1; 1

10 5.467;10.802;14.819 10.297
–0,0025; 0.011;

–0,0073
4 1; 1; 1

Îñòàíîâ ïî

(63) è (64)
11 5.467; 10.801; 14.819 10.297

–-0,0029; 0,0091;

–0,0000
5 1; 1; 1

Ò à á ë è ö à 1

Íîìåð
èòåðàöèè, j

Òî÷êè
ïåðåêëþ÷åíèÿ

S j j( ( ), )� t t � � �( ( ( ), )S j j� t t � j pi, i � 1 2 3, ,

0 3; 12; 17 21.656 2.643; –1.748; –1.894 0 1; 1; 1

1 5.643; 10.252; 15.106 10.261 0.135; –1.647; –1.526 2 1; 1; 1

2 5.677; 9.84; 14.724 9.721 0.469; –0.948; 2.7 4 1; 1; 1

3 5.706; 9.781; 14.893 9.588 0.459; 0.886; –0.903 4 1; 1; 1

4 5.735; 9.836; 14.837 9.565 –0.183; –0.846; –0.2 4 1; 1; 1

5 5.724; 9.783; 14.825 9.546 0.025; 0.709; 0.012 5 1; 1; 1

6 5.725; 9.805; 14.825 9.544 0.014; -0.33; 0.02 5 1; 1; 1

7 5.725; 9.795; 14.826 9.542 0,0085; 0,0016; 0,002
Îñòàíîâ ïî

(63) è (64)



áðàííàÿ íà÷àëüíàÿ òî÷êà ïðèâåëà íà ïåðâîì øàãå ê åãî áîëüøîìó äðîáëåíèþ.

Ïîýòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîé ìèíèìèçàöèåé ïî t1, t2 è t3 áûëà ïîëó÷åíà íîâàÿ íà-

÷àëüíàÿ òî÷êà ñ ìåíüøåé ôóíêöèåé öåëè. Ñðåäíÿÿ ïîãðåøíîñòü îöåíèâàíèÿ òî-

÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå ( � �



�

�
�

�

�

�
�

�

�
�( ) | � | / %k i i

i

k

i
0 1 0

1

0
0

100t t t ,

ãäå k 0 5� , ðàâíà 1.5% (òàáë. 1) è 5.66% (òàáë. 2).

×òîáû îöåíèòü âëèÿíèå âûáîðà h íà òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷å-

íèÿ ( (â ïðîöåíòàõ), áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ îäíîé è òîé æå íà÷àëüíîé òî÷-

êîé, êàê â òàáë. 1. Â ðåçóëüòàòå äëÿ h � 0 3. èìååì ( � 5; äëÿ h � 0 2. èìååì ( �1 5. ;

äëÿ h � 0 05. èìååì ( � 0 56. .

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ãðàäèåíòíûå

ìåòîäû äëÿ îöåíèâàíèÿ òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèé ëèíåéíûõ ðåãðåññèé ñ ïåðåêëþ÷å-

íèÿìè â íåïðåðûâíîì âðåìåíè, êîãäà èõ ïàðàìåòðû íà ðàçíûõ èíòåðâàëàõ âðå-

ìåíè íå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë

óäîâëåòâîðèòåëüíóþ òî÷íîñòü îöåíèâàíèÿ.
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Ï.Ñ. Êíîïîâ, À.Ñ. Êîðõ³í
ÌÅÒÎÄ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÐÅÃÐÅÑ²¯ Ç ÏÅÐÅÌÈÊÀÍÍßÌ Ó ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÌÓ ×ÀÑ²
Ç ÍÅÂ²ÄÎÌÈÌÈ ÒÎ×ÊÀÌÈ ÏÅÐÅÌÈÊÀÍÜ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ë³í³éíó ðåãðåñ³þ ç ïåðåìèêàííÿìè ó íåïåðåðâíîìó
÷àñ³. Îïèñàíî ìåòîä îö³íþâàííÿ òî÷îê ïåðåìèêàííÿ ³ ïàðàìåòð³â ðåãðåñ³¿
ç ïåðåìèêàííÿìè. Íàâåäåíî ïðèêëàäè éîãî âèêîðèñòàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ðåãðåñ³ÿ, íåïåðåðâíèé ÷àñ, ïåðåìèêàííÿ, ïàðàìåòðè ðåã-
ðåñ³¿, îö³íþâàííÿ.

P.S. Knopov, A.S. Korkhin
SWITCHING REGRESSION CONSTRUCTION METHOD IN CONTINUOUS
TIME WITH UNKNOWN SWITCHING POINTS

Abstract. Linear switching regression in continuous time is considered.
A method for estimating switching points and regression parameters is described.
Examples of its use are given.

Keywords: regression, switching, regression parameters, evaluation.

Êíîïîâ Ïàâåë Ñîëîìîíîâè÷,
÷ë.-êîð. ÍÀÍ Óêðàèíû, äîêòîð ôèç.-ìàò íàóê, çàâåäóþùèé îòäåëîì Èíñòèòóòà êèáåðíåòèêè
èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, e-mail: knopov1@yahoo.com.

Êîðõèí Àðíîëüä Ñàìóèëîâè÷,
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð Ïðèäíåïðîâñêîé àêàäåìèè ñòðîèòåëüñòâà è àðõèòåêòóðû, Äíèïðî,
e-mail: as.korkhin@gmail.com.

96 ISSN 1019-5262. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2020, òîì 56, ¹ 1


