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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíî ðåøåíèå çàäà÷ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè
â ôîðìå íå÷åòêîé ìàòåìàòèêè íà îñíîâå ìåòîäîâ è ìîäåëåé òåîðèè íå÷åò-
êèõ ìíîæåñòâ ïðè îãðàíè÷åííûõ âîçìîæíîñòÿõ îïðåäåëåíèÿ (íàçíà÷åíèÿ)
ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè. Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîäîáíîãî òèïà,
ñîñòîÿùèé â îïðåäåëåíèè ñêðûòûõ çíàíèé â âèäå ïîäìíîæåñòâ óïîðÿäî÷åí-
íûõ ïàð, âû÷èñëåííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè ñïåöè-
àëüíûõ (òåïëèöåâûõ, ãàíêåëåâûõ è äð.) ìàòðèö, ñôîðìèðîâàííûõ íà îñíîâå
óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå ýôôåê-
òèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íå÷åòêîå ìíîæåñòâî, òåíçîðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ, íå÷åòêàÿ
ìàòåìàòèêà, ñïåöèàëüíûå ìàòðèöû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ (ÒÍÌ) â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïðèìåíÿåòñÿ êàê óíèâåð-

ñàëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ñôåðà ïðèìåíåíèÿ êîòîðîãî äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè ïðàêòè÷åñêè íå îãðàíè÷åíà [1]. Âìåñòå ñ òåì

âûÿâèëèñü îïðåäåëåííûå ñëîæíîñòè è íåêîððåêòíîñòè ïðèìåíåíèÿ ÒÍÌ, â ÷àñò-

íîñòè, â óñëîâèÿõ íåäîñòàòî÷íîñòè èíôîðìàöèè, êîãäà çàäàíèå ôóíêöèè ïðèíàä-

ëåæíîñòè (ÔÏ) íåâîçìîæíî èëè ñîïðÿæåíî ñ òðóäíîñòÿìè. Àïïàðàò òåîðèè ãðó-

áûõ (èëè íå÷åòêèõ ãðóáûõ) ìíîæåñòâ ðàñøèðèë âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷

â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè [2], õîòÿ ïðè ýòîì ïîÿâèëèñü íîâûå ïðîáëåìû.

Íå÷åòêèå ïåðåìåííûå (ÍÏ), íå÷åòêèå ÷èñëà (Í×) — îñíîâíûå îáúåêòû ÒÍÌ

è èõ èñïîëüçîâàíèå îòðàæàåò íåîïðåäåëåííîñòü. Ïðåäåëû íå÷åòêîñòè îïðåäåëÿåò

ýêñïåðò, èñïîëüçóÿ èìåþùèåñÿ àïðèîðíûå çíàíèÿ î ñèñòåìå. Íå÷åòêèå ÷èñëà âî

ìíîãîì àíàëîãè÷íû âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèÿì. Â ðàáîòå [3] ïðèâîäèòñÿ

ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ Í× — àíàëîãà íîðìàëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû ñâåðòêè.

ÒÍÌ ôàêòè÷åñêè äåêëàðèðîâàëà óíèâåðñàëüíîñòü ñâîèõ ìîäåëåé è âñåîáù-

íîñòü èõ ïðèìåíåíèÿ, õîòÿ ñóùåñòâóåò ðÿä ïðîöåññîâ, íå ïîääàþùèõñÿ ñîäåðæà-

òåëüíîìó (ôîðìàëüíîìó) ïðåäñòàâëåíèþ â âèäå íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ (ÍÌ) â ñèëó èõ

ñëîæíîñòè èëè íåèçó÷åííîñòè. Íàïðèìåð, ïðîöåññ ïðèìåíåíèÿ ÒÍÌ ïðè èçó÷åíèè

áèîìåäèöèíñêèõ ïðîöåññîâ ñîïðÿæåí ñ ðÿäîì òðóäíîñòåé, ãëàâíàÿ èç êîòîðûõ —

ïðîïóñêè èëè èñêàæåíèÿ äàííûõ, ÷òî íå ïîçâîëÿåò ýêñïåðòó íàçíà÷àòü ôóíêöèþ

ïðèíàäëåæíîñòè. Ñèíòåç ÒÍÌ è òåíçîðíûõ äåêîìïîçèöèé, ïðèâîäÿùèé ïðàêòè÷åñ-

êè ê èäåîëîãèè ìÿãêîé ìàòåìàòèêè [4], êàê ïîëàãàþò ìíîãèå ñïåöèàëèñòû, ìîæåò

áûòü â äàííîì êîíòåêñòå âåñüìà ýôôåêòèâíûì. Â ðàáîòå [5] îïðåäåëåí íîâûé êëàññ

çàäà÷, èìåþùèõ âûñîêóþ ñåìàíòè÷åñêóþ ïîäãîòîâëåííîñòü äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ àï-

ïàðàòà ÒÍÌ, íî íåïîëíîòà äàííûõ ïðåïÿòñòâóåò ýòîìó.

ÑÎÂÐÅÌÅÍÍÎÅ ÑÎÑÒÎßÍÈÅ ÏÐÎÁËÅÌÛ

Îäíîé èç çàäà÷, ðåøàåìûõ èíòåëëåêòóàëüíûìè ñèñòåìàìè, ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå

ñêðûòûõ çíàíèé â ñîñòàâå èñõîäíîãî ìíîæåñòâà äàííûõ (ÈÌÄ), ÷òî ïðåäïîëàãà-

åò ó÷åò ìíîãîôàêòîðûõ äàííûõ áåç ïðåäâàðèòåëüíîãî âûäåëåíèÿ ñóùåñòâåííûõ

(ñóáúåêòèâíî íàçíà÷åííûõ) ôàêòîðîâ. Îòìåòèì, ÷òî òåîðèÿ íå÷åòêèõ ìíîæåñòâ

èñïîëüçóåò ÈÌÄ òîëüêî äëÿ íàçíà÷åíèÿ óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà (ÓÌ), íà êî-
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òîðîì îïðåäåëÿåòñÿ ÍÌ, à ÔÏ íàçíà÷àåòñÿ ýêñïåðòíî ñ ìèíèìàëüíûì èñïîëüçî-

âàíèåì ñîñòàâà ÈÌÄ [6]. Íàèáîëåå ñëîæíûì äëÿ ÒÍÌ îòíîñèòåëüíî ìåòîäîâ ïî-

ñòðîåíèÿ ãëàâíîé õàðàêòåðèñòèêè ÍÌ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ïðèíàäëåæíîñòè, õîòÿ,

êàê ïîêàçàíî âûøå, ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ÓÌ òàêæå íå òàê ïðîñò, â ÷àñòíîñòè,

åñëè èìåþò ìåñòî ïðîïóñêè äàííûõ. Åùå â 1965 ã. îäèí èç âåäóùèõ ñïåöèàëèñ-

òîâ â îáëàñòè ÒÍÌ Ð. ßãåð [6, ñ. 259] êîíñòàòèðîâàë ñëåäóþùåå.

«Îñíîâíîé òðóäíîñòüþ, ìåøàþùåé èíòåíñèâíîìó ïðèìåíåíèþ òåîðèè ÍÌ

ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷, ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ÔÏ äîëæíà áûòü çàäàíà âíå ñà-

ìîé òåîðèè è, ñëåäîâàòåëüíî, åå àäåêâàòíîñòü íå ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà íåïîñðåä-

ñòâåííî ñðåäñòâàìè òåîðèè. Â êàæäîì èçâåñòíîì ìåòîäå ïîñòðîåíèÿ ÔÏ ôîðìóëè-

ðóþòñÿ ñâîè òðåáîâàíèÿ è îáîñíîâàíèÿ ê âûáîðó èìåííî òàêîãî ïîñòðîåíèÿ».

Òåì íå ìíåå, â ðàáîòå [7], äàòèðóåìîé 2014 ã., ñíîâà ïîÿâëÿþòñÿ àíàëîãè÷-

íûå óòâåðæäåíèÿ, íî â áîëåå ñòðîãîé ôîðìå. À èìåííî: òåîðèÿ ÍÌ íå èìååò îáú-

åêòèâíîãî êàðêàñà è êîíñòðóêòèâíîé ìåòîäîëîãèè äëÿ îïèñàíèÿ è âêëþ÷åíèÿ ÷å-

ëîâå÷åñêîé ñóáúåêòèâíîñòè è ïîâåäåíèÿ â îöåíèâàíèè ñëîæíîãî çíàíèÿ â êîí-

ñòðóêöèþ ÔÏ (â òîì ÷èñëå íå÷åòêîé), õîòÿ ÍÌ è íå÷åòêàÿ ëîãèêà — ýòî

âêëþ÷åíèå ÷åëîâå÷åñêîé ñóáúåêòèâíîñòè è ïðèáëèæåííîé ïðèðîäû ïðè÷èí â ìà-

òåìàòè÷åñêóþ òåîðèþ ñëîæíîé è íåîïðåäåëåííîé èíôîðìàöèè.

Íåîáõîäèìà (ïî ìíåíèþ àâòîðîâ [7]) áîëüøàÿ ðàáîòà â ðàñøèðåíèè ñåìàíòè-

êè è ôèëîñîôñêî-ëîãè÷åñêèõ îñíîâàíèé ÍÌ è ìóëüòèìîäàëüíûõ àñïåêòîâ íå÷åò-

êîé ëîãèêè. Äëÿ íà÷àëà îòìåòèì, ÷òî âåëè÷èíàìè èñòèííîñòè ìîãóò áûòü íå òîëü-

êî ÷èñëà, íî è Goguen’s L-íå÷åòêàÿ òåîðèÿ ìíîæåñòâ, ïðåäëîæèâøàÿ îáîáùåííóþ

L-ðåøåòêó âìåñòî [ , ]0 1 . Ðàáîòû Zadeh, Dubois, Prade è äðóãèõ ñòîðîííèêîâ òåîðèè

âîçìîæíîñòåé è ìîäàëüíîãî ëîãè÷åñêîãî ìåòîäà â íå÷åòêîé ñåìàíòèêå ñâèäå-

òåëüñòâóþò î ïðèçíàíèè ýòîé íåîáõîäèìîñòè â ñîäåðæàíèè èñòèííîñòè.

Ïîñòðîåíèå ÔÏ ïðèíöèïèàëüíî ÿâëÿåòñÿ ïñèõîëîãè÷åñêîé ïðîáëåìîé, ñâÿçàí-

íîé ñ èíäèâèäóàëüíûì âîñïðèÿòèåì ñâîéñòâ îáúåêòîâ. Õîòÿ ìíîãèå ìåòîäû ïîñòðî-

åíèÿ ÔÏ îñíîâàíû íà ìàòåìàòè÷åñêîé ïñèõîëîãèè [6], íî, ê ñîæàëåíèþ, ôóíäàìåí-

òàëüíûå ïîëîæåíèÿ ñîâðåìåííûõ ìåòîäîâ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé íà îñíîâå ïðèíöèïè-

àëüíî íîâûõ ïîäõîäîâ ê àíàëèçó ëè÷íîñòè, â ÷àñòíîñòè àíîìàëèé ðàöèîíàëüíîãî

ïîâåäåíèÿ, èçëîæåííûõ â ðàáîòàõ Ä. Êàíåìàíà è À. Òâåðñêè [8], äî íàñòîÿùåãî âðå-

ìåíè â ÒÍÌ íå ïðèìåíÿþòñÿ, íåñìîòðÿ íà õîðîøóþ ïîäãîòîâëåííîñòü çàäà÷.

Ôåíîìåí íåîïðåäåëåííîñòè èìååò ñëîæíóþ ïðèðîäó. Îïèñàíèå åãî â êîíå÷-

íîì âèäå, êàê ýòî ñäåëàíî â ÒÍÌ íà îñíîâàíèè ìîäåëè íå÷åòêîñòè — îäíîãî èç

ÍÅ-ôàêòîðîâ — ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ

ìåòîäîâ. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, êîãäà óïîòðåáëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî òåðìèíû íåîïðå-

äåëåííîñòü è íå÷åòêîñòü, âîçíèêàþò ïðîòèâîðå÷èÿ è òðåáóåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå

îáúÿñíåíèå â êîíòåêñòå. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [9] íåîïðåäåëåííîñòü ñîîòâåòñòâóåò

íåäîñòàòêó çíàíèÿ îá îáúåêòå, ÷òî îáû÷íî âûçâàíî îãðàíè÷åíèÿìè íàáëþäåíèÿ.

Íå÷åòêîñòü — ýòî òèï íåòî÷íîñòè â õàðàêòåðèñòèêå êëàññîâ, êîòîðûé â ñèëó ðàç-

ëè÷íûõ ïðè÷èí íå ìîæåò èìåòü èëè íå èìåòü òî÷íî îïðåäåëåííûõ ãðàíèö. Íå÷åò-

êîñòü îáû÷íî ïðèñóùà îñîáåííîñòè ñîáñòâåííîãî ãåîãðàôè÷åñêîãî ôåíîìåíà. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé îáúåêò èëè ôåíîìåí íå ìîæåò áûòü òî÷íî ïðåäñòàâ-

ëåí, íàïðèìåð ãðàíèöà øóìà è ãðàíèöà ïîáåðåæüÿ.

Î÷åâèäíî, äëÿ îïèñàíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ðàöèîíàëüíîé ìîæåò áûòü òàêæå

àñèìïòîòè÷åñêàÿ ìåòîäîëîãèÿ, êîãäà âçàèìîäåéñòâóþò òðè ôàêòîðà: òî÷íîñòü,

ëîêàëüíîñòü è ïðîñòîòà [4] è ñîîòâåòñòâåííî òðè ÍÅ-ôàêòîðà: íåòî÷íîñòü (îäèí

èç åå âèäîâ — íå÷åòêîñòü), íåëîêàëüíîñòü (ðàñïðåäåëåííîñòü), ñëîæíîñòü.

(Íî ýòî ïðåäìåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.)

Àêòóàëüíî ðàññìîòðåòü ñõåìó, â êîòîðîé íå÷åòêîñòü ôîðìèðóåòñÿ åñòåñòâåí-

íûì (ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ àóäèî-âèäåî îáúåêòîâ) îáðàçîì: îáúåêò � îïåðàòîð
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íå÷åòêîñòè (ðàçìûòèÿ) — òåïëèöåâà, ãàíêåëåâà èëè äðóãàÿ ñïåöèàëüíàÿ ìàòðèöà,

âîçäåéñòâóþùèé íà îáúåêò � ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ � ñóììà rank-1 òåíçî-

ðîâ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (èëè âîññòàíîâëåíèÿ) ðàçìûòîãî (íå÷åòêîãî) îáúåêòà. Ïðè

ýòîì ìåòîäîëîãèÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè, ïðåäëîæåí-

íàÿ íîáåëåâñêèìè ëàóðåàòàìè Ä. Êàíåìàíîì è À. Òâåðñêè [8], ïðåäïîëàãàåò îáÿ-

çàòåëüíîå èñïîëüçîâàíèå îñíîâíîãî (áàçîâîãî) ìåòîäà è åãî àëüòåðíàòèâû.

Õåìîìåòðèêà (îäíà èç îòðàñëåé õèìèè) äîñòèãëà â ïîñëåäíèå 20–30 ëåò

îùóòèìûõ ðåçóëüòàòîâ ïðåæäå âñåãî áëàãîäàðÿ àíàëèçó äàííûõ è ïîëó÷åíèþ èí-

ôîðìàöèè, êîòîðîé óäåëÿåòñÿ ïåðâîñòåïåííîå çíà÷åíèå. Èìåííî â ýòîé îáëàñòè

çíàíèé áûëà ïîêàçàíà íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ ìíîãîìåðíûõ (ìíîãîìîäàëü-

íûõ) äàííûõ è âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíà öåëåñîîáðàçíîñòü ìíîãîêàíàëüíûõ èç-

ìåðåíèé ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå òàêèõ èçìåðåíèé, ÷òî âåñüìà

àêòóàëüíî è äëÿ ÒÍÌ, íî íå ðåàëèçîâàíî.

Åñòåñòâåííî æåëàíèå èñïîëüçîâàòü ýòè âîçìîæíîñòè â ÒÍÌ, ïîñêîëüêó íà

ñåãîäíÿ ýòî íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííàÿ ìåòîäîëîãèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ â óñëîâèÿõ

íåîïðåäåëåííîñòè. Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì â ÒÍÌ, åñëè èìåòü â âèäó

ÍÅ-ôàêòîð íåòî÷íîñòü, ÿâëÿþòñÿ ìíîãîìåðíûå îäíîìîäàëüíûå è äâóõìîäàëüíûå

äàííûå, â ÷àñòíîñòè ñåðèÿ èëè íåñêîëüêî ñåðèé èçìåðåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê îäíî-

ìó îáúåêòó. Â ýòîì ñëó÷àå äàííûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåêòîð, êîòîðî-

ìó ñîïîñòàâëÿþò èíòåðâàë è ñ êîòîðûì ñâÿçûâàþò ÔÏ, êàê ïðàâèëî, òðåóãîëüíîé

èëè òðàïåöèåâèäíîé ôîðìû â çàâèñèìîñòè îò óòâåðæäåíèÿ, ôîðìóëèðóåìîãî

ýêñïåðòîì. Èíòåðâàë âûñòóïàåò â ðîëè ÓÌ, íà êîòîðîì çàäàåòñÿ ÍÌ.

Â ðàáîòàõ [10, 11] ïîêàçàíî, ÷òî ÍÌ
~

/ ( )}~A x x
A

� { � , � ~ ( ) [ ; ]
A

x � 0 1 , x �� , ãäå

� — óíèâåðñóì, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå òåíçîðíîãî (êðîíåêåðîâà) ïðî-

èçâåäåíèÿ êîìïîíåíò T
~

~( ( ))A
A

n nx x� � �� , ãäå � — ñèìâîë òåíçîðíîãî ïðîèçâå-

äåíèÿ, ÷òî îòêðûâàåò íîâûå äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè àíàëèçà äàííûõ. Òåí-

çîðû ïðèìåíÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ âåòâÿõ àíàëèçà äàííûõ: îáðàáîòêà ñèãíàëîâ è

èçîáðàæåíèé, õåìîìåòðèêà, áèîìåòðèêà, êâàíòîâàÿ ôèçèêà è äð. Òåíçîðû îñîáåí-

íî ýôôåêòèâíû äëÿ äàííûõ, êîòîðûå èìåþò íå òîëüêî îãðîìíûå îáúåìû, íî òàê-

æå î÷åíü âûñîêóþ èçìåí÷èâîñòü, íàïðèìåð îíè ïðèãîäíû äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåì

â áèî- è íåéðîèíôîðìàòèêå, ãäå äàííûå ñîáèðàþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ôîðìàòàõ

è ðàçìåðíîñòÿõ (ðåäêî òàáëè÷íûõ) â âèäå ãðàôîâ èëè ñåòåé ñ ìíîãî÷èñëåííûìè

àñïåêòàìè è âûñîêîé ðàçìåðíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì ïðåäñòàâëåíèå íå÷åòêîñòè êàê íàèáîëåå èçó÷åííîãî ÍÅ-ôàêòî-

ðà, äëÿ êîòîðîãî áûë ïðåäëîæåí ìàòåìàòè÷åñêèé ôîðìàëèçì. Òàêèì ôîðìàëèç-

ìîì ÿâëÿåòñÿ ÔÏ. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ÔÏ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà
~

/ ( )~A x x
A

� { }� èìååò âèä � ~ ( ) [ ; ]
A

x � 0 1 , x �� ; â ñëó÷àå àíàëèçà íå÷åòêîñòè íåîá-

õîäèìî ïðåäñòàâëÿòü ÔÏ îäíîçíà÷íî. Îäíàêî äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå ñóùåñ-

òâóåò ñïîñîáîâ âûáîðà ðàöèîíàëüíîé ÔÏ. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â êîíêðåòíîé

çàäà÷å, êàê ïðàâèëî, óíèêàëüíû è â îáùåì ñëó÷àå íå ìîãóò áûòü ðàñïðîñòðàíåíû

íà äðóãóþ ïîäîáíóþ çàäà÷ó. Òåì íå ìåíåå, ÍÌ — ïîäìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ïàð (ÏìÓÏ), â êîòîðîì îäíà èç êîìïîíåíò — ÓÌ, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé

èíòåðâàë, ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì äëÿ ïðèìåíåíèÿ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ. Â ðàáîòàõ

[12, 13] ïîêàçàíî, ÷òî, âî-ïåðâûõ, òîëüêî èíòåðâàë äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëåí äëÿ

òîãî, ÷òîáû âûñòóïàòü â êà÷åñòâå âíóòðåííåãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îñòàëüíûå ôîðìû,

ïî-âèäèìîìó, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî êàê âíåøíèå âûðàæåíèÿ äëÿ îïðåäå-

ëåííûõ òèïîâ ñèòóàöèé. Âî-âòîðûõ, òîëüêî òðè ÍÅ-ôàêòîðà: íåòî÷íîñòü, íåäîîï-

ðåäåëåííîñòü è íåîäíîçíà÷íîñòü (âêëþ÷àÿ è íå÷åòêîñòü) ñõîäíû ïî ôîðìàëüíî-

ìó ïðåäñòàâëåíèþ ýòèõ ôàêòîðîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþò èíòåðâàë çíà÷åíèé, ÷òî

óïðîùàåò àíàëèç ñîäåðæàòåëüíûõ ðàçëè÷èé èõ ïðàãìàòèêè.
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Çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ àâòîðàìè, ñôîðìóëèðîâàíà êàê ïåðåíîñ èçâåñòíûõ

ñâîéñòâ è õàðàêòåðèñòèê ôåíîìåíà íå÷åòêîñòè (ðàçìûòèÿ), íàáëþäàåìûõ è èçó÷àå-

ìûõ â ïðîöåññå îáðàáîòêè àóäèî-âèçóàëüíûõ ñèãíàëîâ (â ÷àñòíîñòè, îáðàáîòêè

îöèôðîâàííûõ èçîáðàæåíèé), íà íå÷åòêîñòü, ôîðìàëüíî ìîäåëèðóåìóþ ñ ïî-

ìîùüþ ÍÌ. Â ñâÿçè ñ ýòèì íåîáõîäèìî ïîêàçàòü:

— àäåêâàòíîñòü (ýêâèâàëåíòíîñòü) ìîäåëåé íå÷åòêîñòè, èñïîëüçóþùèõ ÍÌ

ñ ýâðèñòè÷åñêè âûáðàííîé ÔÏ, è ÏìÓÏ ñ âû÷èñëåííîé êîìïîíåíòîé — àíàëî-

ãîì ÔÏ;

— âîçìîæíîå óìåíüøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè (â ÷àñòíîñòè, èíòåðâàëüíîé,

îáóñëîâëåííîé âûáîðîì ÓÌ) ïðè èñïîëüçîâàíèè ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö, ìîäåëè-

ðóþùèõ ôåíîìåí ðàçìûòèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî ÍÌ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì [3] ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñò-

âîì óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, ãäå ïî óìîë÷àíèþ îäíà èç êîìïîíåíò — ÔÏ îòîáðàæà-

åò ÿâíóþ çíà÷èìîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ âòîðîé êîìïîíåíòû — ÓÌ, íà-

ïðèìåð â èñòèííîñòè îïðåäåëåííîãî âûñêàçûâàíèÿ. Ïîäìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åí-

íûõ ïàð, âû÷èñëåííîå íà îñíîâàíèè ðàçìûâàíèÿ ÓÌ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ

ìàòðèö è ïîñëåäóþùåé ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè, îòîáðàæàåò çíà÷èìîñòü

òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Íå÷åòêîñòü êàê ôåíîìåí ðåàëüíîãî ìèðà ïðîÿâëÿåòñÿ âèçóàëüíî è íà ñëóõ:

íå÷åòêîñòü (ðàçìûòîñòü) èçîáðàæåíèé, íå÷åòêîñòü ñëûøèìîñòè æèâûõ èëè âîñ-

ïðîèçâîäèìûõ çâóêîâ è ò.ä. Èìåííî ýòà ðåàëüíîñòü, äàííàÿ â îùóùåíèÿõ, ïîçâîëÿ-

åò èíòóèòèâíî èñïîëüçîâàòü ïðèîáðåòåííûé îïûò è íåÿâíûå çíàíèÿ. Ôåíîìåí íå-

÷åòêîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âèçóàëüíî êàê ðàñôîêóñèðîâêà è ñìåùåíèå: â

ïåðâîì ñëó÷àå — ïèêñåëü (áåñêîíå÷íî ìàëàÿ òî÷êà íà èçîáðàæåíèè) òðàíñôîðìè-

ðóåòñÿ â ïÿòíî çàìåòíîé âåëè÷èíû, âî âòîðîì ñëó÷àå îí òðàíñôîðìèðóåòñÿ â âåê-

òîð. Îòìåòèì, ÷òî êîìïîíåíòû ÍÌ — òàêæå âåêòîðû; êîìïîíåíòû îäíîãî èç íèõ

(óíèâåðñàëüíîå ìíîæåñòâî, íà êîòîðîì ñôîðìèðîâàíî ÍÌ) âèðòóàëüíî «âèäíû» ñ

ðàçíîé ñòåïåíüþ ðàçëè÷èìîñòè, õàðàêòåðèçóåìîé ÔÏ. Ôîðìàëüíî ÍÌ — ýòî âåê-

òîðèçîâàííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n�2, ~ ( )a a i
a n

� �
1

, a A� .

Ñóùåñòâóåò íàó÷íûé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðîàíàëèçèðîâàòü âîçìîæ-

íîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ ôåíîìåíà íå÷åòêîñòè, íå ïðèáåãàÿ ê ïîíÿòèþ ÔÏ êàê îòîá-

ðàæåíèþ çíà÷èìîñòè, ðàñïîëàãàÿ ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì, êîòîðûé ïðèìåíÿ-

åòñÿ â òåîðèè è ïðàêòèêå îáðàáîòêè ñèãíàëîâ, è ðàññìàòðèâàòü ïîëó÷åííûé ðå-

çóëüòàò êàê ïðåäîáðàáîòêó, äîïîëíèòåëüíóþ ê ÒÍÌ, äàþùóþ âîçìîæíîñòè

ðàñøèðåíèÿ êëàññà ðåøàåìûõ çàäà÷ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Â ÒÍÌ ïðè ôîðèðîâàíèè ÍÌ ïðèíÿòî, ÷òî ÓÌ, íà êîòîðîì ôîðìèðóåòñÿ

ÍÌ, çàäàíî íåîáõîäèìûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ. Ïðè íåîáõîäèìîñòè îíî ìî-

æåò áûòü ðàñøèðåíî, íî ó÷àñòèå êàæäîãî èç ýòèõ ýëåìåíòîâ â ðåàëèçàöèè (íà-

ïðèìåð, óòâåðæäåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñôîðìèðîâàíî ÍÌ) ñóáúåêòèâíî íàçíà÷åíî

ýêñïåðòîì. Ïðè íåâîçìîæíîñòè çàäàòü ÔÏ èëè íåîáõîäèìîñòè èìåòü àëüòåðíà-

òèâíîå ðåøåíèå, íå çàâèñÿùåå îò ñóáúåêòèâíîãî (ïóñòü äàæå àïðèîðè ïðàâèëüíî-

ãî) ðåøåíèÿ ýêñïåðòà, àâòîðàìè ñòàòüè ïðåäëîæåíî çàäàííîå ÓÌ ïðåîáðàçîâû-

âàòü â ðàçìûòîå, îáúåêòèâíî ôîðìèðóåìîå â ðåçóëüòàòå âîçäåéñòâèÿ îïåðàòîðà

(ìàòðèöû) ðàçìûòèÿ íà ýëåìåíòû ÓÌ. Îïåðàòîðîì ðàçìûòèÿ âûñòóïàåò ìàòðèöà

Òåïëèöà èëè ìàòðèöà Ãàíêåëÿ, èëè èõ êîìáèíàöèè.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß

Ïðèìåíåíèå ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö äëÿ ðàçìûâàíèÿ îáúåêòîâ. Ìîäåëü ðàç-

ìûòûõ èçîáðàæåíèé â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïðèáëèæåííî ìîæåò áûòü îïèñàíà

âûðàæåíèåì g f n� �H , ãäå g — ðàçìûòîå (íå÷åòêîå) èçîáðàæåíèå; H — îïå-
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ðàòîð èñêàæåíèÿ, îïðåäåëÿåìûé, íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå èçîáðàæåíèé òàê íà-

çûâàåìîé ôóíêöèåé ïðîòÿæåííîñòè òî÷êè (PSF, Point Spread Function) (ñâåðòêà

ýòîé ôóíêöèè ñ èçîáðàæåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé èñêàæåíèé); f — èñõîä-

íîå (íå ðàçìûòîå) èçîáðàæåíèå; n — àääèòèâíûé øóì. Êîìïîíåíòà H f ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ êàê àíàëîã ÍÌ. Ìàòåìàòè÷åñêè ïðîñòðàíñòâåííî-èíâàðèàíòíîå

âîññòàíîâëåíèå èçîáðàæåíèÿ ìîäåëèðóþò êàê ôîðìóëó ñâåðòêè:

y s h s t x t dt e s( ) ( ) ( ) ( )� � �	 , s t d, �� , d � 
1 2 3, , , , ãäå x è y — ôóíêöèè, ïðåä-

ñòàâëÿþùèå èñòèííûå è íå÷åòêèå (ðàçìûòûå) íàáëþäàåìûå èçîáðàæåíèÿ ñîîò-

âåòñòâåííî, e — àääèòèâíûé øóì, h s t( )� — ôóíêöèÿ (îïåðàòîð), êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåò ïðîöåäóðó íå÷åòêîñòè (ðàçìûòèÿ).

Ñòðóêòóðà ôóíêöèè h s t( )� , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ôåíîìåí íå÷åòêîñòè (ðàçìû-

òèÿ), çàâèñèò îò äîïóùåíèé, ñäåëàííûõ âíå îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ è âëèÿþùèõ íà

ïðîöåññ íå÷åòêîñòè (ðàçìûòèÿ) è íàèáîëåå ÷àñòî ïðåäñòàâëÿåìûõ â âèäå ìàòðèöû.

Ïîñêîëüêó ðåàëüíûõ çíà÷åíèé ïðè âîññòàíîâëåíèè èçîáðàæåíèÿ îáû÷íî íå çíàþò,

ââîäÿòñÿ èñêóññòâåííûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûìè â êà÷åñòâå

ìàòðèö íå÷åòêîñòè (ðàçìûòèÿ) èñïîëüçóþò ìíîãîóðîâíåâûå ñòðóêòóðû òèïà ìàòðè-

öû Òåïëèöà, ìàòðèöû Ãàíêåëÿ, öèðêóëÿíòíîé ìàòðèöû èëè êîìáèíàöèè ýòèõ ìàò-

ðèö. Íå êàñàÿñü òåîðèè ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö, êîòîðàÿ èçëîæåíà â ðàáîòå [14], óêà-

æåì, ÷òî ïðè çàäàííîì âåêòîðå x � { }xi , i �1 5, , òåïëèöåâà ìàòðèöà (Ò-ìàòðèöà)

è ãàíêåëåâà ìàòðèöà, ïîðîæäåííûå äàííûì âåêòîðîì, â íîòàöèè MatLab èìåþò âèä

T xx

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x

� �toeplitz ( )

1 2 3 4 5

2 1 2 3 4

3 2 1 2 3

4 3 2 1 2

5 4 3 2 1

x x

x x x x x

�

�












�

�

�
�
�
�
�

, T xx

x x x x x

x x x x

x x x

x x

x

� �hankel ( )

1 2 3 4 5

2 3 4 5 0

3 4 5 0 0

4 5 0 0 0

5 0 0 0 0

�

�












�

�

�
�
�
�
�

. (1)

Îäíèì èç ïîäõîäîâ ê èñïîëüçîâàíèþ ìàòðèöû (îïåðàòîðà) íå÷åòêîñòè ïðåä-

ëîæåíî èñïîëüçîâàòü íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå Ò-ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ êðîíåêåðî-

âà ïðîèçâåäåíèÿ (ÊÏ) è ïðîöåäóðû ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè. Ðåàëüíî ðàñ-

ñìàòðèâàþò ïðîöåäóðó [ ] ( )u s v K U T� �svd T
� . Ìàòðèöà K â äàëüíåéøåì ìî-

æåò áûòü äåêîìïîçèðîâàíà â ÊÏ ìåíüøèõ ìàòðèö. Â [15, 16] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ

îáùåé (áëî÷íîé) ìàòðèöû ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

K A B K a b� � � � �
� �
� �( ) � ( � � )k k

k

r

F

k k

k

r

F1 1

,

ãäå � ( � )a Ak k� vec , � ( )b Bk k� vec , � — ñèìâîë ÊÏ, | | | |� F — ôðîáåíèóñîâà

íîðìà. Äëÿ ìàòðèöû Õ ðàçìåðà m n� èìååì | | | | ( ( )) /X X XF � �trace T 1 2 . Ëó÷-

øàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ÊÏ äîñòèãàåòñÿ âû÷èñëåíèåì SVD äëÿ ìàòðèöû K.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÍÌ ~ /a a i
a

� { }� , a A� , � i
a � [ , ]0 1 , i n�1, , — ïðîöå-

äóðà ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè ÊÏ ( )a i
a� � êîìïîíåíò ÍÌ ïîçâîëÿåò ïîëó-

÷èòü âåêòîðû a , � i
a ïðàêòè÷åñêè áåç èñêàæåíèé.

Òåíçîðíûå äåêîìïîçèöèè. Îäíèì èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé çàäà÷ â óñëîâèÿõ íå-

îïðåäåëåííîñòè ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåíçîðíûõ äåêîìïîçèöèé; îñíîâíûå ïîëîæå-

íèÿ ýòîé ìåòîäîëîãèè ðàññìîòðåíû â [17–19]. Òåíçîðíûé àíàëèç (ïðåæäå âñåãî äèíà-

ìè÷åñêèé) ïîçâîëÿåò îáíàðóæèâàòü ñêðûòûå ñòðóêòóðû ñëîæíûõ äàííûõ è âûïîëíÿòü

îïðåäåëåííûå îáîáùåíèÿ, îõâàòûâàÿ ñâÿçü ìóëüòèëèíåéíîñòè è ìóëüòèàñïåêòíîñòè.

Èçâåñòíî, ÷òî ôàêòîðíûé àíàëèç — àíàëèç ëàòåíòíûõ ïåðåìåííûõ (LVA) ñîñòîèò
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â òîì, ÷òîáû ðàçëîæèòü íà ñîñòàâíûå ÷àñòè ìàòðèöó äàííûõ X � �
�

I J â ôàêòîð-ìàò-

ðèöû A a a a� � �[ , , , ]1 2 � R
I R

� è B b b b� 
 � �[ , , , ]1 2 R
J R

� :

X ADB E a b E a b E� � � � � �
� �
� �� �r r r

r

R

r r r

r

R
T

1 1

� , (2)

ãäå D � 
diag ( , , , )l l lR1 2 — ìàñøòàáèðîâàííàÿ (íîðìàëèçîâàííàÿ) ìàòðèöà;

ñòîëáöû b B� ïðåäñòàâëÿþò íåèçâåñòíûé èñòî÷íèê ñèãíàëîâ (ôàêòîðû èëè ëà-

òåíòíûå ïåðåìåííûå â çàâèñèìîñòè îò çàäàíèé); ñòîëáöû a À� ïðåäñòàâëÿþò

ñâÿçàííûå âåêòîðû ñìåøèâàíèÿ (èëè ôàêòîð-çàãðóçêè); E — øóì, îáóñëîâëåí-

íûé íåìîäåëèðóåìîé ÷àñòüþ äàííûõ èëè îøèáêîé ìîäåëè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìî-

äåëü (2) äîïóñêàåò ñêðûòûå êîìïîíåíòû br ( , , , )r R�1 2 � .

Ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ (ðèñ. 1) ÿâëÿåòñÿ óíèêàëüíîé áëàãîäàðÿ îðòîãî-

íàëüíîñòè îãðàíè÷åíèé: A U S V u v� � � �
�
�T Tsrr

r

R

r r

1

; U, V — îðòîãîíàëüíû; S —

äèàãîíàëü, sum ( (:, ) )v 1 12 � . Ýòî ïîçâîëÿåò ïîäìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

{abs abs }( (:, ) ( , )), ( (: , ))u v1 1 1 1� s ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé íîðìàëèçàöèè ðàññìàò-

ðèâàòü êàê àíàëîã ÍÌ.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ SVD çàâèñèò îò ïðèëîæåíèÿ; SVD-ïðîöåäóðà ýô-

ôåêòèâíà äëÿ ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè,

ïîëó÷åíèÿ ëó÷øèõ rank-R àïïðîêñèìàöèé

÷åðåç óñå÷åíèå SVD è äðóãèõ ïðèëîæå-

íèé, â ÷àñòíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ ÏìÓÏ.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ÍÌ
~

/A a a� { }� ,

�a � [ , ]0 1 , a A� , ïðåäñòàâëåíî â âèäå

ìàòðèöû ðàçìåðà n�2, êîíêðåòíî ( ; ; )a a
a

n
an

1
1� �� , èëè ýêâèâàëåíòíî â âèäå

òåíçîðíîé ìîäåëè (êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ)
~ ~

(:, )
~

(:, )A A AT � �1 2 , ïîèñê áëè-

æàéøåãî ÍÌ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó áëèæàéøåãî ÊÏ ñ äàëüíåéøèì âû÷èñëåíèåì
ÏìÓÏ. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è âûïîëíåíî â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàáîòàìè [20, 21].

Äîïóñòèì, ÷òî çàäàíà ìàòðèöà A m n� �
� ñ ðàçìåðàìè m m m� 1 2 , n n n� 1 2 .

Äëÿ öåëî÷èñëåííîé ôàêòîðèçàöèè áëèæàéøåå ÊÏ (ÁÊÏ) ïðåäóñìàòðèâàåò ìèíè-

ìèçàöèþ �( , ) | | | |B C A B C F� � � , ãäå B
m n� �

� 1 1 è C
m n� �

� 2 2 . Ðåøåíèå äàííîé

ïðîáëåìû ÁÊÏ âîçìîæíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè ïåðåñòà-
íîâî÷íîé ìàòðèöû À . Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ Â è Ñ âû÷èñëÿþòñÿ â

âèäå vec opt( ) ( ) (: , )/B U� �1
1 2 1 , vec opt( ) ( ) (: , )/C V� �1

1 2 1 . Åñëè Bopt è Copt —

ðåøåíèÿ ÁÊÏ è � � 0, òî �Bopt è ( / )1 � Copt — òàêæå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ.
Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêðåòíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ÁÊÏ:

min ( , ) | | | | | | – ( ) ( ) | |� B C A B C A B CF F� � � � �vec vec T , ãäå vec ( )B m��

ïðåäñòàâëÿåò ÓÌ, vec ( ) [ , ]C � 0 1 ïðåäñòàâëÿåò ÔÏ.

Îáðàòíîå çíà÷åíèå ìàòðèöû A îïðåäåëÿåòñÿ êàê A V U� ��1 1
�

T (ïðîâåðêà

A A I� �1
n ). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî � ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé, èíâåðñèÿ �

�1

òàêæå áóäåò äèàãîíàëüþ ñî çíà÷åíèÿìè 1/ � i , i N�1, . Ðàíåå îòìå÷àëàñü öåëåñî-

îáðàçíîñòü ïðåäñòàâëåíèÿ A â âèäå

A V U u u
v

v
u v� �

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

��
T

T

T
[ ]1

1 1

1 1� � �N

N N

�

�
� 1

1

T T T� � �
�
�� u v u vN N N i i i
i

N

� � ,
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Ðèñ. 1. Ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ ìàòðèöû



ñîîòâåòñòâåííî A v u�

�

� �1

1

1

� i
i i

i

N
T. Òàêèì îáðàçîì, íå÷åòêîìó ìíîæåñòâó ~ /x x x

� { }� ,

�x � [ , ]0 1 , x X� , ñîîòâåòñòâóåò òåíçîðíàÿ ìîäåëü â âèäå êðîíåêåðîâà ïðîèçâå-

äåíèÿ T x xx� � � , ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ êîòîðîãî ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü íà

îñíîâàíèè çíà÷åíèé { }� i i iu v, áëèæàéøåå (â ñìûñëå �-íîðìû) ê ~x ïîäìíîæåñò-

âî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, íà îñíîâàíèè çíà÷åíèé { }( / )1 � i i i� v u — ïîäìíîæåñòâî

óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, áëèæàéøåå (â ñìûñëå �-íîðìû) ê ~x �1. Åñëè ó÷èòûâàòü, ÷òî

òåíçîðíûå äåêîìïîçèöèè ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû ê ïîäìíîæåñòâó íà÷àëüíûõ äàí-

íûõ èëè ê âîññòàíîâëåííîìó (íà îñíîâå ÓÌ) íà÷àëüíîìó (èñõîäíîìó) ìíîæåñòâó

äàííûõ, òî ìîæíî çàìåòèòü ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî ïîäõîäà:

— ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü äîïîëíèòåëüíîãî êîíòðîëÿ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé

íà îñíîâå ýêñïåðòíî ñôîðìèðîâàííîãî ÍÌ;

— â ñëó÷àå íåâîçìîæíîñòè ñôîðìèðîâàòü ýêñïåðòíóþ ÔÏ (ÍÌ) èñïîëüçóþò

ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð.

Êîíñòðóèðîâàíèå 2D-òåíçîðîâ íà îñíîâå ÓÌ è èõ äåêîìïîçèöèÿ. Ñëåäó-

åò îãîâîðèòü, ÷òî ñëó÷àé, êîãäà ÈÌÄ çàäàíî ñ ïðîïóñêàìè äàííûõ, â ðàáîòå íå

ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÈÌÄ çàäàíî â âèäå ìàññèâà äàííûõ, êîòî-

ðûé ìîæíî ñòðóêòóðèðîâàòü â âèäå êâàäðàòíîé ìàòðèöû. Äëÿ íåå ìîæåò áûòü

îïðåäåëåí èíòåðâàë çíà÷åíèé I � [max ( ), min ( )], êîòîðûé ïðèíèìàåòñÿ â êà÷åñò-

âå ÓÌ, ãäå ôîðìèðóåòñÿ ÍÌ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîñòàíîâêîé çàäà÷è åå ðåøåíèå

ïðåäïîëàãàåò ðåàëèçàöèþ äâóõ øàãîâ:

1) ïðåäñòàâëåíèå ÓÌ (èíòåðâàëà çíà÷åíèé) â âèäå 2D-òåíçîðà è èñïîëüçîâà-

íèå ïðîöåäóðû reshape ( , , )x n n , ãäå x — âåêòîð ÓÌ ðàçìåðà 1� m, m n� 2 ;

2) êîíñòðóèðîâàíèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè 2D-òåíçîðà èç ï. 1) òåïëèöåâîé

ìàòðèöû, Tx � �toeplitz diag( ( )) (ïîãðóæåíèå ãëàâíîé äèàãîíàëè â Ò-ìàòðèöó);

îòìåòèì, ÷òî Ò-ìàòðèöà ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà òàêæå íà ÓÌ, ðàññìàòðèâàåìîì

êàê âåêòîð.

Äëÿ 2D-òåíçîðà Tx âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè

[ ] ( )u s v T� svd x , âû÷èñëÿåòñÿ ÏìÓÏ { ( (:, ) ( , )), ( (: , ))}abs absu v1 1 1 1� s , êîòîðîå

â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ êàê àíàëîã ÍÌ. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà âèçóàëüíàÿ èë-

ëþñòðàöèÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ 2D-òåíçîðîâ íà îñíîâå ÓÌ è èõ äåêîìïîçèöèè.

Îòìåòèì, ÷òî ÍÌ è âû÷èñëåííûå ÏìÓÏ ðàññìàòðèâàþòñÿ â âèäå ìàòðèö

ðàçìåðà n�2, ò.å

~ / (: , ) ( : , )x x fs fsx

x x

� { }�

�

� �

�



�

�
�

1 2
��	 ��	

.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ÊÏ êîìïîíåíò ÍÌ T fs fs fs� �{ (:, ) (: , )}1 2 , ïðåäñòàâ-

ëÿþùåå 2D-òåíçîð — ìàòðèöó ðàçìåðà n n� , ïîñëå ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè

[ ] ( )u s v T� svd fs ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÏìÓÏ, êîìïîíåíòû êîòîðîãî ñîâïàäàþò

ñ êîìïîíåíòàìè èñõîäíîãî ÍÌ. Ýòî âûòåêàåò èç ñâîéñòâ áëèæàéøåãî êðîíåêåðîâà

ïðîèçâåäåíèÿ [20]. Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü îáúåêò

{ }fs fs(: , ) (: , )1 2� áåç îãðàíè÷åíèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííî-

ñòè è ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü êëàññ çàäà÷, ðåøàåìûõ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñ-

òè. (Ïîäðîáíî ýòè âîïðîñû ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [10, 11].)

Ïðîöåäóðà ñîçäàíèÿ òåíçîð-äàííûõ îò íèçêîðàçìåðíûõ èñõîäíûõ äàííûõ

èçâåñòíà êàê òåíçîðèçàöèÿ [22]. Ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ãåíåðàöèè òåíçîð-äàííûõ,

â ÷àñòíîñòè ðåîðãàíèçàöèÿ íèçêîìåðíûõ ñòðóêòóð äàííûõ. Íàïðèìåð, îäíîìåð-
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íûé ñèãíàë ìîæåò áûòü ïåðåñòðîåí â rank-1 ìàòðèöó èëè òåíçîð (ìíîãîìåðíûé

ìàññèâ), ò.å. ïðåäñòàâëåí â âèäå ìíîãîìåðíîãî òåíçîðà 2 2 2� � �� . Óíèâåðñàëü-

íîå ìíîæåñòâî â âèäå âåêòîðà x ðàçìåðà 1� n , n m� 2 , ìîæåò áûòü ñ ïîìîùüþ

ïðîöåäóðû T xx m m� reshape ( , , ) ïåðåñòðîåíî â 2D-òåíçîð Tx ðàçìåðà m m� .

Ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ 2D-òåíçîðíîé ìîäåëè ÓÌ ïðèâîäèò ê åãî ïðåäñòàâ-

ëåíèþ â âèäå ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, îäíà èç åãî êîìïîíåíò áëèçêà

ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè [23].

ÖÅËÜ È ÇÀÄÀ×È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß

Îñíîâíàÿ öåëü èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü âîçìîæíîñòü âûäåëå-
íèÿ ñêðûòûõ çíàíèé ñ ïîìîùüþ óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ñôîðìè-
ðîâàíî ÍÌ (èëè íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà, èñïîëüçóå-
ìîãî êàê ïàðàìåòðû â ñîñòàâå ÔÏ), íî ïðè ýòîì èõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü â âèäå
ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, àíàëîãè÷íîãî ÍÌ (íî íå ñîâïàäàþùåãî ñ íèì)
â ñëó÷àå íåâîçìîæíîñòè çàäàíèÿ ÔÏ, åñëè èìååò ìåñòî «èíôîðìàöèîííûé ãîëîä».

Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ:

— òåíçîðèçàöèÿ è ðàçìûâàíèå óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà ÷åðåç ôîðìèðî-
âàíèå ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö (ìàòðèöû Òåïëèöà, Ãàíêåëÿ);

— äåêîìïîçèöèÿ ýòèõ ìàòðèö ñ èñïîëüçîâàíèåì SVD â ñîâîêóïíîñòü rank-1
ìàòðèö, àïïðîêñèìèðóþùèõ èñõîäíóþ (ñôîðìèðîâàííóþ) ìàòðèöó è ðàññìàòðè-
âàåìûõ â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð;

— ðåàëèçàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïî ïðàâèëàì íå÷åòêîé ìàòåìàòèêè
äëÿ ñòàíäàðòíûõ ÍÌ.

Îñíîâíûå çàäà÷è, ðåøåíèåì êîòîðûõ äîñòèãàþòñÿ ïîñòàâëåííûå öåëè:

— âûáîð êðèòåðèåâ îöåíêè áëèçîñòè (ýêâèâàëåíòíîñòè) ñòàíäàðòíîãî ÍÌ
(íå÷åòêîãî ÷èñëà), ïðèíÿòîãî â âèäå ÔÏ, â ÷àñòíîñòè òðåóãîëüíîé èëè òðàïåöèå-

âèäíîé ôîðìû: ~ //x x x
trimf trap { }� � , x X x� � { }, �x � [ , ]0 1 , Õ — óíèâåðñàëüíîå

ìíîæåñòâî, è â âèäå ÏìÓÏ, âû÷èñëÿåìûõ íà îñíîâå ñèíãóëÿðíûõ äåêîìïîçèöèé
òåíçîðèçîâàííîãî ÓÌ;
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Ðèñ 2. Êîíñòðóèðîâàíèå 2D-òåíçîðîâ íà îñíîâå ÓÌ è èõ äåêîìïîçèöèè: ïðåäñòàâëåíèå ÓÌ
(âåêòîð 64 1� ) â âèäå 2D-òåíçîðà (ìàòðèöà 8 8� ); ñïåöèàëüíàÿ òåíçîðèçàöèÿ âåêòîðà (ÓÌ) èëè
äèàãîíàëè 2D-òåíçîðà (îïåðàòîð ðàçìûâàíèÿ) è èõ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå ÏìÓÏ
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Òåíçîðíûå äåêîìïîçèöèè2D-òåíçîð

(ìàòðèöà 8 8� )
l � 26

( )64 1� Äèàãîíàëü

SVD

SVD

X 1

X 2

Ïîäìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

�1 �n

Ïîäìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð

�1 1u � n nu

�n�1

� n nu�1 1u

X u
i

n

i i i1
1

�
�
� � ��

X u
i

n

i i i2
1

�
�
� � ��



— ôîðìèðîâàíèå íà îñíîâå óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà 2D-òåíçîðà ñïåöè-

àëüíîé (òåïëèöåâîé èëè ãàíêåëåâîé) ìàòðèöû: { } { }x x x� T H, , Tx � toeplitz ( )x ,

Hx � hankel ( )x ñîîòâåòñòâåííî;

— ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïîçèöèÿ 2D-òåíçîðà Tx (èëè Hx) è íîðìàëèçàöèÿ:

[ ] (( ) )u s v T� �svd Tx

�
�

�





�

�

 � �sort abs s abs( ( , ) ( :, )) max( ( ( :, ))1 1 1 1u v

p
x

� �






 	






 � �

, ( ( :, )) / max( ( ( :, )))abs absv v1 1

p x�






 	






�

�
�

�

�
�
� ;

— ôîðìèðîâàíèå èç ïåðâîé êîìïîíåíòû rank-1 ðàçëîæåíèÿ òåíçîðà ÏìÓÏ

{ }p p xx � , îáëàäàþùåãî ñâîéñòâàìè p x� � [ , ]0 1 , p p x xx � �� T (èëè
p p x xx � �� H ) (ðèñ. 3);

— ðåàëèçàöèè îïåðàöèé ñòàíäàðòíîé íå÷åòêîé ìàòåìàòèêè (ïðèíöèï íå÷åò-

êîãî ðàñøèðåíèÿ) ( ),~ ~
a b� f

~a a�{ / },a�
~
b� {b / }b� ; A {a}� , B {b}� , ãäå

� � � � �f { }, , , / äëÿ ñòàíäàðòíî (ýâðèñòè÷åñêè) ñôîðìèðîâàííûõ ÍÌ è âû÷èñ-

ëåííûõ ÏìÓÏ t p p xx x~ /�{ }� , x X� , p x� � [ , ]0 1 ;

— ñðàâíèòåëüíàÿ îöåíêà ðåçóëüòàòîâ íà îñíîâàíèè ñôîðìèðîâàííûõ êðèòåðèåâ
ýêâèâàëåíòíîñòè (ôðîáåíèóñîâû íîðìû è äåôàäçèôèöèðîâàííûå çíà÷åíèÿ);

— îáúåäèíåíåíèå ôîðìàëüíûõ è íåôîðìàëüíûõ ìåòîäîâ, íàïðèìåð ó÷åò ïðè-
îðèòåòà íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ ÓÌ, â ÷àñòíîñòè êîãäà íåêîòîðûé çàðàíåå îïðåäåëåí-
íûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé äèàãîíàëüþ Ò-ìàòðèöû. Òàê, Ò-ìàòðèöà äëÿ
x � { }x x x x x1 2 3 4 5 , èìåþùàÿ âèä (1), ïðè óñëîâèè, ÷òî ýëåìåíò õ3 ïðèíèìàåòñÿ
â êà÷åñòâå ãëàâíîé äèàãîíàëè Ò-ìàòðèöû, ïðèîáðåòàåò âèä

Tx

x x x

x x x x

x x x x x

x x x x

x x x

3

3 2 1 0 0

4 3 2 1 0

5 4 3 2 1

0 5 4 3 2

0 0 5 4 3

�

�

�












�

�

�
�
�
�
�

; (3)

îáúåêò Tx3 èìååò íîâûå ñâîéñòâà ïî ñðàâíåíèþ ñ (1). Ñèíãóëÿðíàÿ äåêîìïî-

çèöèÿ Tx3 â âèäå (3) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ÏìÓÏ â áîëåå êîíñòðóêòèâíîé ôîð-

ìå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè Tx â âèäå (1).

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ
Ò-ÌÀÒÐÈÖÀÌÈ. ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÅ ÏìÓÏ ÁÅÇ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈß
ÝÂÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ ÍÀÇÍÀ×ÅÍÍÛÕ ÔÏ

Ïîêàæåì, ÷òî ñòàíäàðòíîå ÍÌ, âûáðàííîå ýâðèñòè÷åñêè íà îñíîâàíèè îïûòà è
íåÿâíûõ çíàíèé ýêñïåðòà, ÿâëÿåòñÿ ýêâèâàëåíòíûì íåêîòîðîìó ÏìÓÏ, âû÷èñëåí-
íîìó íà îñíîâàíèè ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè 2D-òåíçîðà (òåïëèöåâîé ìàòðèöû),
ñôîðìèðîâàííîãî íà ÓÌ. Ïóñòü ÓÌ, íà êîòîðîì ñôîðìèðîâàíî ÍÌ, çàäàíî
â âèäå { }x � [ . . . . . ]1 55 2 67 2 84 3 64 4 19 , ÔÏ äëÿ íå÷åòêîãî ìíîæåñòâà ~xtrimf â íî-

òàöèè MatLab ïðèíÿòà â ôîðìå �x x x x x� trimf mean( , [min ( ) ( ) max ( )]) . Òåïëè-

öåâà ìàòðèöà äëÿ ÓÌ èìååò âèä
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Ðèñ. 3. Ïðèíöèïèàëüíàÿ ñõåìà ìîäåëèðîâàíèè íå÷åòêîñòè íà îñíîâàíèè ÓÌ



tx � �toeplitz ( )

. . . . .

. . . .
x

1 55 2 67 2 84 3 64 4 19

2 67 1 55 2 67 2 84 3 64

2 84 2 67 1 55 2 67 2 84

3 64 2 84 2 67 1 55 2 67

4 19 3

.

. . . . .

. . . . .

. . . . .64 2 84 2 67 1 55

�

�












�

�

�
�
�
�
�

.

Ïðåäñòàâëåíèå ÓÌ Ò-ìàòðèöåé ñ ïîñëåäóþùåé ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèåé
äàëî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: êðèòåðèè áëèçîñòè èñõîäíîãî ÍÌ trimf () è ÏìÓÏ,
ïîëó÷åííîãî íà îñíîâàíèè Ò-ìàòðèöû ÓÌ, ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò (êîëîíêè 1, 3:
7.07 è 6.96 (ôðîáåíèóñîâà íîðìà) è 2.95 è 2.97 (äåôàäçèôèöèðîâàííîå çíà÷åíèå);
óñå÷åííîå ÍÌ è óñå÷åííàÿ Ò-ìîäåëü ÓÌ òàêæå èìåþò ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþ-
ùèå êðèòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû (òàáë. 1).

Â òàáë. 1 (êîëîíêà 5) ïðèâåäåí ñëó÷àé, êîãäà ýëåìåíò õ x3 �{ } ïðèíÿò â êà÷åñòâå
ýëåìåíòà ãëàâíîé äèàãîíàëè ñïåöèàëüíîé ìàòðèöû: �-íîðìà è äåôàäçèôèöèðîâàí-
íûå çíà÷åíèÿ ÏìÓÏ ðàâíû 6.94 è 3.07 ñîîòâåòñòâåííî. Â êîëîíêå 1 äëÿ èñõîäíîé
ÍÌ trimf () èìååì çíà÷åíèÿ 7.07 è 2.95. Îòìåòèì, ÷òî äàííûé ðåçóëüòàò áîëåå êîí-
ñòðóêòèâíûé ïî ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòîì, ïðåäñòàâëåííûì â êîëîíêå 3.

Íà îñíîâàíèè äàííûõ òàáë. 1 ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

— Íàçíà÷åíèå ÔÏ ïðè ôîðìèðîâàíèè ÍÌ ïîëíîñòüþ çàâèñèò îò îïûòà èñ-
ñëåäîâàòåëÿ, òàê êàê èìåííî åãî ïðåäñòàâëåíèå íåîïðåäåëåííîñòè áûëî ðåøàþ-
ùèì àðãóìåíòîì â ïîëüçó âûáîðà òîé èëè èíîé ÔÏ. Ïðè ýòîì âîïðîñ î âîçìîæ-
íîñòè óìåíüøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè çà ñ÷åò ïîíèìàíèÿ è îïûòà èññëåäîâàòåëÿ
íå ñòàâèòñÿ; ïðåäñòàâëåíèå ÓÌ â âèäå 2D-òåíçîðà ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ â òåïëè-
öåâó ìàòðèöó — ìîäåëü ôåíîìåíà åñòåñòâåííîé íå÷åòêîñòè, ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü
èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè, ñîõðàíÿÿ ïðè ýòîì áëèçîñòü ñ ïàðàìåòðàìè ÍÌ,
ñôîðìèðîâàííîãî ýêñïåðòîì (â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ áëèçîñòè ïðèíÿòû �-íîðìà
è äåôàäçèôèöèðîâàííîå çíà÷åíèå ÏìÓÏ).

— Ïîëó÷åííûå ÏìÓÏ â âèäå rank-1 òåíçîðà è ÍÌ, ÿâëÿþùèåñÿ ïðàêòè÷åñêè
ýêâèâàëåíòíûìè, ïîçâîëÿþò ïî-íîâîìó ïðîàíàëèçèðîâàòü ÔÏ è îáúåêòèâíî îöå-
íèòü åå çíà÷èìîñòü.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ìîäåëèðîâàíèè íåîïðåäåëåííîñòè â âèäå òåïëèöåâîé
ìàòðèöû èìååì ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå äëèíû èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè (äëèíû
èíòåðâàëîâ â êîëîíêàõ 1 è 5 ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû: [1.55, 4.19] è [1.90, 3.77]), ÷òî ìîæåò
áûòü ñåðüåçíûì ïðåèìóùåñòâîì ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Ïðåäñòàâèì ÓÌ â âèäå ñòàíäàðòíîé ìàòðèöû 5 5� è â âèäå ñòàíäàðòíîé è ìîäè-
ôèöèðîâàííîé Ò-ìàòðèö ðàçìåðà 5 5� , ðåàëèçîâàâ ïðîöåäóðû, ïðèâåäåííûå â òàáë. 2.

Ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé �-íîðìû: x-ÓÌ (âåêòîð 1�25); tx — ìàòðèöèçèðî-
âàííûé âåêòîð ÓÌ (ìàòðèöà 5 5� ); tt — òåïëèöåâà ìàòðèöà ( )5 5� , ñôîðìèðîâàí-
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Ò à á ë è ö à 1

Èñõîäíîå
HM trimf ( )

Óñå÷åííîå

HMtrimf()

ÏìÓÏ ïîñëå ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè T-ìîäåëåé

Èñõîäíàÿ ìîäåëü Óñå÷åííàÿ ìîäåëü

Èñõîäíàÿ ìîäåëü

ïðè x3 íà ãëàâíîé

äèàãîíàëè

1 2 3 4 5

1 55 0

2 67 0 79

2 84 0 90

3 64 0 46

4 19 0

.

. .

. .

. .

.

�

�












�

�

�
�
�
�
�

1 55 0

2 84 0 90

4 19 0

.

. .

.

�

�







�

�

�
��

2 71 0 85

2 88 0 91

2 88 0 91

3 18 1 00

3 18 1 00

. .

. .

. .

. .

. .

�

�












�

�

�
�
�
�
�

2 71 0 85

2 88 0 91

3 18 1 00

. .

. .

. .

�

�







�

�

�
��

1 90 0 50

2 64 0 70

2 85 0 76

3 47 0 92

3 77 1 00

. .

. .

. .

. .

. .

�

�












�

�

�
�
�
�
�

�-íîðìà

7.07 5.37 6.96 5.32 6.94

Äåôàäçèôèöèðîâàííûå çíà÷åíèÿ

2.95 2.95 2.97 2.94 3.07



íàÿ íà âåêòîðå ÓÌ ( ( : : ))x x1 1 5 25� ; tt3 — ìîäèôèöèðîâàííàÿ òåïëèöåâà ìàòðè-
öà, ýëåìåíò x1 3( ) âûáðàí â êà÷åñòâå ãëàâíîé äèàãîíàëè

norm fro norm fro norm fro norm( , ' ' ) ( , ' ' ) ( , ' ' ) ( ,x tx tt tt3 ' ' ).

. . . .

fro

31 32 31 32 28 46 29 05

Âñå ðàññìîòðåííûå îáúåêòû áëèçêè ïî íîðìå.

Ôîðìèðîâàíèå ÏìÓÏ äëÿ ðàññìîòðåííûõ ìàòðè÷íûõ ìîäåëåé ïóòåì ñèíãó-
ëÿðíîé äåêîìïîçèöèè äàëî ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â òàáë. 3.

Íà îñíîâàíèè äàííûõ òàáë. 3 ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

— Ïðîñëåæèâàåòñÿ áëèçîñòü ïîëó÷åííûõ ïàðàìåòðîâ. Õîòÿ ðåçóëüòàò ìîäå-
ëèðîâàíèÿ íå÷åòêîñòè ñòàíäàðòíîé Ò-ìàòðèöåé íåäîñòàòî÷íî êîíñòðóêòèâíûé,
îäíàêî èíòåðâàë íåîïðåäåëåííîñòè ñóùåñòâåííî ìàë; ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü èñ-
ïîëüçîâàí â êà÷åñòâå ïðåäâàðèòåëüíîé îöåíêè.

— Ðåçóëüòàò ìîäåëèðîâàíèÿ íå÷åòêîñòè ìîäèôèöèðîâàííîé Ò-ìàòðèöåé ïðàê-
òè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòîì ïðåäñòàâëåíèÿ ÓÌ â ôîðìå ñòàíäàðòíîé ìàòðèöû,
íî äëèíà èíòåðâàëà íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîé Ò-ìàòðèöû

(4.51�7.99 ) ñóùåñòâåííî ìåíüøå àíàëîãè÷íîé âåëè÷èíû äëÿ ñòàíäàðòíîé ìàòðèöû

(3.78�9.15). Íåòðóäíî óâèäåòü, íàñêîëüêî ýôôåêòèâíà òàêàÿ ìîäåëü íå÷åòêîñòè.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå ôàêòû. ÏìÓÏ âî âñåõ ñëó÷àÿõ âû÷èñëåíû áåç ïðèâëå-
÷åíèÿ ÔÏ. Ïðàêòè÷åñêîå ñîâïàäåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñâèäåòåëüñòâóåò î
òîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, ýêñïåðòíîå íàçíà÷åíèå ÔÏ ðàöèîíàëüíî, âî-âòîðûõ, âû÷èñ-
ëåííûå ÏìÓÏ ýêâèâàëåíòíû ÔÏ, â-òðåòüèõ, âñå ñôîðìèðîâàííûå ÔÏ îòíîñÿòñÿ
ê óòâåðæäåíèþ «ïðèáëèçèòåëüíî 5». Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðèìåíåíèå ëþáîãî
ÏìÓÏ íå âíîñèò ñóùåñòâåííîé ïîãðåøíîñòè. ÏìÓÏ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñêðû-
òûå çíàíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå òåíçîðíîé äåêîìïîçèöèè íà îñíîâå ñðàâíè-
òåëüíî ñòðîãèõ ôîðìàëüíûõ ìîäåëåé.

Ðàññìîòðèì àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íàä ÏìÓÏ, ñôîðìèðîâàííûìè â ðå-
çóëüòàòå ñèíãóëÿðíîé äåêîìïîçèöèè òåïëèöåâîé ìàòðèöû, îñíîâàííîé íà ÓÌ

èëè ïàðàìåòðàõ ÔÏ. Åñëè ÍÌ ~ /a a a
� { }� , �a � [ , ]0 1 , a A� ;

~
/b b b

� { }� ,
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Ò à á ë è ö à 2

x � [ : / : ]3 1 4 9 ,

tx x� reshape ( , , )5 5

x tx1 � �diag ( )

� [3.00 4.50 6.00 7.50 9.00],

tt x� toeplitz ( )1

Ìîäèôèöèðîâàííàÿ

T-ìàòðèöà; ýëåìåíò x1 3( )

âûáðàí â êà÷åñòâå ãëàâíîé

äèàãîíàëè

tx �

�

3 00 4 25 5 50 6 75 8 00

3 25 4 50 5 75 7 00 8 25

3 50 4 75 6

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

00 7 25 8 50

3 75 5 00 6 25 7 50 8 75

4 00 5 25 6 50 7 75 9 00

�

�












�

�

�
�
�
�
�

tt �

�

3 00 4 50 6 00 7 50 9 00

4 50 3 00 4 50 6 00 7 50

6 00 4 50 3

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

. . . . .

00 4 50 6 00

7 50 6 00 4 50 3 00 4 50

9 00 7 50 6 00 4 50 3 00

�

�












�

�

�
�
�
�
�

tt3 �

�

6 00 7 50 9 00 0 0

7 50 6 00 7 50 9 00 0

9 00 4 50 6 00 7 50 9

. . .

. . . .

. . . . .00

0 3 00 4 50 6 00 7 50

0 0 3 00 4 50 6 00

. . . .

. . .

�

�












�

�

�
�
�
�
�

Ò à á ë è ö à 3

ÏìÓÏ

Tab_ pup_ tx �

�

�












�

�

3 78 0 86

5 12 0 89

6 46 0 93

7 80 0 96

9 15 1 00

. .

. .

. .

. .

. .

�
�
�
�
�

Tab_ pup_

. .

. .

. .

. .

. .

tt �

5 35 0 82

5 65 0 86

5 65 0 86

6 57 1 00

6 57 1 00

�

�












�

�

�
�
�
�
�

Tab_ pup_

. .

. .

. .

. .

. .

tt3

4 51 0 42

5 57 0 62

6 93 0 67

7 44 0 94

7 99 1

�

00

�

�












�

�

�
�
�
�
�

�-íîðìû è äåôàäçèôèöèðîâàííûå çíà÷åíèÿ

n_pmup � 15.21

s_pup_tx � 6.56

n_pmup � 13.52

s_pup_tx � 6.00

n_pmup � 14.88

s_pup_tx � 6.74



�b � [ , ]0 1 , b B� , ïðåäñòàâëåíû â âèäå n�2 ìàòðèö Ta

a

n
a

a

a n

�

�

�








�

�

�
�
�

1
1�

�

� ,

Tb

b

n
b

b

b n

�

�

�








�

�

�
�
�

1
1�

�

� , òî ðåçóëüòàò îïåðàöèè ~ ~ ~
c a bf� � , ãäå � � � �f { }, , *, / , âû-

÷èñëÿåòñÿ êàê ~c c� �T ( (: , ) (: , ), min ( (: , ) (: , )))T T T Ta
f

b a b1 1 2 2� . Òàê, ïðè

ñðàâíåíèè ðåçóëüòàòîâ îïåðàöèè (~ ~
) (~ ~

)y y2 5 3 5� �trapmf trimf� è îïåðàöèè

ÏìÓÏy2 � ÏìÓÏ y3 èìååì:

(~ ~
) (~ ~

)

.

. .

. .y y2 5 3 5

3 00 0

4 25 1 00

5 50 1 00� �trapmf trimf� �
6 75 0 63

8 00 0

2 00 0

3 50 0 50

5 00 1 00

6. .

.

.

. .

. .

�

�












�

�

�
�
�
�
�

�
. .

.

.

. .

. .

50 0 50

8 00 0

5 00 0

7 75 0 50

10 50 1 00

1

�

�












�

�

�
�
�
�
�

�
3 25 0 50

16 00 0

. .

.

�

�












�

�

�
�
�
�
�

,

ïðè �-íîðìå ðåçóëüòàò 25.07, äåôàäçèôèöèðîâàííîå çíà÷åíèå ðåçóëüòàòà 10.50;

ÏìÓÏ y2 � ÏìÓÏ y3

4 98 0 81

5 05 0 82

5 27 0 86

5 63 0 91

6 16 1 00

�

�

�












. .

. .

. .

. .

. .

�

�

�
�
�
�
�

�

�

�

4 36 0 75

4 44 0 77

4 70 0 81

5 14 0 89

5 79 1 00

. .

. .

. .

. .

. .












�

�

�
�
�
�
�

�

9 34 0 75

9 49 0 77

9 97 0 81

10 77 0 89

11 9

. .

. .

. .

. .

. 5 1 00.

�

�












�

�

�
�
�
�
�

,

ïðè �-íîðìå ðåçóëüòàò 23.27, äåôàäçèôèöèðîâàííîå çíà÷åíèå ðåçóëüòàòà 10.41.
Ýêâèâàëåíòíîñòü ïðèâåäåííûõ îïåðàöèé î÷åâèäíà.
Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè ðåàëèçàöèè âñåõ àðèôìåòè÷åñêèõ

îïåðàöèé, âêëþ÷àÿ è ãàíêåëåâû ìàòðèöû. Îáúåì ñòàòüè íå ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè èõ
ïîëíîñòüþ. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî ÏìÓÏ áûëè ïîëó÷åíû
òîëüêî íà îñíîâàíèè èíôîðìàöèè ñèíãóëÿðíûõ äåêîìïîçèöèé ðàçìûòûõ (ñ ïî-
ìîùüþ òåïëèöåâîé ìàòðèöû) çíà÷åíèé ÓÌ áåç èñïîëüçîâàíèÿ ÔÏ.

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïàðàëëåëüíîãî íàçíà÷åíèÿ ÏìÓÏ,
â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ñâîáîäíîãî îò íåäîñòàòêîâ, ïðèñóùèõ ÔÏ, òàê êàê ïðîöåäóðà
ôîðìèðîâàíèÿ ÏìÓÏ, âî-ïåðâûõ, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ôîðìàëèçîâàíà, âî-âòî-
ðûõ, ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ñêðûòûå çíàíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â ÈÌÄ, íà îñíîâå òåíçîð-
íûõ äåêîìïîçèöèé. Ïàðàëëåëüíîå èñïîëüçîâàíèå ÍÌ, ñôîðìèðîâàííîãî ýâðèñòè-
÷åñêè, è ÏìÓÏ, ñôîðìèðîâàííîãî ïðàêòè÷åñêè ôîðìàëüíûìè ìåòîäàìè, ïîçâîëÿåò
ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷ â óñëîâèÿõ íåîïðåäåëåííîñòè.

Îáúåì ñòàòüè íå ïîçâîëèë ïðèâåñòè ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ èíòåðâàëü-
íîé íåîïðåäåëåííîñòè (â äàííîì ñëó÷àå óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì
ôîðìèðóåòñÿ ÍÌ) ñ ïîìîùüþ áëî÷íûõ òåïëèöåâûõ ìàòðèö, ãàíêåëåâûõ ìàòðèö,
òåïëèöåâûõ � ãàíêåëåâûõ ìàòðèö è äðóãèõ ìàòðèö. Âî âñåõ ñëó÷àÿõ èìååò ìåñòî
ïîäòâåðæäåíèå êîíöåïöèè, ÷òî â óñëîâèÿõ íåâîçìîæíîñòè çàäàíèÿ ïî òåì èëè
èíûì ïðè÷èíàì ôóíêöèè ïðèíàäëåæíîñòè ìîäåëèðîâàíèå ôåíîìåíà ðàçìûòèÿ
èíòåðâàëà çíà÷åíèé ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ìàòðèö ìîæåò ñëóæèòü ñåðüåçíûì
èíñòðóìåíòîì â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ â óñëîâèÿõ íåîïðåäå-
ëåííîñòè. Ïðîöåäóðà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ â òåîðèè ÍÌ ìîæåò
áûòü ýôôåêòèâíî äîïîëíåííîé ìåòîäîëîãèåé Ä. Êàíåìàíà è À. Òâåðñêè, îñíî-
âàííîé íà èñïîëüçîâàíèè àíîìàëèé ðàöèîíàëüíîãî ïîâåäåíèÿ [8].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

1. Ïðåäëîæåí íîâûé ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ ïîäìíîæåñòâ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, îá-
ëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè ÍÌ, íå òðåáóþùèé ýâðèñòè÷åñêîãî íàçíà÷åíèÿ ÔÏ. Ïî-
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êàçàíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèìåíåíèå ÍÌ, ñôîðìèðîâàííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì
ýâðèñòè÷åñêè íàçíà÷åííîé ÔÏ, è ÏìÓÏ, âû÷èñëåííîãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäå-
ëåé íå÷åòêîñòè â âèäå òåïëèöåâûõ ìàòðèö, äàþò, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷ íå÷åòêîé ìàòåìàòèêè áëèçêèå èëè ñîâïàäàþùèå ðåçóëüòàòû.

2. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ ÏìÓÏ, èñïîëüçóþùèé ôîðìàëüíûå è íå-
ôîðìàëüíûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè íàçíà÷åíèå ãëàâíîé äèàãîíàëè ñïåöèàëüíûõ
ìàòðèö, ñóùåñòâåííî ïîâûøàþùèé ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ ìîäåëåé.
Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ áëèçîñòè ÍÌ è ÏìÓÏ ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü áëèçîñòü
ïî íîðìå è äåôàäçèôèöèðîâàííûå çíà÷åíèÿ.

3. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷ íå÷åòêîé ìàòåìàòèêè äëÿ âû÷èñëåí-
íûõ (áåç ïðèìåíåíèÿ ÔÏ) ïîäìíîæåñòâ óïîðÿäî÷åííûõ ïàð íà îñíîâå ñòàíäàðò-
íûõ ïðàâèë ÒÍÌ, ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà:

— äîïîëíèòåëüíûé êàíàë ïðîâåðêè è êîíòðîëÿ ðåçóëüòàòà îïåðàöèè;

— âîçìîæíîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íå÷åòêîé ìàòåìàòèêè (è ëîãèêè)
â óñëîâèÿõ íåâîçìîæíîñòè íàçíà÷åíèÿ ÔÏ;

— èíòåðâàë îïðåäåëåíèÿ ïîäìíîæåñòâà óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âïèñàí â èíòåð-
âàë óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà.
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Þ.Ì. Ì³íàºâ, Î.Þ. Ô³ë³ìîíîâà, Þ.². Ì³íàºâà, Ã.Î. Ô³ë³ìîíîâ
ÍÅ×²ÒÊÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ ÇÀ ÎÁÌÅÆÅÍÈÕ ÌÎÆËÈÂÎÑÒÅÉ ÂÈÇÍÀ×ÅÍÍß ÔÓÍÊÖ²É
ÍÀËÅÆÍÎÑÒ²

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ â óìîâàõ íåâèçíà÷åíîñò³ ó ôîðì³
íå÷³òêî¿ ìàòåìàòèêè íà ï³äñòàâ³ ìåòîä³â ³ ìîäåëåé òåîð³¿ íå÷³òêèõ ìíîæèí
çà îáìåæåíèõ ìîæëèâîñòåé âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ íàëåæíîñò³. Çàïðîïîíîâàíî
ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïîä³áíîãî òèïó, ÿêèé ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ ïðèõî-
âàíèõ çíàíü ó âèãëÿä³ ï³äìíîæèí óïîðÿäêîâàíèõ ïàð, îá÷èñëåíèõ ç âèêî-
ðèñòàííÿì ñèíãóëÿðíî¿ äåêîìïîçèö³¿ ñïåö³àëüíèõ (òåïëèöåâèõ, ãàíêåëåâèõ
òà ³í.) ìàòðèöü, ñôîðìîâàíèõ íà îñíîâ³ óí³âåðñàëüíî¿ ìíîæèíè. Íàâåäåíî
ïðèêëàäè, ùî ³ëþñòðóþòü åôåêòèâí³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íå÷³òêà ìíîæèíà, òåíçîðíà äåêîìïîçèö³ÿ, íå÷³òêà ìàòåìà-
òèêà, ñïåö³àëüí³ ìàòðèö³.

Yu.N. Minaev, O.Yu. Filimonova, J.I. Minaeva, G.A. Filimonov
FUZZY MATHEMATICS UNDER LIMITED POSSIBILITIES OF ASSIGNMENT
OF MEMBERSHIP FUNCTIONS

Abstract. We consider solution of problems under uncertainty in the form fuzzy
of mathematics on the basis of methods and models of fuzzy set theory under
limited possibilities of definition (assignment) of membership functions. We
propose a method to solve such kind of problems, which defines hidden
knowledge as subsets of ordered pairs computed with the use of singular value
decomposition of special (Toeplitz, Hankel, and other’s) matrices formed on the
basis of universal set. We present examples that illustrate the efficiency of the
proposed method..
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