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Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíî óðàâíåíèå Êîðòåâåãà–äå Ôðèçà ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè è ìàëûì ïàðàìåòðîì ïåðâîé ñòåïåíè ïðè ñòàðøåé ïðîèç-
âîäíîé. Ââåäåíî ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñòóïåí÷àòîãî òèïà. Íà
îñíîâå íåëèíåéíîãî ìåòîäà ÂÊÁ ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêèõ ðå-
øåíèé è äàíî åãî îáîñíîâàíèå. Óñòàíîâëåí ïîðÿäîê ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó
àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè, ñ êîòîðîé ïîñòðîåííîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå
óäîâëåòâîðÿåò èñõîäíîìó óðàâíåíèþ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèå Êîðòåâåãà–äå Ôðèçà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôè-
öèåíòàìè, ñîëèòîíîïîäîáíûå ðåøåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, ñèíãóëÿð-
íûå âîçìóùåíèÿ.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ìíîãèì ÿâëåíèÿì â ïðèðîäå è ïðîöåññàì â òåõíèêå ïðèñóù êîëåáàòåëüíûé

õàðàêòåð [1, 2]. Çà÷àñòóþ êîëåáàíèÿ ãàðìîíè÷åñêèå èëè ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçè-

öèåé íåñêîëüêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé ñ íåñîèçìåðèìûìè ïåðèîäàìè, ò.å.

êâàçèïåðèîäè÷åñêèå. Â òåëåêîììóíèêàöèîííûõ, îïòè÷åñêèõ è äðóãèõ ñèñòåìàõ

÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ òàê íàçûâàåìûå íåëèíåéíûå âîëíû [3–7] — ñîëèòîíû, èçó-

÷åíèþ êîòîðûõ óäåëÿåòñÿ ìíîãî âíèìàíèÿ.

Ïîíÿòèå «ñîëèòîí» ââåäåíî â 1965 ã. [8], õîòÿ ñîëèòîííûå âîëíû âïåðâûå

åùå â 1834 ã. íàáëþäàë Äæîí Ñêîòò Ðàññåë, êîòîðûé îïèñàë äîâîëüíî ñëîæíûé

ìåõàíèçì èõ äâèæåíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ. Îáû÷íî ïîä ñîëèòîíîì ïîíèìàþò âîë-

íîâîå âîçìóùåíèå â íåëèíåéíîé ñðåäå, õàðàêòåðíûìè ñâîéñòâàìè êîòîðîãî

ÿâëÿþòñÿ ñîõðàíåíèå ôîðìû âîëíû è åå ëîêàëèçàöèÿ â ïðîñòðàíñòâå; ïîñòîÿí-

íàÿ ñêîðîñòü äâèæåíèÿ, çàâèñÿùàÿ îò àìïëèòóäû âîëíû; îñîáûé õàðàêòåð âçàè-

ìîäåéñòâèÿ ñ ïîäîáíûìè âîëíàìè, êîòîðûé àíàëîãè÷åí ñòîëêíîâåíèþ ÷àñòèö

(ñîõðàíåíèå ôîðìû âîëíû ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ òàêèìè æå âîëíàìè). Óêàçàí-

íûå ñâîéñòâà áûëè îáíàðóæåíû è äåòàëüíî ècñëåäîâàíû íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ

Êîðòåâåãà–äå Ôðèçà (ÊäÔ) [9]

u uu ut x xxx� � �6 0. (1)

Íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ 50 ëåò óðàâíåíèå ÊäÔ è åãî îáîáùåíèÿ èçó÷à-

ëèñü c ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ [10, 11] ìåòîäîâ. Óñòà-

íîâëåíî, ÷òî óðàâíåíèå (1) èìååò ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ: áûñòðîóáûâàþùèå,

â ÷àñòíîñòè, ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ, ïåðèîäè÷åñêèå è êâàçèïåðèîäè÷åñêèå (êîíå÷-

íîçîííûå), ðåøåíèÿ òèïà óäàðíîé âîëíû è äð. Óðàâíåíèå ÊäÔ òàêæå èìååò ñèí-

ãóëÿðíûå ðåøåíèÿ [12], êîòîðûå ðàçðóøàþòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ è ïðè ýòîì ðàç-

ðóøåíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü ãðóáî èëè â ñîîòâåòñòâèè ñî ñöåíàðèåì

ãðàäèåíòíîé êàòàñòðîôû.

Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî óðàâíåíèþ ÊäÔ, îíî è â íàñòîÿ-

ùåå âðåìÿ ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êëàññè÷åñ-

êîå óðàâíåíèå ÊäÔ ïîëó÷åíî â êà÷åñòâå óíèâåðñàëüíîé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ íå-

ëèíåéíûõ âîëí â îäíîðîäíûõ ñðåäàõ ñ íåëèíåéíîé äèñïåðñèåé áåç äèññèïà-

öèè [13]. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ñðåäà íåîäíîðîäíàÿ, à åå ïàðàìåòðû è
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ñâîéñòâà çàâèñÿò êàê îò ïðîñòðàíñòâåííîé [14], òàê è îò âðåìåííîé ïåðåìåííûõ,

ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ÊäÔ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè [15], äëÿ êî-

òîðîãî â àíãëîÿçû÷íîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå èñïîëüçóåòñÿ àááðåâèàòóðà vc KdV

(variable coefficient Korteweg-de Vries equation). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ óðàâíåíèÿ ÊäÔ

ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ñèíãóëÿðíûì âîçìóùåíèåì ñ ïîìîùüþ

íåëèíåéíîãî ìåòîäà ÂÊÁ ïîcòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, íàçâàííûå

àñèìïòîòè÷åñêèìè ñîëèòîíîïîäîáíûìè ðåøåíèÿìè [16].

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È, ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß È ÏÎÍßÒÈß

Äàííàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà óðàâíåíèþ ÊäÔ ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè è

ìàëûì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé âèäà

� � �u a x t u b x t uuxxx t x� �( , , ) ( , , ) , (2)

ãäå a x t( , , )� , b x t( , , )� çàïèñûâàþòñÿ â âèäå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ:

a x t a x tj
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, b x t b x tj
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(3)

ñ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè ïî ïåðåìåííûì ( , ) [ ; ]x t T� 	R 0 êîýôôèöè-

åíòàìè; �
 0 — ìàëûé ïàðàìåòð.

Óðàâíåíèÿ âèäà (2) âîçíèêàþò ïðè îïèñàíèè âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â íåîäíî-

ðîäíûõ ñðåäàõ ñ ïåðåìåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè è ìàëîé äèñïåðñèåé è îòíîñÿò-

ñÿ ê òàê íàçûâàåìûì ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ýôôåêòèâ-

íî ìîæíî èññëåäîâàòü â îñíîâíîì ëèøü àñèìïòîòè÷åñêèìè ìåòîäàìè [17], ïî-

çâîëÿþùèìè íå òîëüêî ïîñòðîèòü èõ ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ ñ ëþáîé

àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòüþ, íî è èçó÷èòü êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ðåøåíèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ îäíîôàçîâûõ ñîëèòîíî-

ïîäîáíûõ ðåøåíèé [18] óðàâíåíèÿ (2). Èñêîìîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå

ñîäåðæèò äðîáíûå ñòåïåíè ìàëîãî ïàðàìåòðà è èìååò âèä

u x t u x t V x t Oj
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, (4)

ãäå âåëè÷èíà x t��( ) íàçûâàåòñÿ ôàçîé, à � � �� �( ( )) /x t — ôàçîâîé ïåðå-

ìåííîé.

Â (4) èñïîëüçîâàíî ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà: çà-

ïèñü �( , , ) ( )x t O N� �� ïðè �� 0, ( , )x t K� , îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóþò çíà÷åíèå

�0 0
 è âåëè÷èíà C KN ( ) 
 0, ãäå K T
 	R [ ; ]0 — îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíî-

æåñòâî, ÷òî äëÿ âñåõ � ��( ; )0 0 è ( , )x t K� âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

| ( , , )| ( )� x t C KN
N� �� . Ñóòü âûðàæåíèÿ (4) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñ ïîìîùüþ

íåêîòîðîãî àëãîðèòìà ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî ñëàãàåìûõ

äàííîé ñóììû (íàïðèìåð, 2 1N � ) òàê, ÷òî ýòà ñóììà áóäåò óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-

íåíèþ (2) â àñèìïòîòè÷åñêîì ñìûñëå, ò.å. ñ òî÷íîñòüþ O N( )/� �1 2 .

Àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå (4) ïðåäñòàâèì â âèäå u x t Y x tN( , , ) ( , , )� �� �
� �O N( )/� 1 2 , ãäå Y x t U x t V x tN N N( , , ) ( , , ) ( , , )� � �� � , ïðè÷åì ôóíêöèÿ
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íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòüþ, à ôóíêöèÿ
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— ñèíãóëÿðíîé ÷àñòüþ àñèìïòîòèêè. Ðåãóëÿðíàÿ

÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ôîíîâîé ôóíêöèåé äëÿ ðåøåíèÿ (4) è, â ÷àñòíîñòè, ìîæåò ðàâ-
íÿòüñÿ íóëþ èëè áûòü ïîñòîÿííîé.



×ëåíû ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè îïðåäåëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ äèôôåðåí-
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à ÷ëåíû ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè — êàê ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ
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ãäå ôóíêöèè f x tj ( , ), F x tj ( , , )� , j N�1 2, , ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðó-

åìûìè è âû÷èñëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî.

Ñèñòåìû óðàâíåíèé (5), (6) è (7), (8) ïîëó÷åíû ñòàíäàðòíûì îáðàçîì [18, 19]

ïîäñòàíîâêîé ðàçëîæåíèé (3), (4) â óðàâíåíèå (2), âûïîëíåíèåì äåéñòâèé íàä ñî-

îòâåòñòâóþùèìè àñèìïòîòè÷åñêèìè ðÿäàìè è ïðèðàâíèâàíèåì êîýôôèöèåíòîâ

ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà â îáåèõ ÷àñòÿõ ïîëó÷åííûõ ðà-

âåíñòâ. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñòâà èñêîìûõ ñîëèòîíîïî-

äîáíûõ ðåøåíèé ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ôàçîâîé ïåðåìåííîé �.

Êîýôôèöèåíòû ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè (4) ñ÷èòàþòñÿ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðîâàííûìè è èõ ìîæíî íàéòè ìåòîäîì õàðàêòåðèñòèê ïðè âåñüìà

îáùèõ óñëîâèÿõ íà êîýôôèöèåíòû ñòåïåííûõ ðÿäîâ â (3). Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì

ïîëàãàåì, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü àñèìïòîòèêè èçâåñòíà.

Êîýôôèöèåíòû ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè (4) ñ÷èòàþòñÿ áåñêîíå÷íî

äèôôåðåíöèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè ïåðåìåííûõ ( , , )x t � , èõ ìîæíî âûáðàòü ðàç-

ëè÷íûì îáðàçîì è îò èõ îïðåäåëåíèÿ çàâèñÿò âîëíîâûå ñâîéñòâà ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé [20] óðàâíåíèÿ (2).

Ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îáîçíà÷èì G G T1 1 0� 	 	( [ ; ] )R R ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî òàêèõ áåñêîíå÷íî äèô-

ôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé f f x t� ( , , )� , ( , , ) [ ; ]x t T� � 	 	R R0 , ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë n, p, q, r ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ ( , )x t íà

êàæäîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K T
 	R [ ; ]0 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ [18]:
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2) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ f x t� ( , ), äëÿ êîòî-
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Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà G1 â ñëó÷àå, êîãäà f x t� �( , ) 0 â óñëîâèè 2,
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ñòðàíñòâî ôóíêöèé f f x t� ( , , )� èç G1, äëÿ êîòîðûõ ðàâíîìåðíî îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííûõ ( , )x t íà êàæäîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå K T
 	R [ ; ]0 âûïîëíÿåòñÿ

ñîîòíîøåíèå lim ( , , )
�

�
���

�f x t 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè èç ïðîñòðàíñòâà G
1
0

(ïî ôàçîâîé ïåðåìåííîé �) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Øâàðöà.
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Â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ êîýôôèöèåíòîâ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòè-

êè (4) ñðåäè àñèìïòîòè÷åñêèõ ñîëèòîíîïîäîáíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2)

âèäà (4) ðàçëè÷àþò äâà òèïà ðåøåíèé. Åñëè ôóíêöèè V x tj ( , , )� ïðè âñåõ

j � 0 1, ,� ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó G
1
0 , òî ïîñòðîåííîå àñèìïòîòè÷åñêîå ðàç-

ëîæåíèå íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì ñîëèòîííîãî òèïà [18, 19], ïî-

ñêîëüêó ïðè óñëîâèè V x t Gj ( , , )� �
1
0 , j � 0 1, ,� , âñå åãî êîýôôèöèåíòû ÿâëÿþòñÿ

áûñòðîóáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè ôàçîâîé ïåðåìåííîé è ðàçëîæåíèÿ âèäà (4)

àñèìïòîòè÷åñêè àïïðîêñèìèðóþò ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2) â ñëó÷àå

ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâ. Ðåøåíèÿ òàêîãî òèïà äåòàëüíî èçó÷åíû â [20].

Â ñëó÷àå, êîãäà V x t G0 1
0( , , )� � , à V x t Gj ( , , )� � 1, j �1 2, ,� , ðàçëîæåíèå

âèäà (4) áóäåì íàçûâàòü àñèìïòîòè÷åñêèì ðåøåíèåì ñòóïåí÷àòîãî òèïà. Ïðè

ýòîì ãëàâíûé ÷ëåí ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè (4) ÿâëÿåòñÿ áûñòðîóáûâàþ-

ùåé ôóíêöèåé ôàçîâîé ïåðåìåííîé �, â òî âðåìÿ êàê âñå îñòàëüíûå ÷ëåíû ñèíãó-

ëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè èìåþò íå îáÿçàòåëüíî íóëåâîé ïðåäåë (ôîí) ïðè

ñòðåìëåíèè ôàçîâîé ïåðåìåííîé � ê �� , ò.å. ïî ñâîåé ôîðìå ãåîìåòðè÷åñêè

ïîäîáíû ïðîôèëþ óäàðíîé âîëíû, à â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå — ñòóïåíüêå.

Äàëåå îïèñàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñòóïåí÷àòîãî

òèïà äëÿ óðàâíåíèÿ (2), ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðåøåíèé è ïðåä-

ñòàâëåí îáùèé ðåçóëüòàò îá àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé.

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅØÅÍÈÉ ÑÒÓÏÅÍ×ÀÒÎÃÎ ÒÈÏÀ

Êîýôôèöèåíòû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ (3) îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: âíà÷àëå íàõîäÿòñÿ ÷ëåíû ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè, ò.å. ðåøåíèÿ

ñèñòåìû óðàâíåíèé (5), (6), à çàòåì — ÷ëåíû ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè,

ò.å. ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (7), (8).

Çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè ôóíêöèé V x tj ( , , )� , j � 0 1, ,� , áîëåå ñëîæíàÿ, ÷åì

àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à îá îòûñêàíèè ôóíêöèé u x tj ( , ), j � 0 1, ,� , êîòîðàÿ, êàê îòìå-

÷åíî ðàíåå, ðåøàåòñÿ ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî. Ñëîæíîñòü â îïðåäåëåíèè êîýôôèöè-

åíòîâ ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè îáóñëîâëåíà òåì, ÷òî ôóíêöèè V x tj ( , , )� ,

j � 0 1, ,� , äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îïðåäåëåííîìó êëàññó ôóíêöèé — îäíîìó èç

ïðîñòðàíñòâ G
1
0 èëè G1. Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî òàêæå íàéòè ôàçîâóþ ôóíêöèþ

�( )t , îïðåäåëÿþùóþ òàê íàçûâàåìóþ êðèâóþ ðàçðûâà.

Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé V x tj ( , , )� , j N� 0 1 2, , ,� , ñîñòîèò èç äâóõ

ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå óðàâíåíèÿ (7), (8) ðàññìàòðèâàþòñÿ íà êðèâîé ðàçðûâà

� � � 	 �{ }( , ) [ ; ]: ( )x t T x tR 0 � , ñ÷èòàþùåéñÿ àïðèîðè èçâåñòíîé, íàõîäÿòñÿ óñëî-

âèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ (G
1
0 èëè G1) ðåøåíèé ðå-

äóöèðîâàííûõ íà êðèâóþ ðàçðûâà óðàâíåíèé (7), (8), îïðåäåëÿåòñÿ âèä èñêîìûõ

ðåøåíèé ýòèõ ðåäóöèðîâàííûõ óðàâíåíèé è âûâîäèòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-

íåíèå äëÿ ôóíêöèè �( )t . Íà âòîðîì ýòàïå ýòè ðåäóöèðîâàííûå ôóíêöèè

ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ïðîäîëæàþòñÿ ñ êðèâîé �.

Äëÿ ðåàëèçàöèè óêàçàííîãî àëãîðèòìà ðàññìîòðèì óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèé

� � � � �j j j x tt V x t� � �( , ) ( , , )| ( ) , j N� 0 2, :

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�3
0

3 0
0

0 0
0

0
�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�
a t t b t u t( , ) ( ) ( , ) ( , ) 0 0

�

�

�
�

�

�
� ��

, (9)

�

�
�

�

�
� �

�

�
�

�
3

3 0 0 0

�

�
�

�

�
� � �

�

�
�

�j j j
ja t t b t u t( , ) ( ) ( , ) ( , ) 0

0
�

�
�

�

�

�
�

�

�
� �

�
�

�

�
�

j
jF t( , ), (10)
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ãäå F tj ( , )� , j N�1 2, , ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûìè è ëåãêî âû-

÷èñëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî. Â ÷àñòíîñòè,

F t a t
t

a t t b t ux x1 0
0

0 0 0( , ) ( , ) [ ( , ) ( ) ( , ) (� �
�

� � � � ��
�

�
� � � � � � � �, ) ( , ) ( , )t b t u tx� �0 0

� �
�

�
�� � � � �

�

�
� � �b t b t u t b t u tx x0 0 0 1

0
0 0( , ) ( , ) ( , )] ( , ) ( , ) 0 . (11)

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî åñëè a x t0 ( , ), b x t0 ( , ), u x t C T0 0( , ) ( [ ; ])� 	� R è

A t a t t b t u t( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )� � � � � �� � � � � 
0 0 0 0, � �� ( )t , (12)

òî óðàâíåíèå (9) èìååò ðåøåíèå

� �
� �

�

� �
�0

0

2
03

2
( , )

( , , )

( , )
cosh

( , , )
( )t

A t

b t

A t
c� �

� �
�

�

�

� �
�

�

�

�
�
, ñ0 � const,

ïðèíàäëåæàùåå ïðîñòðàíñòâó G
1
0 .

Èç âèäà óðàâíåíèÿ (10) ñëåäóåò, ÷òî åñëè � �j t G( , )�
1
0 , j N� 0 2, , òî âûïîëíÿ-

åòñÿ óñëîâèå F t Gj ( , )� �
1
0 , j N�1 2, , ïîñêîëüêó ôóíêöèè � �0 j , � �j , � ���j ïðèíàä-

ëåæàò ïðîñòðàíñòâó G
1
0 . Èíûìè ñëîâàìè, óñëîâèå F t Gj ( , )� �

1
0 , j N�1 2, , ÿâëÿåò-

ñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (10) â ïðîñòðàíñòâå G1. Åñëè ýòî

óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. åñëè F t Gj ( , )� �
1
0 , j N�1 2, , òî óðàâíåíèå (10) èìååò

ðåøåíèå â ïðîñòðàíñòâå G1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
îðòîãîíàëüíîñòè [18, 21]

F t t d j Nj

��

��

� � �( , ) ( , ) , ,� � � �0 0 1 , (13)

è òàêîå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì [18]:

� � � � � � �j j j jt t t t j N( , ) ( ) ( , ) ( , ), ,� � �1 2 . (14)

Çäåñü

� � � � �
�

j t a t t t b t t u t t( ) [ ( ( ), ) ( ) ( ( ), ) ( ( ), )] lim� � � �
0 0 0

1

���
� j t( , )� ,

ôóíêöèÿ � �j t G( , )� 1 è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ lim ( , )
�

� �
���

�j t 1, ôóíêöèÿ

� �j t G( , )�
1
0 è

� �j j j jt F t d E t t( , ) ( , ) ( ), lim ( , )� 	 	 �
�

�
� � �
��

�� �� 0.

Òàêèì îáðàçîì, îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû ñèíãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòè-

êè (4) íà êðèâîé ðàçðûâà � è îäíîâðåìåííî ðåøåíà çàäà÷à î íàõîæäåíèè ôàçîâîé

ôóíêöèè �( )t , äëÿ êîòîðîé èç óñëîâèÿ îðòîãîíàëüíîñòè (13) ïðè j �1 ïîëó÷àåì

íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà âèäà

15 10 30 0 0 0a t b t
d

dt
A t a t b tx( , ) ( , ) ( , , ) [( ( , ) ( , )� � � � � �� � � 6 0 0a t b tx( , ) ( , ))� � �� �

� � �10 20 3
0
2

0 0 0 0
2b t u t a t b t b tx t x( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ))� � � � � u t A t0 0( , )] ( , , ) ,� � �� � (15)

ãäå ôóíêöèÿ A t( , , )� �� îïðåäåëåíà ôîðìóëîé (12).

Óðàâíåíèå (15) ïðè äîâîëüíî îáùèõ óñëîâèÿõ íà åãî êîýôôèöèåíòû èìååò

ðåøåíèå â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîé òî÷êè t � 0 è ïîýòîìó â äàëüíåé-
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øåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå åãî ðåøåíèÿ êàê ìèíèìóì íà èíòåðâàëå

[ ; ]0 T , ãäå T 
 0 — íåêîòîðîå ÷èñëî. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî âî ìíîãèõ ÷àñòíûõ ñëó-

÷àÿõ óðàâíåíèå (15) çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ.

Íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèÿ (10) íàõîäèì åãî ðåøåíèå:

� � � � � � � �

�

�

� �j jt t t d c t( , ) ( , ) ( , ) ( ,� �
�

�

�
�

�

�

�
�� �

0

1 0 1 1 1 0 ) ( , )� � �
�

�

�

0
2

1 1

0

�
� �t d

� �
�

�

�
�

�

� �
�� j t t t d d c

�

�

� �
�

�

� � � � 	 	 �

0 0

1

1 0 1 0
2

1 2( , ) ( , ) ( , )

�

�
�� ��0 ( , )t , (16)

ãäå c1, c2 — ïðîèçâîëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.

Ñ ó÷åòîì ôîðìóëû (14) äëÿ íàõîæäåíèÿ ôóíêöèé V x tj ( , , )� , j N�1 2, , ðàñ-

ñìîòðèì çàäà÷ó Êîøè

 u x t f x tj j
� ��( , ) ( , ), (17)

u x t t j Nj j
� � �( , )| ( ), ,� � 1 2 , (18)

ãäå äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð  çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

 �
�

�
�

�

�
�a x t

t
b x t u x t

x
b x t u x tx0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ).

Ôóíêöèè f x tj
� ( , ), j N�1 2, , â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (17) îïðåäåëÿþòñÿ

ïîäñòàíîâêîé àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ (4) â óðàâíåíèå (2) è ïåðåõîäîì

ê ïðåäåëó ïðè �� �� .

Çàäà÷à Êîøè (17), (18) èìååò ðåøåíèå, ïî êðàéíåé ìåðå, â íåêîòîðîé


-îêðåñòíîñòè ! �
 � 
( ) ( , ) [ ; ] : | ( )|� � 	 � "{ }x t T x tR 0 êðèâîé �, ïîñêîëüêó ýòà

çàäà÷à êîððåêòíà â ñèëó òðàíñâåðñàëüíîñòè êðèâîé � õàðàêòåðèñòèêàì îïåðà-

òîðà  ïðè âñåõ t T�[ ; ]0 .

Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðåøåíèÿ u x t Cj
� ��( , ) ( ( ))( ) ! �
 , j N�1 2, , èçâåñòíû, îïðåäåëÿ-

åì ïðîäîëæåíèå ôóíêöèé � �j t( , ), j N� 0 2, , ñ êðèâîé � â îáëàñòü! �
 ( ) ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì:

V x t t0 0( , , ) ( , )� � �� , V x t u x t t tj j j( , , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � � �� �� , j N�1 2, .

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà î ïîðÿäêå òî÷íîñòè ïîñòðîåííîãî àñèìïòî-

òè÷åêîãî ðåøèðåíèÿ.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

— ôóíêöèè a x tk ( , ), b x t C Tk ( , ) ( [ ; ])( )� 	� R 0 , k N� 0, ;

— èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (12) äëÿ ôóíêöèè �( )t , óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâ-
íåíèþ (15);

— ôóíêöèè F t Gj ( , )� �
1
0 , j N�1 2, , è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ îðòîãîíàëü-

íîñòè (13);
— çàäà÷à Êîøè (17), (18) èìååò ðåøåíèå â îáëàñòè {( , ) [ ; ] :x t T x� 	 �R 0

� "�( )t 0}.
Òîãäà àñèìïòîòè÷åñêîå îäíîôàçîâîå ðåøåíèå ñòóïåí÷àòîãî òèïà äëÿ óðàâíå-

íèÿ (2) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

u x t

Y x t x t D

Y x t x tN

N

N( , , )

( , , ), ( , ) \ ( ),

( , , ), ( ,�

�

�




�

�� � ! �

) ( ),

( , , ), ( , ) \ ( ),

�

�

#

$
%

&
% � �

! �

! �




�Y x t x t D
N

(19)
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ãäå

Y x t u x t u x tN
j

j

N

j j
�

�

�� ��( , , ) [ ( , ) ( , )]/� � 2

0

2

, ( , )x t D� � ,

Y x t u x t V x tN
j

j

N

j j( , , , ) [ ( , ) ( , , )]/� � � �� �
�
� 2

0

2

, �
�

�

�

�
�

x t
x t

( )
, ( , ) ( )! � ,

Y x t u x t x t D
N

j

j

N

j
�

�

�� ��( , , ) ( , ), ( , )/� � 2

0

2

,

D x t T x t� � � 	 � "{ }( , ) [ ; ] : ( )R 0 0� , D x t T x t� � � 	 � 
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ãäå � �� ( )t ; K — îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òàê êàê âñå îñòàëüíûå

ñëàãàåìûå â ïîëó÷åííîì ðàâåíñòâå îòíîñèòåëüíî ìàëîãî ïàðàìåòðà èìåþò ïî-

ðÿäîê O N( )/� �1 2 .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ a x tj ( , ), j N� 0, , áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóìàÿ, äëÿ
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ãäå âåëè÷èíû C j , j N� 0, , çàâèñÿò òîëüêî îò ìíîæåñòâà K .

C ó÷åòîì ãëàäêîñòè ôóíêöèé b x tj ( , ), j N� 0, , V x tj ( , , )� , u x tj ( , ), j N� 0 2, ,

äëÿ íèõ ìîæíî çàïèñàòü íåðàâåíñòâà, àíàëîãè÷íûå (20). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
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. Çäåñü C k1 , C Vk j( ) — íåêî-

òîðûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå òîëüêî îò ìíîæåñòâà K . Îòñþäà, êàê è â ñëó÷àå

ìíîæåñòâà D � \ ( )! �
 , ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Èç èçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå (19) óäîâëåòâîðÿåò

ïðè �� '� óðàâíåíèþ (2) ñ òî÷íîñòüþ O N( )/� �1 2 .

Òåîðåìà äîêàçàíà.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ Êîðòåâåãà–äå Ôðèçà ñ ïåðåìåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè ïðåäëîæåíî ïîíÿòèå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ñòóïåí÷àòî-
ãî òèïà. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ ðåøåíèé, ñ ïîìîùüþ íåëè-
íåéíîãî ìåòîäà ÂÊÁ ïîñòðîåíû ðåøåíèÿ ñòóïåí÷àòîãî òèïà è äîêàçàí îáùèé
ðåçóëüòàò îá àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè ïîñòðîåííûõ ðåøåíèé.
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Ñ.². Ëÿøêî, Â.Ã. Ñàìîéëåíêî, Þ.². Ñàìîéëåíêî, Í.². Ëÿøêî
ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×Í² ÐÎÇÂ’ßÇÊÈ ÒÈÏÓ ÑÕÎÄÈÍÊÈ ÄËß Ð²ÂÍßÍÍß ÊÎÐÒÅÂÅÃÀ–äå ÔÐ²ÇÀ
Ç² ÇÌ²ÍÍÈÌÈ ÊÎÅÔ²Ö²ªÍÒÀÌÈ ² ÌÀËÈÌ ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÌ ÏÐÈ ÑÒÀÐØ²É ÏÎÕ²ÄÍ²É

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà–äå Ôð³çà ç³ çì³ííèìè
êîåô³ö³ºíòàìè ³ ìàëèì ïàðàìåòðîì ïåðøîãî ñòåïåíÿ ïðè ñòàðø³é ïîõ³äí³é.
Çàïðîïîíîâàíî ïîíÿòòÿ àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó òèïó ñõîäèíêè. Íà îñíîâ³
íåë³í³éíîãî ìåòîäó ÂÊÁ ðîçðîáëåíî àëãîðèòì ïîáóäîâè òàêèõ ðîçâ’ÿçê³â
³ íàâåäåíî éîãî îá´ðóíòóâàííÿ. Âñòàíîâëåíî ïîðÿäîê çà ìàëèì ïàðàìåòðîì
àñèìïòîòè÷íî¿ òî÷íîñò³, ç ÿêîþ ïîáóäîâàíèé íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäî-
âîëüíÿº âèõ³äíîìó ð³âíÿííþ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ð³âíÿííÿ Êîðòåâåãà–äå Ôð³çà ç³ çì³ííèìè êîåô³ö³ºíòàìè,
ñîë³òîíîïîä³áí³ ðîçâ’ÿçêè, àñèìïòîòè÷í³ ðîçâ’ÿçêè, ñèíãóëÿðí³ çáóðåííÿ.

S.I. Lyashko, V.H. Samoilenko, Yu.I. Samoilenko, N.I. Lyashko
ASYMPTOTIC STEP-LIKE SOLUTIONS TO THE KORTEWEG–de VRIES EQUATION WITH
VARIABLE COEFFICIENTS AND A SMALL PARAMETER AT THE HIGHEST DERIVATIVE

Abstract. The paper deals with the Korteweg–de Vries equation with variable
coefficients and a small parameter of the first degree at the highest derivative.
The notion of an asymptotic solution of a step type is proposed. By means of
the non-linear WKB technique, an algorithm for constructing such solutions is
proposed and justified. The order, on the small parameter, of the asymptotic
accuracy with which the constructed approximate solution satisfies the given
equation is established.

Keywords: Korteweg–de Vries equation with variable coefficients, soliton-like
solutions, asymptotic solutions, singular pertubation.
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