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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß Â ÓÏÐÀÂËßÅÌÎÉ
ÑÈÑÒÅÌÅ ËÎÒÊÈ–ÂÎËÜÒÅÐÐÛ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Ëîòêè–Âîëüòåððû, îïèñûâàþùàÿ ïðîöåññ ðàçâèòèÿ äâóõ âçàèìîñâÿçàí-
íûõ ïîïóëÿöèé õèùíèêîâ è æåðòâ. Ñèñòåìà ñîäåðæèò äâå ïåðåìåííûå óïðàâ-
ëåíèÿ, êîòîðûå âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âðåìÿ ïåðåõîäà ê ñòàöèîíàðíîé òî÷êå
áûëî ìèíèìàëüíûì. Ïîñòðîåíû ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå òðà-
åêòîðèè äâèæåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå è îáîñíîâàíà èõ îïòèìàëüíîñòü.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà, ìèíèìàëüíîå
âðåìÿ.

1. ÓÏÐÀÂËßÅÌÀß ÑÈÑÒÅÌÀ ËÎÒÊÈ–ÂÎËÜÒÅÐÐÛ

Àëüôðåä Äæåéìñ Ëîòêà è Âèòî Âîëüòåððà ïðåäëîæèëè ìîäåëü âçàèìîäåé-

ñòâèÿ äâóõ ïîïóëÿöèé õèùíèêîâ è æåðòâ. Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó

äâóõ îáûêíîâåííûõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèç-

âåñòíûìè
� ( ) ,

� ( ) ,

x x x

x x x

1 2 1

2 1 2

� �

� �

� �

� �
(1)

ãäå âåëè÷èíû x x t1 1� ( ), x x t2 2� ( ) îçíà÷àþò ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâà æåðòâ

è õèùíèêîâ â ìîìåíò âðåìåíè t, à ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà � , � , �, � ÿâëÿþòñÿ

ïàðàìåòðàìè ìîäåëè. Ñ÷èòàåì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t0 âûïîëíÿ-

þòñÿ íåðàâåíñòâà x t1 0 0( ) � , x t2 0 0( ) � . Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ òî÷êà ( ( ), ( ))x t x t1 2 ,

ãäå ôóíêöèè x t1 ( ) è x t2 ( ) óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå (1), äâèæåòñÿ ïî çàìêíóòîé

êðèâîé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè âîêðóã ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ( , )� � � � � � è âû-

ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà x t1 0( ) � , x t2 0( ) � , � � � � ��t . Ïîäîáíûå ìîäåëè ïðè-

ìåíÿþòñÿ â áèîëîãèè, ýêîíîìèêå, ìåäèöèíå.

Óïðàâëÿåìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû òèïà õèùíèê–æåðòâà èçó÷àëèñü âî

ìíîãèõ ïóáëèêàöèÿõ. Â ðàáîòå [1] íàéäåíû îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ äëÿ ñèñòå-

ìû Ëîòêè–Âîëüòåððû ñ îäíîé ïåðåìåííîé óïðàâëåíèÿ, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ñòå-

ïåíü ñåïàðàöèè ïîïóëÿöèé, è ìàêñèìèçèðóåòñÿ ñòîèìîñòü ýêîñèñòåìû â çàäàí-

íûé ìîìåíò âðåìåíè. Â ñòàòüÿõ [2–5] ðåøàþòñÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ ñèñòåìàìè õèùíèê–æåðòâà ñ îäíîé ïåðåìåííîé óïðàâëåíèÿ. Â ðàáîòå [6]

ñèñòåìà Ëîòêè–Âîëüòåððû ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè óïðàâëåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ

ìèíèìèçàöèè çàòðàò ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîãî ïðåäïðèÿòèÿ, êîòîðûå ñâÿçàíû

ñ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè âëèÿíèÿ íà ýêîñèñòåìó, â ÷àñòíîñòè ñ âíåñåíèåì

ïåñòèöèäîâ. Â ñòàòüå [7] èññëåäóåòñÿ ñèñòåìà õèùíèê–æåðòâà ñ äâóìÿ ïåðåìåí-

íûìè óïðàâëåíèÿ. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì áûñòðîäåéñòâèè, äîêàçàíû

òåîðåìû îá óïðàâëÿåìîñòè è î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îäíàêî

ïðè óñëîâèÿõ, êîòîðûå íå âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ìîäåëè Ëîòêè–Âîëüòåððû.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èçó÷àåòñÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà Ëîòêè–Âîëüòåððû

� ( )x x u x1 2 1 1� � �� � ,

� ( )x x u x2 1 2 2� � �� � , (2)

u u t u ii i i� � �( ) , ,1 2,
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ãäå u u ti i� ( ) — ïåðåìåííûå óïðàâëåíèÿ; ui , ui — êîíñòàíòû, u ui i� �0 ,

i �1 2, . Ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà ñòðîèòñÿ óïðàâëåíèå, êî-

òîðîå çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ïåðåâîäèò ôàçîâóþ òî÷êó èç çàäàííîãî ïîëîæå-

íèÿ x t1 0 0( ) � , x t2 0 0( ) � â ñòàöèîíàðíóþ òî÷êó ( , )� � � � � � ñèñòåìû (1). Ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ u ti ( ); â òî÷-

êàõ ðàçðûâà ýòè ôóíêöèè ñ÷èòàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ñïðàâà.

2. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÉ È ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ

Âûïîëíÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x y1 1� �� �, x y2 2� �� � â ñèñòåìå

� ( )( )x x u x1 2 1 1� � � � � ,

� ( )( )x x u x2 1 2 2� � � � , (3)

u u t u ii i i� � �( ) , ,1 2,

ïîëó÷àåì ñèñòåìó (2), ïîýòîìó äàëåå ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âðåìåíè

äîñòèæåíèÿ íà÷àëà êîîðäèíàò äëÿ ñèñòåìû (3). Ïóñòü íà âðåìåííîì îòðåçêå

[ , ]t t0 1 ïîä âîçäåéñòâèåì íåêîòîðîãî óïðàâëåíèÿ ôàçîâàÿ òî÷êà ïåðåõîäèò èç çà-

äàííîãî ïîëîæåíèÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü óïðàâëåíèå òàê,

÷òîáû âðåìÿ ïåðåõîäà t t1 0� áûëî ìèíèìàëüíûì. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ äîëæíû

óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì x t1 0( ) � � � , x t2 0( ) � � � . Ñ÷èòàåì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà

� � �u1, � � u2 . (4)

Èíòåãðèðóÿ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3) ïðè óñëîâèè, ÷òî âå-

ëè÷èíû u1 è u2 ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

e x e x c
x u x u� � � �

� � �1 2 2 1
1 2( ) ( )� �� �

, (5)

ãäå c � 0 — âåëè÷èíà, íå çàâèñÿùàÿ îò âðåìåíè. Èç àíàëèçà ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ

ñëåäóåò, ÷òî ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû (3) çàìêíóòû [8]. Ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà

âåëè÷èí óïðàâëåíèÿ òî÷êà X t x t x t( ) ( ( ), ( ))� 1 2 , ãäå ôóíêöèè x t1 ( ) è x t2 ( ) óäîâ-

ëåòâîðÿþò ñèñòåìå (3), äâèæåòñÿ ïî çàìêíóòîé êðèâîé ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè

âîêðóã ñòàöèîíàðíîé òî÷êè ( , )� u u2 1 è âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà x t1 ( ) � � � ,

x t2 ( ) � � � . Ïðèìåð ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (3) ïðèâåäåí íà ðèñ. 1.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé èñïîëüçóåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà

Ïîíòðÿãèíà [9]. Ðàññìîòðèì ôóíêöèè �1 ( )t , � 2 ( )t , H :

H x u x x u x� � � � � � �� � � �1 2 1 1 2 1 2 2( )( ) ( )( )

è ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

� ( ) ( )� � � �1 2 1 1 2 2� � � �x u x , (6)

� ( ) ( )� � � �2 1 1 1 2 2� � � �x x u .

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ 	( ) ( ( ), ( ))t t t� � �1 2 ýòîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé. Â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t t t
[ , ]0 1 îïòèìàëüíûé âåêòîð

óïðàâëåíèÿ U t u t u t( ) ( ( ), ( ))� 1 2 äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

H t X t U t H t X t V
V

( ( ), ( ), ( )) max ( ( ), ( ), )	 	� , (7)

ãäå âåêòîð V � ( , )� �1 2 ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé, ò.å.

u u1 1 1� �� , u u2 2 2� �� . Èç ñîîòíîøåíèÿ (7) âûòåêàåò
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u t u1 1( ) � , åñëè �1 0( )t � ,

u t u1 1( ) � , åñëè �1 0( )t � ,

u t u2 2( ) � , åñëè � 2 0( )t � ,
(8)

u t u2 2( ) � , åñëè � 2 0( )t � .

Â ìîìåíòû âðåìåíè òàêèå, ÷òî �1 0( )t � (� 2 0( )t � ), âåëè÷èíà u t1 ( ) (u t2 ( )) âû-

áèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà. Îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ

u t u t1 2( ), ( ) ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè ôóíêöèÿìè è ìîãóò ïðèíèìàòü

çíà÷åíèÿ u1, u1, u2 , u2 .

×àñòü ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðîìåæóòêó âðåìåíè, íà êîòîðîì

âåëè÷èíû u1 è u2 ïðèíèìàþò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòü êðè-

âîé, îïðåäåëÿåìîé (5), ïðè÷åì ñòàöèîíàðíàÿ òî÷êà ñèñòåìû (3) ðàâíà ( , )� u u2 1 . Ïðè

óñëîâèè îïòèìàëüíîñòè âåêòîð ( , )�u u2 1 ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç ÷åòûðåõ çíà÷å-

íèé: A u u� �( , )2 1 , B u u� �( , )2 1 , C u u� �( , )2 1 èëè D u u� �( , )2 1 .

Ðåøåíèå 	( )t ñèñòåìû (6) ïåðåñåêàåò âñå ÷åòûðå êâàäðàíòà â íàïðàâëåíèè

ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â ìîìåíò t òî÷êà 	( )t íàõîäèòñÿ íà

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè àáñöèññ, òî èç (6) ñëåäóåò � ( )� � �2 1 1 0� � �x , ò.å. 	( )t

ïåðåõîäèò èç ÷åòâåðòîãî êâàäðàíòà â ïåðâûé. Àíàëîãè÷íî èç ïåðâîãî êâàäðàíòà

òî÷êà 	( )t ïåðåõîäèò âî âòîðîé, èç âòîðîãî â òðåòèé, èç òðåòüåãî â ÷åòâåðòûé.

Êðîìå òîãî, èç äîêàçàííîé äàëåå ëåììû 1 ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà 	( )t íàõîäèòñÿ

â êàæäîì êâàäðàíòå îãðàíè÷åííîå âðåìÿ. Ïîýòîìó âåêòîðû A, B, C, D ñî

âðåìåíåì ñëåäóþò â òàêîì ïîðÿäêå: � �, , , , , , , , ,A B C D A B C D

Íà ðèñ. 2 òîíêèìè ëèíèÿìè èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ, æèðíûìè ëèíè-

ÿìè ïîêàçàíî ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèé, øòðèõîâûìè ëèíèÿìè

èçîáðàæåíû äóãè, êîòîðûå îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ è òðàåêòîðèÿìè, è ëèíèÿìè ïå-

ðåêëþ÷åíèÿ. Ôàçîâûå òî÷êè äâèæóòñÿ âäîëü ëèíèé, èìåþùèõ âèä ñïèðàëåé, ïðîòèâ

÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïåðåä ïîïàäàíèåì â íà÷àëî êîîðäèíàò ôàçîâàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ

âäîëü îäíîé èç ÷åòûðåõ øòðèõîâûõ äóã, êîòîðûå îáîçíà÷èì
� � �

A B C, , ,
�

D . Ýòè äóãè

óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ (5) è îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ê ñòàöèîíàðíûì òî÷-

êàì A B C, , , D.
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Ðèñ. 1. Ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3) ïðè óñëîâèÿõ � � 8, � � 10, u t1 ( ) � � 0.5, u t2 1( ) � �

x1

x2



Íà÷àëüíûå òî÷êè äóã
� � �

A B C, , ,
�

D ëåãêî ðàññ÷èòàòü ÷èñëåííûì ìåòîäîì. Íàïðè-

ìåð, äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè íà÷àëüíóþ òî÷êó äóãè
�

A, ñëåäóåò ðåøèòü ñèñòåìó äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), (6) ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè t1, X t( ) ( , )1 0 0� ,

	( ) ( , )t1 1 0� . Ïóñòü �t1 — ìîìåíò âðåìåíè òàêîé, ÷òî � �t t1 1 , �1 1 0( )� �t è �1 0( )t � ,

� � �t t t1 1. Òî÷êà X t( )�1 ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé òî÷êîé äóãè
�

A .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â ìîìåíò âðåìåíè �t ôàçîâàÿ òî÷êà X ïîïàäàåò íà äóãó
�

D ,

ò.å. íà äóãó OP (ñì. ðèñ. 2). Ýòî çíà÷èò, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà �t , çàäåéñòâîâàí

âåêòîð óïðàâëåíèÿ ( , )u u1 2 , êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîé òî÷êå D ñèñòå-

ìû (3), à äî ìîìåíòà �t èñïîëüçîâàëñÿ âåêòîð óïðàâëåíèÿ ( , )u u1 2 , êîòîðûé ñîîò-

âåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîé òî÷êå C. Ðåøàÿ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3),

(6) ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè �t , X t( )� , 	( ' ) ( , )t � �1 0 ÷èñëåííûì ìåòîäîì, íàéäåì

ìîìåíò âðåìåíè t'' òàêîé, ÷òî t t'' � �, �1 0( )t'' � è �1 0( )t � , t t t'' � � �. Â ìîìåíò t''

âåêòîð óïðàâëåíèÿ ìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå ñ ( , )u u1 2 íà ( , )u u1 2 . Åñëè òî÷êà X t( )�

ïðîáåãàåò äóãó OP, òî òî÷êà X t( )'' ïðîáåãàåò äóãó P P1 2 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé

ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèé. Êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê OPP P2 1 çàïîëíÿþò

äóãè, óäîâëåòâîðÿþùèå (5) ïðè óñëîâèè ( , ) ( , )u u u u1 2 1 2� , âäîëü êîòîðûõ äâèæóò-

ñÿ ôàçîâûå òî÷êè; ê òàêèì äóãàì ïðèíàäëåæàò OP1, PP2 .

Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà OPP P2 1 àíàëîãè÷íî

ñòðîèì êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê P P P P1 2 4 3 , èñïîëüçóÿ äóãó ïåðåêëþ÷å-

íèÿ P P1 2 êàê ìíîæåñòâî óæå ðàññ÷èòàííûõ òî÷åê X t( )'' ôàçîâûõ òðàåêòîðèé. Ðå-

øàÿ ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (3), (6) ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè

t X t t'' '' '', ( ), ( ) ( , )	 � 0 1 , íàõîäèì ìîìåíò âðåìåíè t''' òàêîé, ÷òî t t''' ''� ,

� 2 0( )t''' � è � 2 0( )t � , t t t''' ''� � . Åñëè òî÷êà X t( )'' ïðîáåãàåò äóãó P P1 2 , òî

òî÷êà X t( )''' ïðîáåãàåò äóãó P P3 4 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíèåé ïåðåêëþ÷åíèÿ.
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Ðèñ. 2. Îïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè è ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ ñèñòåìû (3) ïðè óñëîâèÿõ � � 8, � � 10,
u1 � � 1.5, u1 � 0.9, u2 � � 0.7, u2 � 0.3

x1

x2



Àíàëîãè÷íî ñòðîèì êðèâîëèíåéíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè P P P P3 4 6 5
, P P P P5 6 8 7 ,�

Îïèñàííîå ïîñòðîåíèå âûïîëíÿåì äëÿ äóã
� � �

A B C, , ,
�

D .

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ïðèìåð ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé. Âíóòðè êàæäî-

ãî êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà âåêòîð óïðàâëåíèÿ ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå

çíà÷åíèå. Òàêîå æå çíà÷åíèå âåêòîð óïðàâëåíèÿ ïðèíèìàåò íà åãî ñòîðîíàõ, çà

èñêëþ÷åíèåì ñòîðîíû, ÷åðåç êîòîðóþ òðàåêòîðèè ïîêèäàþò ÷åòûðåõóãîëüíèê.

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå â çàäàííîé ôàçîâîé òî÷êå,

ñëåäóåò íàéòè êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê, êîòîðîìó ýòà òî÷êà ïðèíàäëå-

æèò. Åñëè ôàçîâàÿ òî÷êà ëåæèò íà ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ, óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ

èç óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà.

Ëåììà 1. Åñëè íà âðåìåííîì èíòåðâàëå ( , )�t t'' òî÷êà 	( )t ïðèíàäëåæèò îä-

íîìó èç êâàäðàíòîâ è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (3), (4), (6), (8), òî t t'' � �� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî íà èíòåðâàëå ( , )�t t'' èñïîëü-

çóåòñÿ ïîñòîÿííûé âåêòîð óïðàâëåíèÿ ( , )u u1 2 . Ïóñòü X t u u t t t( ) ( , ), ( , )� � 
 �2 1 '' .

Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà (6) ïðèíèìàåò âèä

� ( )� � �1 1 2� � �u ,

� ( )� � �2 2 1� � �u .

Ñ ó÷åòîì (4) ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå 	( )t ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðå-

ñåêàåò êàæäûé êâàäðàíò çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû

ñïðàâåäëèâî.

Ïðåäïîëîæèì, X t u u( ) ( , )
 � 2 1 , t t t
 �( , )'' . Äîêàæåì ëåììó äëÿ ñëó÷àÿ

( , ) ( , )u u u u1 2 1 2� . Äëÿ òðåõ äóãèõ ñëó÷àåâ: ( , ) ( , )u u u u1 2 1 2� , ( , ) ( , )u u u u1 2 1 2� ,

( , ) ( , )u u u u1 2 1 2� , äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî. Èç óñëîâèÿ (8) ñëåäóåò, ÷òî íà

èíòåðâàëå ( , )�t t'' òî÷êà 	( )t ïðèíàäëåæèò ÷åòâåðòîìó êâàäðàíòó. Îáîçíà÷èì L

çàìêíóòóþ êðèâóþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ (5), êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷êè X t( ),

t t t
 �( , )'' , ñîîòâåòñòâóåò óïðàâëåíèþ ( , )u u1 2 è ñòàöèîíàðíîé òî÷êå ( , )� u u2 1

ñèñòåìû (3). Ïóñòü T — âðåìÿ, çà êîòîðîå ôàçîâàÿ òî÷êà îäèí ðàç ïðîõîäèò êðè-

âóþ L ïîä óïðàâëåíèåì ( , )u u1 2 . Î÷åâèäíî, ÷òî T � � .

Ïðåäïîëîæèì, t t T'' � � � . Â èíòåðâàëå ( , )�t t'' ñóùåñòâóþò äâà ìîìåíòà âðå-

ìåíè 	 	1 2, òàêèõ, ÷òî X u u( ) ( , )	 
1 2 1 1� � � , X u u( ) ( , )	 
2 2 2 1� � � , ïðè÷åì


 i � 0, X Li( )	 
 , i �1 2, . Ñ ó÷åòîì (4) ïîëó÷àåì

H t x u x x u x( ) ( )( ) ( )( )� � � � � � �� � � �1 2 1 1 2 1 2 2 ,

H u( ) ( )	 � 
 �1 2 1 1 0� � � , H u( ) ( )	 � 
 �2 2 2 1 0� � � � ,

ò.å. ôóíêöèÿ H t( ) íà èíòåðâàëå ( , )�t t'' êàê ìèíèìóì îäèí ðàç ìåíÿåò çíàê. Íî

èç [10] ñëåäóåò, ÷òî ïðè óñëîâèÿõ (3), (6), (8) âåëè÷èíà H t( ) íå çàâèñèò îò

âðåìåíè. Èç ïîëó÷åííîãî ïðîòèâîðå÷èÿ ñëåäóåò, ÷òî ñäåëàííîå ïðåäïîëîæåíèå

t t T'' � � � íåâåðíî.

Ëåììà äîêàçàíà.

3. ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÜ ÏÎÑÒÐÎÅÍÍÛÕ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÉ

Â ðàçä. 2 ïîñòðîåíû óïðàâëåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå òðàåêòîðèè ñèñòåìû (3)

ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì, à â ëèíåé-

íîì ñëó÷àå è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè. Ïîñêîëüêó ýòà ñèñòåìà

íåëèíåéíà, ñëåäóåò äîêàçàòü, ÷òî ïîñòðîåííûå óïðàâëåíèÿ è òðàåêòîðèè îïòè-

ìàëüíû. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îïòèìàëüíîñòè èñïîëüçóåì òåîðèþ ðåãóëÿðíîãî

ñèíòåçà [10].
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Ïðåäïîëîæèì, â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, èçëîæåííûõ

â ðàçä. 2, äëÿ êàæäîé äóãè
� � �

A B C, , ,
�

D ïîñòðîåíî êîíå÷íîå íåíóëåâîå ÷èñëî çàì-

êíóòûõ êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, íà÷èíàÿ ñ ïåðâîãî (ïðè ýòîì ïðî-

ïóñêè íå äîïóñêàþòñÿ). Ñ÷èòàåì, ÷òî êàæäûé òàêîé ÷åòûðåõóãîëüíèê îáðàçîâàí

÷åòûðüìÿ ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè, ÿâëÿþùèìèñÿ âåðøèíàìè, è ÷åòûðüìÿ äóãàìè

(ñòîðîíàìè), êîòîðûå èìåþò îáùèå òî÷êè òîëüêî â âåðøèíàõ. Êàæäûé òàêîé ÷å-

òûðåõóãîëüíèê ïîëíîñòüþ çàïîëíåí äóãàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè (5); âñå ýòè

äóãè ñîîòâåòñòâóþò îäíîé ñòàöèîíàðíîé òî÷êå èç ìíîæåñòâà A, B, C , D , êîòîðàÿ

íå ïðèíàäëåæèò äàííîìó ÷åòûðåõóãîëüíèêó. Òàêèå äóãè ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþò-

ñÿ, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîõîäèò òîëüêî îäíà äóãà. Ïîñòðîåí-

íûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè íå èìåþò îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Ìíîæåñòâî ïîñòðî-

åííûõ êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ íàçîâåì ðåãóëÿðíûì, åñëè âñå îíè

óäîâëåòâîðÿþò óêàçàííûì ñâîéñòâàì.

Îáîçíà÷èì G çàìûêàíèå îáúåäèíåíèÿ âñåõ ïîñòðîåííûõ êðèâîëèíåéíûõ ÷å-

òûðåõóãîëüíèêîâ è ïóñòü G — âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà G . Òðàåêòîðèÿ, ïðèíàä-

ëåæàùàÿ ìíîæåñòâó G è ïåðåâîäÿùàÿ ôàçîâóþ òî÷êó èç ïîëîæåíèÿ X â íà÷àëî

êîîðäèíàò, è ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé òðàåêòîðèè óïðàâëåíèå ñ÷èòàþòñÿ îïòèìàëü-

íûìè â G , åñëè íåò äðóãîé òðàåêòîðèè, ïðèíàäëåæàùåé G , è ñîîòâåòñòâóþùåãî

óïðàâëåíèÿ òàêèõ, ÷òî âðåìÿ ïåðåõîäà èç X â íà÷àëî êîîðäèíàò ìåíüøå. Ïîêà-

æåì, ÷òî ïîñòðîåííûå òðàåêòîðèè îïòèìàëüíû â G .

Ðàññìîòðèì îäèí èç ïîñòðîåííûõ êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.

Ïóñòü S 0 — åãî ñòîðîíà, ÿâëÿþùàÿñÿ ëèíèåé ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïîñëå ïîïàäàíèÿ íà

êîòîðóþ ôàçîâûå òî÷êè äâèæóòñÿ âíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, à S1 — ïðîòèâîïî-

ëîæíàÿ ñòîðîíà ÷åòûðåõóãîëüíèêà, òàêæå ïðåäñòàâëÿþùàÿ ëèíèþ ïåðåêëþ÷å-

íèÿ, â ìîìåíò ïîïàäàíèÿ íà êîòîðóþ ôàçîâûå òî÷êè ïîêèäàþò ÷åòûðåõóãîëüíèê.

Íàïðèìåð, â ÷åòûðåõóãîëüíèêå OPP P2 1 (ñì. ðèñ. 2) ñòîðîíîé S 0 ÿâëÿåòñÿ äóãà

P P1 2 , à ñòîðîíîé S1 — äóãà OP.

Ëåììà 2. Åñëè â ïîñòðîåííîì êðèâîëèíåéíîì ÷åòûðåõóãîëüíèêå äóãà S1

ïðåäñòàâëÿåò ãëàäêóþ ëèíèþ è êàæäàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ïîäõîäèò

ê âíóòðåííåé òî÷êå ýòîé äóãè èç âíóòðåííåé ÷àñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà, îáðàçóåò

ñ íåé íåíóëåâîé óãîë, òî äóãà S 0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ëèíèåé.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû (êîòîðîå çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ) îñíîâàíî íà èñ-

ïîëüçîâàíèè òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè ðåøåíèÿ ïî íà÷àëüíûì çíà÷åíè-

ÿì [11] è òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè [12]. (Îïðåäåëåíèå ãëàäêîé ëèíèè äàíî

â [12].) Ïîñêîëüêó äóãè
� � �

A B C, , ,
�

D óäîâëåòâîðÿþò (5), îíè ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè

ëèíèÿìè. Ïîýòîìó èç ëåììû 2 ïî èíäóêöèè ñëåäóåò, ÷òî âñå äóãè ïåðåêëþ÷åíèÿ

â ïîñòðîåííûõ êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêàõ ãëàäêèå. Î÷åâèäíî, ÷òî âñå

äðóãèå ñòîðîíû êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ òàêæå ãëàäêèå.

Ïóñòü � � � �A a a( , )1 2 , � � � �B b b( , )1 2 , � � � �C c c( , )1 2
, � � � �D d d( , )1 2 — òî÷êè, ïðè-

íàäëåæàùèå ñîîòâåòñòâåííî äóãàì
� � �

A B C, , ,
�

D.

Ëåììà 3. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

� � � � � � � � � �a u b u c u d u1 2 2 1 1 2 2 1, , , . (9)

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû (êîòîðîå íå ïðèâîäèòñÿ) îñíîâàíî íà èñïîëüçî-

âàíèè ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè H t( ).

Ñ ïîìîùüþ ëåììû 3 ëåãêî äîêàçàòü íåîòðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè H t( ). Äåé-

ñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ H t( ) ïîñòîÿííà, ïðîâåðèòü åå íåîòðèöàòåëüíîñòü

ìîæíî â ìîìåíò ïîïàäàíèÿ ôàçîâîé òî÷êè íà îäíó èç äóã
� � �

A B C, , ,
�

D . Âûïîëíèì

ïðîâåðêó äëÿ äóãè
�

A (â òðåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ ïðîâåðêà ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî).

Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè �t ôàçîâàÿ òî÷êà ïîïàäàåò íà óêàçàííóþ äóãó. Ýòî çíà÷èò,
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÷òî, íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà �t , èñïîëüçóåòñÿ âåêòîð óïðàâëåíèÿ ( , )u u1 2 , â ìîìåíò �t èìå-

åì 	( ) ( , )� �t 0 
 , ãäå 
 � 0. Èñïîëüçóÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî (9), ïîëó÷àåì

H t x t u x t( ) ( ( ) )( ( ) )� � � � � � �
 �1 2 2 0.

Â ðàáîòå [10] ââåäåíî ïîíÿòèå ðåãóëÿðíîãî ñèíòåçà è äîêàçàíà òåîðåìà îá

îïòèìàëüíîñòè òðàåêòîðèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òàêîãî ñèíòåçà.

Äëÿ çàäà÷è (3) óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîãî ñèíòåçà â ìíîæåñòâå G ìîæíî ñôîðìóëèðî-

âàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

1. Ñòîðîíû êàæäîãî ïîñòðîåííîãî êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ÿâëÿ-

þòñÿ ãëàäêèìè ëèíèÿìè. Âåêòîð óïðàâëåíèÿ âíóòðè òàêîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà

ïîñòîÿííûé. Íà âñåõ ñòîðîíàõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà âåêòîð óïðàâëåíèÿ òàêæå ïî-

ñòîÿííûé, çà èñêëþ÷åíèåì âåðøèí, â êîòîðûõ óïðàâëåíèå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ

â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâèåì åãî íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà.

2. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó êàæäîãî êðèâîëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïðîõîäèò

åäèíñòâåííàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñèñòåìû (3). Åñëè òðàåêòîðèÿ ïðîõîäèò âíóòðè ÷å-

òûðåõóãîëüíèêà, òî îíà ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ ïîêèäàåò åãî, óïèðàÿñü â ëèíèþ ïåðå-

êëþ÷åíèÿ ïîä íåíóëåâûì óãëîì è ïîäõîäÿ ê íåé ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ. Åñëè òðà-

åêòîðèÿ íà íåêîòîðîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå ñîâïàäàåò ñî ñòîðîíîé ÷åòûðåõóãîëü-

íèêà, íå ÿâëÿþùåéñÿ ëèíèåé ïåðåêëþ÷åíèÿ, òî ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ îíà ïîêèäàåò

÷åòûðåõóãîëüíèê, ïîäõîäÿ ê åãî âåðøèíå ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ.

3. Êàæäàÿ ïîñòðîåííàÿ òðàåêòîðèÿ çàêàí÷èâàåòñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, ïåðåñå-

êàÿ êðèâîëèíåéíûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè è ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ êîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

4. Âñå ïîñòðîåííûå òðàåêòîðèè óäîâëåòâîðÿþò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà.

5. Çíà÷åíèå âðåìåíè ïåðåõîäà îò òî÷êè X äî íà÷àëà êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ íå-

ïðåðûâíîé ôóíêöèåé òî÷êè X .

Èç ëåììû 2 è ïðîöåññà ïîñòðîåíèÿ óïðàâëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå óñëîâèå

ðåãóëÿðíîãî ñèíòåçà âûïîëíåíî. Ñïðàâåäëèâîñòü âòîðîãî óñëîâèÿ (çà èñêëþ÷åíè-

åì óñëîâèÿ î íåíóëåâûõ óãëàõ), à òàêæå òðåòüåãî è ïÿòîãî íå âûçûâàåò ñîìíåíèé.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ôàçîâîé òî÷êè íå ìîæåò áûòü ðàâíîé íóëþ. Äëÿ

ïîñòðîåííûõ óïðàâëåíèé è òðàåêòîðèé âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (3), (6), (8), à íåîò-

ðèöàòåëüíîñòü ôóíêöèè H äîêàçàíà ñ ïîìîùüþ ëåììû 3, ïîýòîìó ÷åòâåðòîå óñëî-

âèå âûïîëíÿåòñÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî ïîñòðîåííûõ êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíè-

êîâ ðåãóëÿðíî è äëÿ êàæäîé ïîñòðîåííîé òðàåêòîðèè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âíóò-

ðåííèå ÷àñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ, âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå: óãëû, ïîä

êîòîðûìè îíà ïîäõîäèò èçíóòðè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ê ëèíèÿì ïåðåêëþ÷åíèÿ,

íåíóëåâûå. Òîãäà âñå ïîñòðîåííûå òðàåêòîðèè è ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû

óïðàâëåíèÿ îïòèìàëüíû â G.

Äîêàçàííîé òåîðåìîé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðè óñëîâèè, ÷òî òðàåêòîðèè

óïèðàþòñÿ â ëèíèè ïåðåêëþ÷åíèÿ ïîä íåíóëåâûìè óãëàìè. Òåîðåòè÷åñêàÿ ïðî-

âåðêà ýòîãî óñëîâèÿ çàòðóäíèòåëüíà, ïîýòîìó ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ÷èñëåí-

íûé ìåòîä. Åñòåñòâåííî, äëÿ êàæäîé äóãè ïåðåêëþ÷åíèÿ ïðîâåðêó òîãî, ÷òî óãîë

íå ðàâåí íóëþ, ìîæíî âûïîëíèòü ëèøü â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê äóãè. Òàê, íà

ðèñ. 2 äëÿ êàæäîé äóãè ïåðåêëþ÷åíèÿ íå ìåíåå ÷åì â 1000 ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ

áûëà ïðîâåäåíà ïðîâåðêà, íà îñíîâàíèè êîòîðîé ñäåëàí âûâîä îá îòñóòñòâèè íó-

ëåâûõ óãëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, â äàííîì ñëó÷àå òåîðåìà ïðèìåíèìà.

Òàêèì îáðàçîì, â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñ ïîìîùüþ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿ-

ãèíà ïîñòðîåíû îïòèìàëüíûå óïðàâëåíèÿ è òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ äëÿ óïðàâëÿå-

ìîé ñèñòåìû Ëîòêè–Âîëüòåððû. Óïðàâëåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êóñî÷íî-ïîñòî-

ÿííûå ôóíêöèè îò âðåìåíè, à ôàçîâûå òî÷êè äâèæóòñÿ ïî êðèâûì, èìåþùèì âèä

ñïèðàëåé. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà íåëèíåéíà, äîêàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîñòü ïîñòðîåí-

íûõ óïðàâëåíèé è òðàåêòîðèé; ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ òåîðèÿ ðåãóëÿðíîãî ñèíòåçà

Â.Ã. Áîëòÿíñêîãî.
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Ñ.Â. Ïàøêî
ÎÏÒÈÌÀËÜÍ² ØÂÈÄÊÎÄ²¯ Â ÊÅÐÎÂÀÍ²É ÑÈÑÒÅÌ² ËÎÒÊÈ–ÂÎËÜÒÅÐÐÈ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî êåðîâàíó ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü Ëîò-
êè–Âîëüòåððè, ùî îïèñóº ïðîöåñ ðîçâèòêó äâîõ âçàºìîïîâ’ÿçàíèõ ïîïóëÿö³é
õèæàê³â òà æåðòâ. Ñèñòåìà ì³ñòèòü äâ³ çì³íí³ êåðóâàííÿ, ÿê³ îáèðàþòü òàê,
ùîá ÷àñ ïåðåõîäó äî ñòàö³îíàðíî¿ òî÷êè áóâ ì³í³ìàëüíèì. Ïîáóäîâàíî
ôóíêö³¿ êåðóâàííÿ ³ â³äïîâ³äí³ òðàºêòîð³¿ ðóõó â ôàçîâîìó ïðîñòîð³ òà îá-
ãðóíòîâàíî ¿õíþ îïòèìàëüí³ñòü.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïðèíöèï ìàêñèìóìó, ñòàö³îíàðíà òî÷êà, ì³í³ìàëüíèé ÷àñ.

S.V. Pashko
TIME OPTIMAL CONTROL PROBLEM FOR THE LOTKA–VOLTERRA SYSTEM

Abstract. We consider a controlled system of Lotka–Volterra differential
equations that describes the evolution of two interrelated populations of
predators and prey. The system contains two control variables, which are chosen
so that the transition time to a stationary point is minimal. In the article, the
control functions and the corresponding trajectories of motion in the state space
are constructed, and their optimality is substantiated.

Keywords: maximum principle, stationary point, minimum time.
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