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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ ïðî êëàñè ôóíêö³é, ÿê³ òî÷íî â³äíîâëþþòüñÿ

çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Äàëàìáåðà, óçàãàëüíåíî¿ Î.Ì. Ëèòâèíîì ó 1989 ð.

Â³äîìî, ùî öÿ ôîðìóëà â îêðåìîìó âèïàäêó äàº ïîë³íîì Òåéëîðà ðîçâè-

íåííÿ ôóíêö³¿ çà îäí³ºþ çì³ííîþ, àëå íà â³äì³íó â³ä ïîë³íîìà Òåéëîðà

çáåð³ãàº òîé ñàìèé êëàñ äèôåðåíö³éîâíîñò³, ÿêîìó íàëåæèòü íàáëèæóâàíà

ôóíêö³ÿ, íàâ³òü ÿêùî ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ s-ãî ïîðÿäêó ( , , , )s N� �1 2 íå íàëå-

æàòü òîìó ñàìîìó êëàñó äèôåðåíö³éîâíîñò³, ÿêîìó íàëåæèòü íàáëèæóâàíà

ôóíêö³ÿ. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî ñèñòåìó ïàðàìåòð³â � � �0 1, , ,� N . Çàïðî-

ïîíîâàíî ìåòîä îïòèìàëüíîãî âèáîðó öèõ ïàðàìåòð³â, à òàêîæ ñôîðìóëüî-

âàíî òà äîâåäåíî òåîðåìè ïðî êëàñè ôóíêö³é, ÿê³ òî÷íî â³äíîâëþþòüñÿ óçà-

ãàëüíåíèìè îïåðàòîðàìè Äàëàìáåðà.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ³íòåðïîëÿö³ÿ, îïåðàòîð, çàëèøîê, îïòèì³çàö³ÿ.

ÂÑÒÓÏ

Ó ö³é ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî òà äîñë³äæåíî ìåòîäè îïòèìàëüíîãî âèáîðó ïàðà-

ìåòð³â � � �0 1, , ,� N â óçàãàëüíåí³é ôîðìóë³ Äàëàìáåðà, ïðåäñòàâëåí³é

Î.Ì. Ëèòâèíîì [1–5].

Ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè òà äîñë³äæåííÿ ôîðìóë íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ îäí³º¿ òà áà-

ãàòüîõ çì³ííèõ çà äîïîìîãîþ ³íòåðïîëÿö³éíèõ ôîðìóë ³íôîðìàö³þ ïðî êëàñ äè-

ôåðåíö³éîâíîñò³ íàáëèæóâàíî¿ ôóíêö³¿ í³äå íå ïîäàþòü â ÿâíîìó âèãëÿä³, çà âè-

íÿòêîì âèïàäê³â, êîëè ïîðÿäîê âèêîðèñòàíèõ çíà÷åíü ïîõ³äíèõ ó òî÷êàõ ³íòåðïî-

ëÿö³¿ îáìåæåíî êëàñîì äèôåðåíö³éîâíîñò³ íàáëèæóâàíî¿ ôóíêö³¿. Ïðîòå ï³ä ÷àñ

íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ äâîõ ³ á³ëüøå çì³ííèõ îïåðàòîðàìè ³íòåðë³íàö³¿ åðì³òîâîãî

òèïó çà äîïîìîãîþ ¿õí³õ ñë³ä³â òà ñë³ä³â ¿õí³õ íîðìàëüíèõ ïîõ³äíèõ íà çàäàí³é

ë³í³¿ àáî ñèñòåì³ çàäàíèõ ë³í³é âèíèêàþòü ñèòóàö³¿, êîëè ³íôîðìàö³þ ïðî íàáëè-

æóâàíó ôóíêö³þ òà ¿¿ íîðìàëüí³ ïîõ³äí³ çàäàþòü ñë³äàìè íà âêàçàí³é ë³í³¿ àáî íà

äåê³ëüêîõ ë³í³ÿõ, ³ â öüîìó âèïàäêó â³äïîâ³äí³ ñë³äè ïîõ³äíèõ ìîæóòü íå ìàòè

òîãî ñàìîãî êëàñó äèôåðåíö³éîâíîñò³, ùî é íàáëèæóâàíà ôóíêö³ÿ. Íàïðèêëàä,

îïåðàòîð Òåéëîðà çà îäí³ºþ çì³ííîþ ìîæå ïðåäñòàâëÿòè ôóíêö³¿, ÿê³ ìîæóòü

áóòè íàâ³òü íå äèôåðåíö³éîâíèìè çà âñ³ìà çì³ííèìè.

Ó ö³é ñòàòò³ âèêîðèñòàíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: C Dn ( ) — ìíîæèíà ôóíêö³é íåïå-

ðåðâíèõ ðàçîì ç ¿õí³ìè ïîõ³äíèìè äî n-ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî â îáëàñò³ D ; Cn
m —
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ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÀ ÔÎÐÌÓËÀ ÄÀËÀÌÁÅÐÀ

Òâåðäæåííÿ 1 [1–5]. Íåõàé r N, 	N, r N
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Íàãîëîøóºìî, ùî òâåðäæåííÿ 1 âèêîíóºòüñÿ äëÿ äîâ³ëüíèõ { }� i , i N� 0, ,

ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü âêàçàí³ âèùå óìîâè, òîìó àêòóàëüíîþ º çàäà÷à âèáîðó ïàðàìåòð³â

{ }� i çà óìîâè ì³í³ìóìó ïîõèáêè íàáëèæåííÿ R f x y I D f x yN N, ,( , ) ( ) ( , )� �� � .

Îòæå, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàêó îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó:
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Êëàñè÷í³ ôîðìóëè åðì³òîâî¿ ³íòåðë³íàö³¿ áóäóòü ïðåäñòàâëÿòè ôóíêö³¿, ÿê³

ìîæóòü áóòè íàâ³òü íåäèôåðåíö³éîâíèìè çà âñ³ìà çì³ííèìè. Íàïðèêëàä, îïåðà-
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²íàêøå êàæó÷è, ôóíêö³ÿ f x y x y x y n( , ) | | ( )� � � � �1 1 2 ìàº ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³

ïîðÿäêó 2 1n� çà çì³ííèìè x , y, ÿê³ º ðîçðèâíèìè íà ë³í³¿ x y� � �1 0, áî ¿¿ ÷àñ-

òèíí³ ïîõ³äí³ 2n-ãî ïîðÿäêó ìàþòü âèãëÿä f x y n x yn( , ) ( , ) ( )!| |0 2 2 1 1� � � � . Òîìó

ïîë³íîì Òåéëîðà çà ñòåïåíÿìè çì³ííî¿ y äî ïîðÿäêó 2n áóäå íåäèôåðåíö³éîâíîþ

ôóíêö³ºþ.

Îïåðàòîð (1), íàâåäåíèé ó òâåðäæåíí³ 1, àâòîìàòè÷íî çáåð³ãàº êëàñ äèôå-
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÉ ÂÈÁ²Ð ÏÀÐÀÌÅÒÐ²Â � � �0 1, , ,� N

Â ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍ²É ÔÎÐÌÓË² ÄÀËÀÌÁÅÐÀ

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó âèáîðó ïàðàìåòð³â { }� i , i N� 0, , çà óìîâè

ì³í³ìóìó ïîõèáêè íàáëèæåííÿ R f x yN , ( , )� (5). Îòðèìàíî íàâåäåí³ íèæ÷å ðå-

çóëüòàòè, ñôîðìóëüîâàí³ ó âèãëÿä³ òåîðåì. Óñ³ ðåçóëüòàòè ï³äòâåðäæåíî â³äïî-

â³äíèì îá÷èñëþâàëüíèì åêñïåðèìåíòîì.

Òåîðåìà 1. Íåõàé { }� k , 0 0 1" " " " " #� � �� N , — çàäàíà ñèñòåìà ÷èñåë,
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s
C y f t

s

N

Nsi i
k

s
k k

k

s

i

N
s� �

0

1
x

s kx t dt
 � �� �( )

�
�

� �
�

�
� �� 


1

1
0

1
1

0

0

1

( )!
( , )( )( , )

s
C y f t x t dt

s

N

s
k k s

x
s k

Ns� i

i

N

i
k

k

s

��

�

��
�

�

�
�

�

�

�
�00

1

� .

Âðàõîâóþ÷è, ùî � �Nsi

i

N

i
k

�
� �

0

0, k s� , îòðèìàºìî

�
�

Nsi

i

N

s

N
s

x
i

s

f t
x y t

s
dt

��

�

�� 

� �

�
�

01

0

0

1

0
1

0( , ) ( , )
( )

( )!
.

Òåîðåìó 3 äîâåäåíî.

²ç òåîðåìè 3 âèïëèâàº, ùî ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè îïåðàòîðà D f x yN , ( , )� ìîæíà

îá÷èñëþâàòè ³íòåãðàëè çà ìåíøîþ îáëàñòþ ³íòåãðóâàííÿ. Öå ìàº ñåíñ ó ðàç³ ïðî-

ãðàìíî¿ ðåàë³çàö³¿, äå ³íòåãðàëè îá÷èñëþþòü íàáëèæåíî. Çìåíøåííÿ îáëàñò³

³íòåãðóâàííÿ ìîæå çóìîâèòè çíèæåííÿ ïîõèáêè íàáëèæåííÿ. Âðàõîâóþ÷è òåîðå-

ìè 1, 2, ìîæíà äîñÿãòè âèáîðó ÷èñåë � � �0 1, , ,� N ó ìåæàõ â³ä 0 äî 1, ùî

íàäàñòü çìîãó äîäàòêîâî çìåíøèòè îáëàñòü ³íòåãðóâàííÿ.

Òåîðåìà 4. ßêùî ôóíêö³ÿ f x y C Rr( , ) ( )	 2 ìàº âèãëÿä f x y g x y( , ) ( )� � � ,

g t C Rr( ) ( )	 , N r" , òî äëÿ çàëèøêó îïåðàòîðà (1) âèêîíóºòüñÿ òàêà ð³âí³ñòü:

R f x yN , ( , )� �

�

�

�

%
%

�

%
%

� �
�

�

�

� �
�! � 
( ) (

( )
( )� � �

�

i

i

N

Ni
i

N

x

x y z
N

i

g t

0

1

0

1� z
x y z t

N
dt dzi

Ny

)
( ( ) )

( )!
,

{

� � �

�

�

�

�
��

�

�

 
  

&

�



�

� �

1

0

0

1

äëÿ , , , },

, { , , , }.

� �

� � � �

1

0 10

�

�

N

Näëÿ 	

Äîâåäåííÿ. ßêùî âçÿòè äî óâàãè âèãëÿä ôóíêö³¿ f x y g x y( , ) ( )� � � , ìîæíà

ä³éòè âèñíîâêó, ùî

�

�
�

�

�
� � � �

p

p p

p

p

pf

x

f

y
g x y p N

1
0

�
�( ) ( ), .
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Äîâåäåìî òàêó ð³âí³ñòü:

( )( , ) ( ) ( ),
( )A f x y g x yN i

i

N
N

�
�

�� � �!1

0

1
� � � � . (7)

Äîâåäåííÿ ð³âíîñò³ (7) çä³éñíþþòü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿. Äëÿ

N �1 ìàºìî

( )( , ),A f x y
x y x y

g2 1 0� � �� �
�

�
�

�

�

�

�
��

�

�
  �

�

�
�

�

�

�

�
��

�

�
  ( )x y� ��

� �
�

�
�

�

�

�

�
��

�

�
  � � � �� � � � �1

1
0

1

x y
g x y g x y( ( ) ( ))( ) ( )

� � �
�

�
�

�

�

�

�
��

�

�
  � � � �( ) ( ) ( )( )( ) (� � � � � � � �0 1

1
1 0

x y
g x y g 2) ( )x y� � .

Íåõàé äëÿ N m� âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü

( )( , ) ( ) ( ),
( )A f x y g x ym i

i

m
m

�
�

�� � �!1

0

1
� � � � ,

òîä³ äëÿ N m� �1 ìàºìî

( )( , ) ( , ),A f x y
x y

f x ym

i

m

i m�
�

�

� �
�

�
�

�

�

�

�
��

�

�
  � �!2

0

1

� � � �
�

�
�

�

�

�

�
��

�

�
  $1

x y

$ �
�

�
�

�

�

�

�
��

�

�
  � �

�

�
�

�

�

�

�
��

�

�
 

�
�!

i

m

i m
x y

f x y
x y0

1� �( , )  � � �
�

�! ( ) ( )( )� � �i

i

m
mg x y

0

1

� � �
�

�
�

�

�

�

�
��

�

�
  � �

�
�

�! ( ) ( )( )� � � �i

i

m

m
m

x y
g x y

0

1
1

� � � � � � � �
�

�
� �! ( )( ( ) ( )) (( ) ( )� � � � � � � �i

i

m

m
m mg x y g x y

0

1
2 2

i

i

m
mg x y

�

�
�! �

0

1
2) ( )( ) � .

Ï³äñòàâëÿþ÷è (7) ó (5), îòðèìàºìî

R f x yN , ( , )� �

� � �
 !
� �

�

�
� �

�0

1

0

1

0

y

Ni k

k

N
N

x

x y z

i

N

g t z
x

i

� ( ) ( )
(( )

( )

� � �

�
� � �

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�
�� i

Ny z t

N
dt dz

( ) )

( )!

1

1

� � �
� �

�

�
� �

�! 
( ) ( )
( ( )

( )

( )� � �
�

�

k

k

N

Ni
x

x y z

N i
i

g t z
x y z

0

1 1�
�

�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�


t

N
dt dz

N

i

Ny
)

( )!

1

00
1

.

Âèäíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ � �k � ìíîæíèê ïðè çàëèøêó

( )� �� �
�
!
k

N

k

0

0. Òåîðåìó 4 äîâåäåíî.

Îòæå, â òåîðåì³ 4 ñòâåðäæóºòüñÿ, ùî äëÿ ôóíêö³é âèãëÿäó f x y g x y( , ) ( )� � �

íàáëèæåííÿ öèõ ôóíêö³é çà äîïîìîãîþ óçàãàëüíåíî¿ ôîðìóëè Äàëàìáåðà º òî÷-

íèì, ÿêùî � �k � äëÿ äîâ³ëüíèõ, íå ð³âíèõ îäèí îäíîìó � i , i k� , i N� 0, .

Íàñë³äîê 1. ßêùî f x y x y x y( , ) | | ( )� � � � �1 1 2 , òî òàêà ôóíêö³ÿ â³äíîâ-

ëþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà D2, � òî÷íî äëÿ �1 1� àáî � 2 1� .
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Òåîðåìà 5. ßêùî íàáëèæóâàíà ôóíêö³ÿ f x y C Rr( , ) ( )	 2 ìàº âèãëÿä

f x y x y f x yj j

j

m

( , ) ( )
~

( , )� � �
�
�� �

0

, (8)

� j
rt C R( ) ( )	 ,

~
( , ) ( )f x y C Rr	 2 , j m� 0, , 0 � � "m N r, òî äëÿ çàëèøêó (5)

óçàãàëüíåíîãî îïåðàòîðà Äàëàìáåðà âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü

R f x y R f x yN N, ,( , )
~

( , )� ��

çà óìîâè, ùî

� � � �j N	{ }0 1, , ,� , j m� 0, . (9)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5 äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî çà óìîâè (8)

âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü A f x y A f x yN N� ��1 1, ,( , )
~

( , )� � . Âðàõîâóþ÷è ë³í³éí³ñòü

îïåðàòîðà AN �1, � , ìîæåìî çàïèñàòè:

A f x y A x y f x yN N j j

j

m

� �
�

� � �
�

�

�
�

�

�

 
 
��1 1

0

, ,( , ) ( )
~

( , )� � � �

� � �� �
�
� A x y A f x yN j j N

j

m

1 1

0

, ,( )
~

( , )� �� � .

Ç óðàõóâàííÿì âèãëÿäó îïåðàòîðà (6) òà çà óìîâè (8) êîæíèé äîäàíîê

A x yN j j� �1, ( )�� � äîð³âíþº íóëþ, â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî A f x yN � �1, ( , )�

� �A f x yN 1,
~

( , )� (äèâ. òàêîæ [4–7]). Òåîðåìó 5 äîâåäåíî.

ÏÅÐÅÂ²ÐÊÀ ÍÀÑË²ÄÊÓ 1 ÒÅÎÐÅÌÈ 4

Ó íàñë³äêó 1 òåîðåìè 4 ñòâåðäæóºòüñÿ, ùî ôóíêö³ÿ f x y x y x y( , ) | | ( )� � � � �1 1 2

â³äíîâëþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà D2, � òî÷íî äëÿ � 2 1� . Ùîá ïåðåâ³ðèòè

öå òâåðäæåííÿ, ïîáóäóºìî îïåðàòîð D2, � äëÿ ôóíêö³¿ f x y( , ) òà ïåðåêîíàºìîñÿ

â òîìó, ùî

D f x y f x y2 0, ( , ) ( , )� � � .

Îïåðàòîð D2 äëÿ ôóíêö³¿ f x y x y x y( , ) | | ( )� � � � �1 1 2 ìàº òàêèé âèãëÿä:

D f x y f x y f t
x

i i

i

si
s

2 20

0

2

2
00 0,

( , )( , ) ( , ) ( , )
(

� � � �
�

� � �
�

�
� i

s

x

x y

is

y t

s
dt

i
�

�

��

��

��

)

( )!

1

0

2

1

2

1

�

.

Çàóâàæèìî, ùî

f x y x y x y( , ) ( , ) | | ( )0 1 3 1 1� � � � � ,

f x y x y( , ) ( , ) | |0 2 6 1� � � .

Ïîçíà÷èìî f x y f x yi i( , ) ( , )� �� 0 . Òîä³

D f x y f x y t ti i

i

i

x

x yi

2 20

0

2

21 3 1 1, ( , ) ( , ) | | ( )�

�

� �� � � �
�

�

� 
 dt

I

i

i1

0

2

� ���� ����

�
� �

� � � �

�

�

� � �

�

22

0

2

6 1

2

i

x

x y

i

I

i

i

i

t x y t dt| | ( )

� ������ ������

,
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I t t dt t t f x yi

x

x y

x

x y
i

i

i
1

23 1 1 1 1� � � � � � �

�
�



�

�
| | ( ) | | ( ) ( , ) � � �| | ( )x x1 1 2 ,

I t x y t dt x y t dti

x

x y

i i

x

xi

2 6 1 6 1 1 6� � � � � � � � �

�



�

� �| | ( ) ( ) | |

��



 � � �

�� ii y

x

x y

t t dt| | ( )1 1

� � � � � � � � ��
3 1 1 1 2 1 1 2( ) | | ( ) | | ( )x y t t t ti x

x yi� �

� � � � � � � � � � � �| | ( ) ( ) | | ( ) | | (x y x y x y x x x xi i i� � �1 1 3 1 1 1 2 12 � �1 2)

� � � � � � �f x y x x y x xi i( , ) | | ( ) | | ( )1 1 1 12 � ,

� �21 1

0

2

21
2

0

2

1 1i i

i

i i

i

I f x y x x� � � � �
� �
� � ( ( , ) | | ( ) )

� � � � �
� �
� �� � �21

2

0

2

21

0

2

211 1i i

i

i

i

i if x y x x f x y( , ) | | ( ) ( , )

i�
�

0

2

,

� � �22 2

0

2

22
21 1 1 1i i

i

i i iI f x y x x y x x� � � � � � �
�
� ( ( , ) | | ( ) | | ( )) �

�
�
i 0

2

� � � � � � �
� �
� �� �22

2

0

2

22

0

2

1 1 1 1i i

i

i

i

f x y x x y x x( , ) | | ( ) | | ( ) � � �22

0

2

22

0

2

i i

i

i i

i

f x y�
� �
� � ( , ) ,

D f x y f x y f x yi i

i

i i

i

2 20

0

2

21

0

2

, ( , ) ( , ) ( , )� � �� � �
� �
� �

� � � �
� �
� �� � � �22

0

2

0

2

20 21 22i

i

i i

i

i i if x y f x y( , ) ( , )( ).

Äëÿ N � 2 ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (2) ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

�
� �

� � � �
200

1 2

0 1 0 2

�
� �( )( )

, �
� �

� � � �
201

0 2
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�
� �( )( )

, �
� �

� � � �
202

0 1

2 0 2 1

�
� �( )( )

,

�
� �

� � � �
210

1 2

0 1 0 2

�
� �

� �

( )

( )( )
, �

� �

� � � �
211

0 2

1 0 1 2

�
� �

� �

( )

( )( )
, �

� �

� � � �
212

0 1

2 0 2 1

�
� �

� �

( )

( )( )
,

�
� � � �

220
0 1 0 2

1
�

� �( )( )
, �

� � � �
221

1 0 1 2

1
�

� �( )( )
,

�
� � � �

222
2 0 2 1

1
�

� �( )( )
,

� � �
� �

� � � �

� �

� � �
200 210 220

1 2

0 1 0 2
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0 1 0

� � �
� �

�
�

� �( )( ) ( )( � 2 )
�

�
� �

�
� �

� �

1 1 1

0 1 0 2

1 2

0 1 0 2( )( )

( )( )

( )( )� � � �

� �

� � � �
,

� � �
� �

� � � �

� �

� � �
201 211 221

0 2

1 0 1 2

0 2

1 0 1

� � �
� �

�
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�
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�
� �

�
� �

� �

1 1 1

1 0 1 2

0 2

1 0 1 2( )( )

( )( )

( )( )� � � �

� �

� � � �
,

� � �
� �

� � � �

� �

� � �
202 212 222

0 1

2 0 2 1

0 1

2 0 2

� � �
� �

�
�

� �( )( ) ( )( �1 )
�

�
� �

�
� �

� �

1 1 1

2 0 2 1

1 0

0 2 1 2( )( )

( )( )

( )( )� � � �

� �

� � � �
.

Ïîêëàäåìî � 2 1� , ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî

� � � � � �200 210 220 201 211 221 0� � � � � � , � � �202 212 222 1� � � ,

D f x y f x y f x y f

i

i i i i2

0

2

20 21 22 2, ( , ) ( , )( ) ( , ) (� � � �� � � � �
�
� x y� �� 2 0, )

� � � � � � � �f x y x y x y f x y( , ) | | ( ) ( , )0 1 1 2 .

Îòæå, äëÿ � 2 1� ìàºìî D f x y f x y2, ( , ) ( , )� � . ²íàêøå êàæó÷è,

R f x y D f x y f x y2 2 0, ,( , ) ( , ) ( , )� �� � ' .

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó òâåðäæåíí³ 1 íàâåäåíî îïåðàòîð, ÿêèé íàäàº çìîãó â ðåçóëüòàò³ éîãî çàñòîñó-

âàííÿ îòðèìàòè ôóíêö³¿, ùî íàëåæàòü òîìó ñàìîìó êëàñó äèôåðåíö³éîâíîñò³, ùî

é íàáëèæóâàíà ôóíêö³ÿ. Ïðè öüîìó ïîõ³äí³ â³ä öüîãî îïåðàòîðà çà îäí³ºþ

çì³ííîþ äî N -ãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî çá³ãàþòüñÿ ç â³äïîâ³äíèìè ïîõ³äíèìè íàáëè-

æóâàíî¿ ôóíêö³¿ íà çàäàí³é ë³í³¿. Ó òâåðäæåíí³ 2 íàâåäåíî àíàë³òè÷íå çîáðàæåííÿ

çàëèøêó íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ çà äîïîìîãîþ óçàãàëüíåíîãî îïåðàòî-

ðà Äàëàìáåðà. Öåé çàëèøîê çíà÷íîþ ì³ðîþ âèêîðèñòîâóº äèôåðåíö³àëüíèé îïå-

ðàòîð AN �1, � , ÿêèé º äèôåðåíö³àëüíèì îïåðàòîðîì ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè

N �1-ãî ïîðÿäêó, ùî çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòð³â � � �0 1, , ,� N . Äîâåäåíî, ùî äëÿ

êîæíî¿ ôóíêö³¿ âèãëÿäó (8) çàëèøîê íàáëèæåííÿ óçàãàëüíåíîþ ôîðìóëîþ Äàëàì-

áåðà çà óìîâè (9) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³ R f x y R f x yN N, ,( , )
~

( , )� �� , òîá-

òî R f x yN , ( , )� � 0 , ÿêùî
~

( , )f x y ' 0 . Ïðè öüîìó íåâ³äîì³ ïàðàìåòðè � 0 ,

� �1, ,� N ìîæíà çíàéòè, ñêîðèñòàâøèñü óìîâîþ ì³í³ìóìó ïîõèáêè ó â³ä-

ïîâ³äí³é íîðì³ òà êëàñè÷íèìè ìåòîäàìè îïòèì³çàö³¿.
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È.Â. Ñåðãèåíêî, Î.Í. Ëèòâèí, Î.Î. Ëèòâèí,
À.Â. Òêà÷åíêî , À.À. Áåëîáîðîäîâ

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ Â ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÔÎÐÌÓËÅ ÄÀËÀÌÁÅÐÀ
ÄËß ÔÓÍÊÖÈÉ ÄÂÓÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ

Àííîòàöèÿ. Ðàññìîòðåíû êëàññû ôóíêöèé, êîòîðûå òî÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Äàëàìáåðà, îáîáùåííîé Î.Í. Ëèòâèíîì â 1989 ã. Èçâåñ-
òíî, ÷òî ýòà ôîðìóëà â ÷àñòíîì ñëó÷àå äàåò ïîëèíîì Òåéëîðà ðàçëîæåíèÿ
ôóíêöèé ïî îäíîé ïåðåìåííîé, íî â îòëè÷èå îò ïîëèíîìà Òåéëîðà ñîõðàíÿåò
òîò æå êëàññ äèôôåðåíöèðóåìîñòè, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ïðèáëèæàåìàÿ
ôóíêöèÿ, äàæå åñëè ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå s-ãî ïîðÿäêà ( , , , )s N� �1 2 íå ïðè-
íàäëåæàò òîìó æå êëàññó äèôôåðåíöèðóåìîñòè, êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò
ïðèáëèæàåìàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ýòîì èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà ïàðàìåòðîâ
� � �0 1, , ,� N . Ïðåäëîæåí ìåòîä îïòèìàëüíîãî âûáîðà ýòèõ ïàðàìåòðîâ,
à òàêæå ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ðÿä òåîðåì î êëàññàõ ôóíêöèé, êîòîðûå
òî÷íî âîññòàíàâëèâàþòñÿ îáîáùåííûìè îïåðàòîðàìè Äàëàìáåðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåðïîëÿöèÿ, îïåðàòîð, îñòàòîê, îïòèìèçàöèÿ.

I.V. Sergienko, O.M. Lytvyn, O.O. Lytvyn, O.V. Tkachenko , A.A. Biloborodov
OPTIMIZATION OF PARAMETERS IN THE GENERALIZED D’ALEMBERT FORMULA
FOR A FUNCTION OF TWO VARIABLES

Abstract. The authors consider classes of functions that can be exactly restored
using the d’Alembert formula generalized by O.M. Lytvyn in 1989. This
formula as a special case is know to give the Taylor polynomial of the one
variable function, but in opposite to the Taylor polynomial it preserves the same
differentiability class to which the approximated function belongs, even if its
partial derivatives of s order ( , , , )s N� �1 2 do not belong to the same
differentiability class. In such case, the system of parameters � � �0 1, , ,� N is
used. The authors propose a method for the choice of optimal parameters and
provide and prove several theorems related to classes of functions that can be
exactly restored by the generalized d’Alembert operators.

Keywords: interpolation, operator, remainder, optimization.
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