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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ ïîðîæ-
íèí ó òðèâèì³ðíèõ îáëàñòÿõ, îáìåæåíèõ öèë³íäðè÷íèìè ³ ñôåðè÷íèìè ïî-
âåðõíÿìè òà ïëîùèíàìè, ÿêà çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ êîìïîíóâàííÿ ñôåðè÷íèõ
îá’ºêò³â ó ñêëàäåíîìó êîíòåéíåð³ ç óðàõóâàííÿì îáìåæåíü íà «ðîçð³äæå-
í³ñòü» ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â òà óìîâ áàëàíñó (ðîçì³ùåííÿ öåíòðà âàãè ñèñòå-
ìè). Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ó âèãëÿä³ çàäà÷³ íåë³í³éíîãî ïðîãðà-
ìóâàííÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä øâèäêîãî ïîøóêó äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â,
ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà áàëàíñíèõ ãîìîòåòè÷íèõ ïåðåòâîðåííÿõ 3D-îá’ºêò³â, òà
ìåòîäè ïîøóêó ëîêàëüíî-îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ³ç çàñòîñóâàííÿì àëãîðèò-
ìó äåêîìïîçèö³¿ òà r-àëãîðèòìó. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðè-
ìåíò³â.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ðîçð³äæåíå êîìïîíóâàííÿ, ñôåðè÷í³ îá’ºêòè, phi-ôóíêö³ÿ,
íåë³í³éíå ïðîãðàìóâàííÿ, r-àëãîðèòì.

ÂÑÒÓÏ

Çàäà÷à ãåíåðóâàííÿ ñòðóêòóð ³ç ïîðîæíèíàìè íàëåæèòü êëàñó îïòèì³çàö³éíèõ çà-
äà÷ êîìïîíóâàííÿ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â, ÿê³ ìàþòü øèðîêèé ñïåêòð çàñòîñóâàí-
íÿ, íàïðèêëàä, ó ìåäèöèí³ [1], àåðîêîñì³÷í³é òåõí³ö³ [2, 3] äëÿ âèðîáíèöòâà äåòà-
ëåé ³ç çàñòîñóâàííÿì 3D-äðóêó. Àäèòèâíå âèðîáíèöòâî çàáåçïå÷óº ãåîìåòðè÷íó
ñâîáîäó äëÿ âèðîáíèöòâà äåòàëåé, ùî ìàþòü ñêëàäíó êîíô³ãóðàö³þ [4–7]. Ñòâî-
ðåííÿ ñèñòåì ³ç ïîðîæíèíàìè º òèïîâîþ ïðàêòèêîþ äëÿ ñêîðî÷åííÿ îáñÿãó äðó-
êîâàíîãî ìàòåð³àëó òà ÷àñó 3D-äðóêó.

Îãëÿä, ùî îõîïëþº îñíîâí³ ãåîìåòðè÷í³ ìåòîäè, ÿê³ íèí³ çàñòîñîâóþòüñÿ
äîñë³äíèêàìè äëÿ ðîçì³ùåííÿ äâîâèì³ðíèõ îá’ºêò³â, ïðåäñòàâëåíî â [8]. Ìåíøå
ðîá³ò ïðèñâÿ÷åíî òðèâèì³ðíîìó ïàêóâàííþ [9–11] ³ ùå ìåíøå — îïòèì³çàö³éíèì
çàäà÷àì êîìïîíóâàííÿ â àäèòèâíîìó âèðîáíèöòâ³ [12,13]. Ç ïîïåðåäí³ìè ðåçóëüòà-
òàìè àâòîð³â ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ, íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [14–23].

Íà ñüîãîäí³ íàéá³ëüø åôåêòèâíèì º çàñòîñóâàííÿ ìåòîä³â òîïîëîã³÷íî¿
îïòèì³çàö³¿ äëÿ çíàõîäæåííÿ íàéêðàùîãî ðîçì³ùåííÿ òà ãåîìåòð³¿ ïîðîæíèí óñåðå-
äèí³ îáëàñò³ ìîäåëþâàííÿ. Êð³ì òîãî, öåé òèï îïòèì³çàö³¿ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè íå
ò³ëüêè äëÿ îïòèì³çàö³¿ íàòóðíèõ, äîñèòü âåëèêîãàáàðèòíèõ êîíñòðóêö³é, àëå ³ äëÿ
çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíî¿ êîíñòðóêö³¿ ìàòåð³àë³â íà ì³êðîð³âí³ òà íàíîð³âí³.

Íîâèçíà ï³äõîäó ïîëÿãàº ó ïîáóäîâ³ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé òà ðîçðîáëåíí³
ìåòîä³â äëÿ âèçíà÷åííÿ îïòèìàëüíîãî ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ ïîðîæíèí óñåðå-
äèí³ îáëàñò³ ìîäåëþâàííÿ, ÿê³ ´ðóíòóþòüñÿ íà ìåòîäàõ ãåîìåòðè÷íîãî ïðîºêòó-
âàííÿ [14–23] òà âèêîðèñòàíí³ r-àëãîðèòìó [24–29].

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó «ðîçð³äæåíîãî» êîìïîíóâàííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â çàäà-
íèõ ðàä³óñ³â ³ç çì³ííèìè ïàðàìåòðàìè ðîçì³ùåííÿ â îáëàñò³, îáìåæåí³é
öèë³íäðè÷íèìè, ñôåðè÷íèìè ïîâåðõíÿìè òà ïëîùèíàìè, ç óðàõóâàííÿì îáìå-
æåíü íà ñóìàðíèé îá’ºì ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â çà ì³í³ìàëüíîãî â³äõèëåííÿ öåíòðà
âàãè ñèñòåìè â³ä çàäàíî¿ òî÷êè (óìîâà áàëàíñó).

Äëÿ àíàë³òè÷íîãî îïèñó ãåîìåòðè÷íèõ îáìåæåíü âèêîðèñòàíî ìåòîä
phi-ôóíêö³é (phi-function technique).
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÀ ÌÎÄÅËÜ

Íåõàé îáëàñòü ðîçì³ùåííÿ ïîäàíî ÿê C � � �\ , äå � ��
� ll

n

1� , l Jn� �

� { }1, ,� n . Ââàæàºìî, ùî êîæåí îá’ºêò � ³ � l , l Jn� , ìîæå ìàòè ôîðìó êó-
áî¿äà, êðóãîâîãî öèë³íäðà, ñôåðè÷íîãî îá’ºêòà àáî êðóãîâîãî êîíóñà.

Îá’ºêòè � ³ � l , l Jn� , ìàþòü ô³êñîâàí³ ïàðàìåòðè ðîçì³ùåííÿ u0 ,
u x y zl l l l l� ( , , , )� , l Jn� , ó ô³êñîâàí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò. Òóò (x y zl l l, , ) º â³äî-
ìèì âåêòîðîì òðàíñëÿö³¿ òà � l º âåêòîðîì â³äîìèõ ïàðàìåòð³â îáåðòàííÿ (òðè

êóòè Åéëåðà). Çàäàíî ìíîæèíó ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â S Rq � 3 , q I NN� � { }1, ,� .

Ñôåðè÷í³ îá’ºêòè S q , q I N� , ìîæóòü íåïåðåðâíî òðàíñëþâàòèñÿ. Âåêòîð òðàíñ-
ëÿö³¿ ïîçíà÷åíî � q q q qx y z� ( , , ), q I N� . Öåíòð êîæíîãî ñôåðè÷íîãî îá’ºêòà
çá³ãàºòüñÿ ç ïî÷àòêîì éîãî ëîêàëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò. Âåêòîð � âèçíà÷àº ðîç-

òàøóâàííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â S q , q I N� , â åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ R 3 , äå

� � �� ( , , )1 � N . Êîæåí ñôåðè÷íèé îá’ºêò S q ìàº âàãó mq , q I N� , òîä³ ÿê êîæíà

êîìïîíåíòà � l ìàº âàãó ml
0

, l Jn� . Âàãà îáëàñò³ � ñòàíîâèòü m0 .

Ïåðåäáà÷àºòüñÿ, ùî öåíòð òÿæ³ííÿ îá’ºêòà S q ðîçì³ùåíèé ó òî÷ö³ � q (ïî÷à-
òîê ëîêàëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò), à öåíòð òÿæ³ííÿ îáëàñò³ ðîçì³ùåíèé ó çàäàí³é
òî÷ö³. Öåíòð òÿæ³ííÿ �c c c cx y z� ( , , ) ñèñòåìè ñôåðè÷íèõ ïîðîæíèí, ðîçì³ùåíèõ
óñåðåäèí³ îáëàñò³, âèçíà÷àþòü ó òàêèé ñïîñ³á:
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Äîïóñòèìå â³äõèëåííÿ öåíòðó òÿæ³ííÿ �c c c cx y z� ( , , ) â³ä çàäàíî¿ òî÷êè
âèçíà÷àþòü ó âèãëÿä³ ñèñòåìè íåð³âíîñòåé

| |xc 	 �0 , | |yc 	 �0 , | |zc 	 �0 , (2)

äå �0 0
 .
Âèçíà÷èìî åâêë³äîâó â³äñòàíü ì³æ ñôåðè÷íèìè îá’ºêòàìè S q q( )� òà S g g( )� :

dist ( ( ), ( )) min | | |
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à òàêîæ åâêë³äîâó â³äñòàíü ì³æ ñôåðè÷íèì îá’ºêòîì S q q( )� òà îá’ºêòîì
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Âèçíà÷èìî ì³í³ìàëüí³ â³äñòàí³: �1 — ì³æ êîæíîþ ïàðîþ ñôåðè÷íèõ

îá’ºêò³â, � 2 — ì³æ êîæíèì îá’ºêòîì S q q( )� òà îá’ºêòîì � * , � 3 — ì³æ êîæíèì

îá’ºêòîì S q q( )� òà êîìïîíåíòîþ � l , l Jn� ;

� � �1 � �min ( ( ), ( )) | ( , ){dist }S S q gq q g g 
 , 
 � � � �{ }( , ) | , ,q g q I g I q gN N ,

� �2 � ��min ( ( ), ) |{dist }S q Iq q N� ,

� �3 � � �min ( ( ), ( )), ,{dist }S u q I l Jq q l l N n� .

Íåõàé � � � �� min , ,{ }1 2 3 .
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Çàäà÷ó ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â S q q( )� , q I N� , ó ìåæàõ îáëàñò³ C

ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê çàäà÷ó óòâîðåííÿ ñòðóêòóð ç ïîðîæíèíàìè (äàë³ —
ðîçð³äæåíå êîìïîíóâàííÿ), ÿêùî âîíà ìàêñèì³çóº ì³í³ìàëüí³ â³äñòàí³ ì³æ êîæ-
íîþ ïàðîþ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â S Sq q g g( ), ( )� � , ( , )q g �
 , ì³æ êîæíèì îá’ºêòîì

S q q( )� òà îá’ºêòîì � * , q I N� , à òàêîæ ì³æ êîæíèì îá’ºêòîì S q q( )� , q I N� ,

òà êîìïîíåíòîþ � l , l Jn� , òîáòî ìàêñèì³çóº � .
Óìîâè ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â S q q( )� , q I N� , ó ìåæàõ îáëàñò³ C

äëÿ çàäà÷³ ðîçð³äæåíîãî êîìïîíóâàííÿ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè â òàêèé ñïîñ³á:

dist ( ( ), ) ,S q Iq q N� ��� 
 � , (3)

dist ( ( ), ( ))S Sq q g g� � �
 , ( , )q g �
 , (4)

dist ( ( ), ( )) , ,S u q I l Jq q l l N n� �� 
 � � . (5)

Côîðìóëþºìî çàäà÷ó ðîçð³äæåíîãî çáàëàíñîâàíîãî êîìïîíóâàííÿ òàê: âèç-
íà÷èòè êîìïîíóâàííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â S q q( )� , q I N� , ó çàäàíîìó êîíòåé-
íåð³ ç óðàõóâàííÿì óìîâè áàëàíñó (1), (2) òà óìîâ ðîçì³ùåííÿ (3)–(5).

Äëÿ îïèñó óìîâ âêëþ÷åííÿ (3) (containment constraints) òà óìîâ íåïåðåòèíó (4), (5)
(non-overlapping constraints), âðàõîâóþ÷è, ùî � � 0 — öå çì³ííà, çàñòîñîâóþòü ïñåâäî-
íîðìàë³çîâàí³ phi-ôóíêö³¿ òà ïñåâäîíîðìàë³çîâàí³ êâàç³-phi-ôóíêö³¿ [22, 23].

Ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷³ ðîçð³äæåíîãî êîìïîíóâàííÿ ìîæíà ñôîðìóëþ-
âàòè ÿê òàêó çàäà÷ó íåïåðåðâíî¿ îïòèì³çàö³¿:

max � s.t. ( , , )� � � �W, (6)

W q gqg q g� 
 �{( , , ) : ( , , ) , ( , )� � � � � �
�
� 
0 ,

�
� 
 � ��ql q l ql N nu q I l J( , , , ) , , ,� � � 0

�
�q q Nq I( , ) , , ( ) ,� � � �
 � 
 �0 0 0� }, (7)

äå � � �� ( , , )1 � N , � � � � �� ( , , , , , )11 12 � �ql Nn , íåð³âí³ñòü
�
�qg q g( , , )� � � 
 0

ïðåäñòàâëÿº óìîâè (4) äëÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â S q q( )� ³ S g g( )� , q g I N� � ;
íåð³âí³ñòü

�
� 
�ql q l qlu( , , , )� � � 0 ïðåäñòàâëÿº óìîâè (5) äëÿ îá’ºêò³â S q q( )� òà

� l lu( ) , q I l JN n� �, ; íåð³âí³ñòü
�
�q q( , )� � 
 0 ïðåäñòàâëÿº óìîâè (3) äëÿ

îá’ºêò³â S q q( )� òà �� , i I n� ; íåð³âí³ñòü �( )� 
 0 ïðåäñòàâëÿº óìîâè áàëàíñó

(1), (2), ïðè öüîìó
�( ) min ( ), ( )� � �� { }f f1 2 ,

f x xc c1
0 0( ) min ,� � �� � � �{ }, f y yc c2

0 0( ) min ,� � �� � � �{ }.

Îáëàñòü äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â W âèçíà÷àºòüñÿ ñèñòåìîþ íåãëàäêèõ íåð³â-
íîñòåé, ÿê³ ìîæíà çâåñòè äî ñèñòåìè íåð³âíîñòåé ³ç äèôåðåíö³éîâíèìè
ôóíêö³ÿìè. Öå ìîæíà çðîáèòè ÷åðåç ïñåâäîíîðìàë³çîâàí³ phi-ôóíêö³¿ òà ïñåâäî-
íîðìàë³çîâàí³ êâàç³-phi-ôóíêö³¿ [20–34], ÿê³ ìàþòü âèãëÿä

min ( , , ), ( , , ), , ( , , )

( , , )

{ }f f f

f

m1 2

1

0

0

� � � � � � � � �

� � �

� 
 �


 ,
( , , ) ,

( , , ) ,

f

f m

2 0

0

� � �

� � �







�

�
�

�
��

äå êîæíà ôóíêö³ÿ f i ( , , )� � � , i I m� , º äèôåðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ, m —
ê³ëüê³ñòü ôóíêö³é, ÿê³ ôîðìóþòü îêðåìó phi-ôóíêö³þ ç (7).
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Ìîäåëü (6), (7) º áàãàòîåêñòðåìàëüíîþ çàäà÷åþ íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ.
Öå òî÷íå ôîðìóëþâàííÿ â òîìó ñåíñ³, ùî âîíî äàº âñ³ îïòèìàëüí³ ðîçâ’ÿçêè çà-
äà÷³ ðîçð³äæåíîãî çáàëàíñîâàíîãî êîìïîíóâàííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â.

Ê³ëüê³ñòþ îñíîâíèõ çì³ííèõ ó çàäà÷³ º � � � �1 3n Nn, äå n — ê³ëüê³ñòü îïóê-

ëèõ êîìïîíåíò � l lu( ), l n�1, ,� . Ìîäåëü (6), (7) âêëþ÷àº O N( )2 íåë³í³éíèõ

íåð³âíîñòåé òà O Nn( ) çì³ííèõ, ùî º äîïîì³æíèìè çì³ííèìè ó êâàç³-phi-ôóíêö³ÿõ.

ÏÎØÓÊ ÄÎÏÓÑÒÈÌÈÕ ÐÎÇÂ’ßÇÊ²Â

Ï³äõ³ä äî ïîøóêó äîïóñòèìèõ ñòàðòîâèõ òî÷îê äëÿ çàäà÷³ (6), (7) ì³ñòèòü òàê³ êðîêè.

Êðîê 1. Ãåíåðóâàííÿ N âèïàäêîâèõ òî÷îê � �1
0 0( ) ( ), ,�

N
â îáëàñò³ C. Ôîðìó-

âàííÿ òî÷êè � � �( ) ( ) ( )( , , , , , )0
1
0 0

1� � �
N nu u , äå ul , l Jn� , — ô³êñîâàí³ ïàðàìåò-

ðè ðîçì³ùåííÿ êîìïîíåíò � l , l Jn� .
Êðîê 2. Ïîøóê çáàëàíñîâàíîãî êîìïîíóâàííÿ N çâàæåíèõ òî÷îê (âèðîäæåíèõ

ñôåð) ó ìåæàõ îáëàñò³ C øëÿõîì ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêî¿ çàäà÷³ íåë³í³éíîãî ïðîãðàìó-
âàííÿ:

min � s.t. ( , )� � � � �V R N3 1, (8)

V u q I u l Jq N l n� 
 � 
 � 
{ }( , , ) : ( ) , , ( ) , , ( , )� � � � 	 � �0 0 0� , (9)

äå � � �� ( , , )1 � N . Òî÷êó � 0 ðîçãëÿäàþòü ÿê ñòàðòîâó äîïóñòèìó òî÷êó.

Äëÿ íåð³âíîñò³ � �q ( ) 
 0 ïåðåäáà÷àºòüñÿ, ùî � q � �, òîä³ ÿê äëÿ íåð³âíîñò³
	 l u( ) 
 0 ïåðåäáà÷àºòüñÿ, ùî � l � � . Çíàõîäèìî òî÷êó � � �( ) ( ) ( )( , , ,1

1
1 1� �

N

u un1, , )� ëîêàëüíîãî åêñòðåìóìó çàäà÷³ (8), (9).
Êðîê 3. Âèçíà÷åííÿ ñòàðòîâèõ çíà÷åíü çì³ííèõ �ql äëÿ êîæíî¿ êâàç³-phi-ôóíêö³¿

� 
�ql q l qlu( , , , )� � � 0 , q I l JN n� �, . Ö³ çì³íí³ ðîçãëÿäàþòü ÿê ïàðàìåòðè ðîç-
ä³ëüíèõ ïðÿìèõ ì³æ êîæíîþ ïàðîþ çâàæåíèõ òî÷îê � q

( )1 ³ � l , q I N� , l Jn� . Âè-

çíà÷åííÿ âåêòîðà � �( ) ( )(1 1�
ql

, q I N� , l Jn� ).

Êðîê 4. Ôîðìóâàííÿ òî÷êè ( , )( ) ( )� �1 1 .

Êðîê 5. Ïîøóê ïî÷àòêîâèõ ðîçì³ð³â ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â øëÿõîì ðîçâ’ÿçàí-
íÿ òàêî¿ çàäà÷³ íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ:

max 
 s.t. ( , , )� � 
 ��, (10)

� � 
� 
 �{( , , ) : ( , , ) , ( , ) ,� � 
 � � 

�

qg q g q g0
�

� 
 � ��ql q l ql N nu q I l J( , , , ) , , ,� � 
 0
�
�q q Nu q I u l( , ) , , ( , , ) , }
 � 

 � 
 
0 0 0� , (11)

ïî÷èíàþ÷è ç òî÷êè ( , , )( ) ( )u 1 1 0� 
 � .

Ó çàäà÷³ (10), (11) çì³ííà 
 º êîåô³ö³ºíòîì ãîìîòåò³¿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â S q ,
q I N� , à òàêîæ êîìïîíåíò � l , l Jn� , l Jn� , l Jn� , ôóíêö³ÿ

�
�qg q g( , , )� � 
 º

ïñåâäîíîðìàë³çîâàíîþ phi-ôóíêö³ºþ äëÿ 
 �S q q( ) ³ 
 �S g g( ) , ( , )q g �
 , ôóíêö³ÿ
�

� 
�ql q l qlu( , , , )� � 
 0 º ïñåâäîíîðìàë³çîâàíîþ êâàç³-phi-ôóíêö³ºþ îá’ºêò³â


 �S q q( ) ³ 
� l lu( ) , q I N� , l Jn� , à
�
�q qu( , )
 º ïñåâäîíîðìàë³çîâàíîþ

phi-ôóíêö³ºþ îá’ºêò³â 
 �S q q( ) ³ �� .

Çíàõîäèìî òî÷êó ( , , )( ) ( ) ( )u 2 2 2 1� 
 � ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìó çàäà÷³ (10), (11).

ßêùî 
( )2 1� , òîä³ ïåðåõîäèìî äî êðîêó 1. Ôàêòè÷íî çàäà÷à (10), (11) — öå çàäà-
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÷à «çá³ëüøåííÿ» çâàæåíèõ òî÷îê � �1
1 1( ) ( ), ,�

N
, u un1, ,� (âèðîäæåí³ îá’ºêòè,


 � 0 ) äî ïî÷àòêîâèõ ðîçì³ð³â ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â S q q( )� , q I N� , (
 �1), ùî íå
ïåðåòèíàþòüñÿ òà çíàõîäÿòüñÿ âñåðåäèí³ îáëàñò³ C.

Êðîê 6. Âèçíà÷åííÿ ïî÷àòêîâîãî çíà÷åííÿ � :

� � �( ) min ( , ) , ( , )2 2 2 0� 
 �{
�
� 
qg q g q g ,

�
� � ��ql q l ql N nu g I l J( , , ), ,( ) ( )� �2 2 ,

�
�q q Nq I( ),( )� 2 � } .

Êðîê 7. Ôîðìóâàííÿ òî÷êè ( , , )( ) ( ) ( )u 2 2 2� � äëÿ ïîäàëüøî¿ ëîêàëüíî¿ îïòè-

ì³çàö³¿. Âèõ³äí³ äàí³, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ëîêàëüí³é òî÷ö³ ì³í³ìóìó çàäà÷³ (10), (11),
º òàêèìè:

�� — îïòèì³çîâàíå çíà÷åííÿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿;

� � �� � �� ( , , )1 � q — âåêòîð ïàðàìåòð³â ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â S q ,

q I N� , äå � i i i ix y z� � � �� ( , , ) .

ÏÎØÓÊ ËÎÊÀËÜÍÎ-ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÕ ÐÎÇÂ’ßÇÊ²Â
²Ç ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍßÌ ÌÅÒÎÄÓ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖ²¯

Îáëàñòü äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â W âèçíà÷àºòüñÿ ñèñòåìîþ O N( )2 íåð³âíîñòåé

ç O Nn( ) çì³ííèìè. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (6), (7) âèêîðèñòàíî àëãîðèòì äå-
êîìïîçèö³¿. Öåé àëãîðèòì çâîäèòü çàäà÷ó (6), (7) äî ìíîæèíè ï³äçàäà÷
íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ çíà÷íî ìåíøî¿ ðîçì³ðíîñò³. Ö³ ï³äçàäà÷³ ìàþòü
O N( ) íåð³âíîñòåé òà çì³ííèõ. Êëþ÷îâà ³äåÿ àëãîðèòìó º òàêîþ.

Êðîê 1. Ïîáóäîâà íåðóõîìèõ îêðåìèõ êóáîïîä³áíèõ ³íäèâ³äóàëüíèõ êîí-
òåéíåð³â äëÿ êîæíîãî âåêòîðà äîïóñòèìèõ ïàðàìåòð³â ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ
îá’ºêò³â ó êëàñòåð³. Ñôåðè÷í³ îá’ºêòè íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ÿêùî ¿õí³ êóáîïîä³áí³
êîíòåéíåðè íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Äî òîãî æ, òðàíñëÿö³¿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â óñåðå-
äèí³ êóáîïîä³áíèõ êîíòåéíåð³â íå âïëèâàþòü íà íåïåðåòèí ñôåð. Äëÿ çàáåçïå-

÷åííÿ íåïåðåòèíó ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â íå ïîòð³áíî ïåðåãëÿäàòè âñ³ O N( )2 ïàð

êóáî¿ä³â. Íàòîì³ñòü äîñòàòíüî ïåðåâ³ðèòè íåïåðåòèí ëèøå O N( ) «áëèçüêèõ» ïàð.
Êðîê 2. Ôîðìóâàííÿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ íåð³âíîñòåé äëÿ îïèñó â³ëüíîãî

ðóõó êîæíîãî ñôåðè÷íîãî îá’ºêòó ó â³äïîâ³äíîìó îêðåìîìó ³íäèâ³äóàëüíîìó
êîíòåéíåð³.

Êðîê 3. Ôîðìóâàííÿ ï³äîáëàñò³ äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â ó òàêèé ñïîñ³á. Äëÿ
âñ³õ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â äîäàºìî O N( ) ë³í³éíèõ íåð³âíîñòåé äî ñèñòåìè (7) ³ âè-

äàëÿºìî O N( )2 íåë³í³éíèõ íåð³âíîñòåé, ùî â³äïîâ³äàþòü íåïåðåòèíó ïàð

³íäèâ³äóàëüíèõ êîíòåéíåð³â. Îòæå, íåïåðåòèí ïåðåâ³ðÿºòüñÿ ëèøå äëÿ O N( ) ñôå-
ðè÷íèõ îá’ºêò³â. Äåÿê³ íàäëèøêîâ³ îáìåæåííÿ âêëþ÷åííÿ òà íåïåðåòèíó ñôåðè÷-
íèõ îá’ºêò³â ç îïóêëèìè êîìïîíåíòàìè òàêîæ âèäàëÿþòüñÿ. Öÿ äîïîì³æíà ï³äçà-
äà÷à ëîêàëüíî¿ ì³í³ì³çàö³¿ ìàº O N( ) çì³ííèõ òà O N( ) íåë³í³éíèõ îáìåæåíü.

Êðîê 4. Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, ñôîðìîâàíî¿ íà êðîö³ 3. Ïåðåõ³ä äî êðîêó 1.
Ðåçóëüòàòîì îñòàííüî¿ ³òåðàö³¿ àëãîðèòìó º ëîêàëüíèé ìàêñèìóì çàäà÷³ (6), (7).
Ñòðàòåã³ÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (6), (7) ì³ñòèòü òðè îñíîâí³ åòàïè.
Åòàï 1. Ñòâîðåííÿ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ñòàðòîâèõ òî÷îê äëÿ çàäà÷³ (6), (7) .
Åòàï 2. Ïîáóäîâà ìíîæèíè ëîêàëüíèõ ìàêñèìóì³â äëÿ çàäà÷³ (6), (7), ïî÷è-

íàþ÷è ç êîæíî¿ äîïóñòèìî¿ òî÷êè, îòðèìàíî¿ íà åòàï³ 1.
Åòàï 3. Âèá³ð íàéêðàùîãî ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó ³ç ìíîæèíè ëîêàëüíèõ

ìàêñèìóì³â, çíàéäåíèõ íà åòàï³ 2.
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ÏÎØÓÊ ËÎÊÀËÜÍÎ-ÎÏÒÈÌÀËÜÍÈÕ ÐÎÇÂ’ßÇÊ²Â
Ç ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍßÌ r-ÀËÃÎÐÈÒÌÓ

Çà äîïîìîãîþ ìåòîäó íåãëàäêèõ øòðàôíèõ ôóíêö³é çàäà÷ó (6), (7) ìîæíà
çâåñòè äî çàäà÷³ áåçóìîâíî¿ ìàêñèì³çàö³¿ íåãëàäêî¿ ôóíêö³¿

max ( , , ) ( , , )
( , , )� � �

� � � � � � �
�

� �
W

Pf{ }� , (12)

äå íåãëàäêà øòðàôíà ôóíêö³ÿ �P ( , , )� � � ìàº âèãëÿä

�P i i

i

P F P F P F P( , , ) ( , , ) ( , ) ( ) ma� � � � � � � � �� � � � �
�
� 3 3 4 4

1

2

5 x ,{ }.0 � � (13)

Òóò P P P P P P� { }1 2 3 4 5, , , , , äå Pk , k �1 2 3 4 5, , , , , — äîäàòí³ øòðàôí³ êîåô³ö³ºíòè,
à ôóíêö³¿ Fi ( , , )� � � , i �1 2, , F3 ( , )� � , F4 ( )� âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

F

q g

qg q g1 0( , , ) max , ( , , )
( , )

� � � � � �� �
�

�



�{ }
�

, (14)

F u

q I l J

ql q l ql

N n

2 0( , , ) max , ( , , , )
,

� � � � � �� � �
� �

� { }
�
� , (15)

F

q I

q q

N

3 0( , ) max , ( , )� � � �� �
�
� { }

�
� , (16)

F4 0( ) max , ( )� �� �{ }� . (17)

Çíàõîäæåííÿ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó çàäà÷³ (6), (7) ìîæíà çàì³íèòè íà ïî-
øóê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó çàäà÷³ (12), ÿêà º çàäà÷åþ áåçóìîâíî¿ ìàêñèì³çàö³¿
áàãàòîåêñòðåìàëüíî¿ íåãëàäêî¿ ôóíêö³¿ f ( , , )� � � , äå øòðàôíà ôóíêö³ÿ
�P ( , , )� � � îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëàìè (13)–(17). ßêùî äëÿ äåÿêèõ äîäàòíèõ
çíà÷åíü øòðàôíèõ êîåô³ö³ºíò³â P P P P P P� { }1 2 3 4 5, , , , ëîêàëüíîìó ìàêñèìóìó
ôóíêö³¿ f ( , , )� � � â³äïîâ³äàº ð³âíå íóëþ çíà÷åííÿ øòðàôíî¿ ôóíêö³¿ �P ( , , )� � � ,
òî â³í áóäå ëîêàëüíèì ìàêñèìóìîì çàäà÷³ (6), (7). Âèá³ð øòðàôíèõ êîåô³ö³ºíò³â
P1, P2 , P3 , P4 íàäàº çìîãó âðàõîâóâàòè òî÷í³ñòü âèêîíàííÿ ÷îòèðüîõ ãðóï îáìå-
æåíü ³ç (7). Êîåô³ö³ºíò P1 â³äïîâ³äàº çà «ñóìàðíå ïîðóøåííÿ» ïåðøî¿ ãðóïè îá-
ìåæåíü, êîåô³ö³ºíò P2 — çà «ñóìàðíå ïîðóøåííÿ» äðóãî¿ ãðóïè îáìåæåíü,
êîåô³ö³ºíò P3 — çà «ñóìàðíå ïîðóøåííÿ» òðåòüî¿ ãðóïè îáìåæåíü, à êîåô³ö³ºíò
P4 — çà «ïîðóøåííÿ» ÷åòâåðòî¿ ãðóïè îáìåæåíü. Êîåô³ö³ºíò P5 íàäàº çìîãó
âðàõóâàòè íåâ³ä’ºìí³ñòü çì³ííî¿ �.

Àëãîðèòì ïîøóêó íàéêðàùîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (6), (7) ´ðóíòóºòüñÿ íà ìåòîä³
ìóëüòèñòàðòó ç âèïàäêîâèì âèáîðîì ñòàðòîâèõ òî÷îê ó ñïîëó÷åíí³ ç ìî-
äèô³êàö³ºþ r-àëãîðèòìó Øîðà [25], ÿêà âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ ïîøóêó ëîêàëüíèõ
ìàêñèìóì³â ôóíêö³¿ f ( , , )� � � . Àëãîðèòì íå âèìàãàº, ùîá ñòàðòîâ³ òî÷êè áóëè
äîïóñòèìèìè äëÿ çàäà÷³ (6), (7), òà ïîëÿãàº â òàêîìó. Íåõàé ntest — ê³ëüê³ñòü
ñòàðòîâèõ òî÷îê. Äëÿ êîæíî¿ ÷åðãîâî¿ ñòàðòîâî¿ òî÷êè óòî÷íþþòü ëîêàëüíèé
ìàêñèìóì ç íå ìåíøèì çíà÷åííÿì ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿. Ïîøóê ëîêàëüíîãî ìàêñèìó-
ìó ôóíêö³¿ f ( , , )� � � çä³éñíþþòü çà äîïîìîãîþ ìîäèô³êàö³¿ r-àëãîðèòìó
ç ïîñò³éíèì êîåô³ö³ºíòîì ðîçòÿãó ïðîñòîðó é àäàïòèâíèì ðåãóëþâàííÿì êðîêó
[28, 29]. Íàéêðàùèé ³ç ntest ëîêàëüíèõ ìàêñèìóì³â ôóíêö³¿ f ( , , )� � � , äëÿ ÿêîãî

ðåàë³çóºòüñÿ áëèçüêå äî íóëÿ çíà÷åííÿ øòðàôíî¿ ôóíêö³¿ �P ( , , )� � � , ïðèéìàþòü
ÿê ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6), (7). Éîìó â³äïîâ³äàº íàéá³ëüøå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè � ,
çíàéäåíå çà ntest ïîøóê³â ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó ôóíêö³¿ f ( , , )� � � .
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ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍÈÕ ÅÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒ²Â

Ó öüîìó ðîçä³ë³ ïðåäñòàâëåíî íèçêó òåñòîâèõ ïðèêëàä³â, ùî äåìîíñòðóþòü ðîáîòó
ðîçðîáëåíèõ ïðîãðàìíèõ ìîäóë³â, ÿê³ ðåàë³çóþòü çàïðîïîíîâàí³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ
çàäà÷³ (6), (7) äëÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â çàëåæíî â³ä âèä³â îáìåæåíü, çóìîâëåíèõ
ð³çíèìè òåõíîëîã³ÿìè 3D-äðóêó. Âñ³ åêñïåðèìåíòè âèêîíàíî íà AMD FX(tm)-6100,
3.30 GHz êîìï’þòåð³ ìîâîþ ïðîãðàìóâàííÿ C ++, Windows 7. Äëÿ ëîêàëüíî¿
îïòèì³çàö³¿ âèêîðèñòàíî IPOPT (https://github.com/coin-or/Ipopt). Áàãàòîñòàðòîâèé çà-
ïóñê ïðîãðàìè âèêîíàíî 100 ðàç³â äëÿ êîæíîãî ïðèêëàäó.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé N � 60, ðîçãëÿíåìî S q , q �1 10, ,� , ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â

ðàä³óñà rq � 3; S q , q �11 30, ,� , ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ðàä³óñà rq � 2 ; S q ,
q � 31 60, ,� , ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ðàä³óñà rq �1:

à) îáëàñòü — êóáî¿ä � , l � 36, w � 36, h � 36.
Íà ðèñ. 1, à íàâåäåíî ðîçð³äæåíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ó êóáî¿ä³

�, ùî â³äïîâ³äàº òî÷ö³ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó ( , , )� � �� � � , �� � 4.4932;

á) îáëàñòü — êóáî¿ä � , l � 36, w � 36, h � 36 ³ç çîíîþ çàáîðîíè (êîìïîíåí-
òîþ �1).

Êîìïîíåíòà �1 — îïóêëèé áàãàòîãðàííèê ç âåðøèíàìè {(8, 0, 16), (16, 0, 20),
(20, 0, 16), (20, 0, 20), (16, 36, 16), (16, 36, 20), (20, 36, 16), (20, 36, 20)}.

Íà ðèñ. 1, á íàâåäåíî ðîçð³äæåíå çáàëàíñîâàíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ
îá’ºêò³â ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � �\ 1, ùî â³äïîâ³äàº òî÷ö³ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó

( , , )� � �� � � , �� � 4.1359.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé N � 30, ðîçãëÿíåìî S q , q �1 5, ,� , ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â

ðàä³óñà rq � 2.5; S q , q � 6 15, ,� , ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ðàä³óñà rq � 2; S q , q �16 30, ,� ,
ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ðàä³óñà rq �1; îáëàñòü — êóëÿ � ðàä³óñà r � 20:

à) êîìïîíåíòà �1 — êóëÿ ðàä³óñà r1 4� ç öåíòðîì (0, 0, 0).
Íà ðèñ. 2, à íàâåäåíî ðîçð³äæåíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ó ñêëàäåí³é îá-

ëàñò³ � �\ 1, ùî â³äïîâ³äàº òî÷ö³ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó ( , , )� � �� � � , �� � 5.362246;

á) êîìïîíåíòè � l , l �1 2, , — êóë³ ðàä³óñà rl � 20. Öåíòðè êîìïîíåíò
ðîçì³ùåí³ ó òî÷êàõ ( , , )0 0 30 ³ ( , , )0 0 30� .

Íà ðèñ. 2, á íàâåäåíî ðîçð³äæåíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ó ñêëà-
äåí³é îáëàñò³ � � �\ ( )1 2� , ùî â³äïîâ³äàº òî÷ö³ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó

( , , )� � �� � � , � * � 4.79394.
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Ðèñ. 1. Ðîçð³äæåíå çáàëàíñîâàíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â, ùî â³äïîâ³äàº ëîêàëüíîìó
ìàêñèìóìó �� : ó êóáî¿ä³ � (à); ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � �\ 1 (á)

à á



Ïðèêëàä 3: à) íåõàé N � 32, ðîçãëÿíåìî S q , q �1 32, ,� , ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â

ðàä³óñà rq � 3, q I N� . Îáëàñòü — êóáî¿ä � , l � 36, w � 36, h � 36, êîìïîíåíòè � l ,
l �1 2 3, , , — öèë³íäðè ç ìåòðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè rl � 3, hl � 36. Öåíòðè
îñíîâ öèë³íäð³â ðîçì³ùåí³ ó öåíòð³ ãðàíåé � .

Íà ðèñ. 3, à íàâåäåíî ðîçð³äæåíå çáàëàíñîâàíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â
ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � � � �\ ( )1 2 3� � , ùî â³äïîâ³äàº òî÷ö³ ëîêàëüíîãî ìàêñè-

ìóìó ( , , )� � �� � � , �� � 3.6473;

á) íåõàé N � 60, ðîçãëÿíåìî S q , q �1 10, ,� , ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ðàä³óñà rq � 3;
S q , q �11 30, ,� , ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ðàä³óñà rq � 2; S q , q � 31 60, ,� , ñôåðè÷íèõ
îá’ºêò³â ðàä³óñà rq �1.

Îáëàñòü — öèë³íäð � ç ìåòðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè r �15, h �18, êîìïî-
íåíòà �1 — öèë³íäð ç ðàä³óñîì îñíîâè rl � 4, ðîçì³ùåíèé óçäîâæ îñ³ OX .

Íà ðèñ. 3, á íàâåäåíî ðîçð³äæåíå çáàëàíñîâàíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ
îá’ºêò³â ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � �\ 1 , ùî â³äïîâ³äàº òî÷ö³ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó

( , , )� � �� � � , �� � 2.755339.

Ïðèêëàä 4: à) íåõàé N � 60, ðàä³óñ êóëü rq � 2, q I N� . Îáëàñòü —

� � � �� � �1 2 3 : �1 — êóáî¿ä ç âåðøèíàìè {(0, 0, 0), (10, 0, 0), (10, 20, 0),
(0, 20, 0), (0, 0, 50), (10, 0, 50), (10, 20, 50), (0, 20, 50)}, � 2 — êóáî¿ä ç âåðøèíàìè
{(30, 0, 0), (40, 0, 0), (40, 20, 0), (30, 20, 0), (30, 0, 50), (40, 0, 50), (40, 20, 50),
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Ðèñ. 2. Ðîçð³äæåíå çáàëàíñîâàíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â, ùî â³äïîâ³äàº ëîêàëüíîìó
ìàêñèìóìó �� : ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � �\ 1 (à); ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � � �\ ( )1 2� (á)

à á

Ðèñ. 3. Ðîçð³äæåíå çáàëàíñîâàíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â, ùî â³äïîâ³äàº ëîêàëüíîìó
ìàêñèìóìó �� : ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � � � �\ ( )1 2 3� � (à); ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � �\ 1 (á)

à á



(30, 20, 50)}, � 3 — êóáî¿ä ç âåðøèíàìè {(10, 0, 40), (10, 20, 40), (30, 0, 40),
(30, 20, 40), (10, 0, 50), (10, 20, 50), (30, 0, 50), (30, 20, 50)}.

Íà ðèñ. 4, à íàâåäåíî ðîçð³äæåíå çáàëàíñîâàíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ
îá’ºêò³â ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � , ùî â³äïîâ³äàº òî÷ö³ ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó

( , , )� � �� � � , �� � 2.06725;

á) íåõàé N � 60, ðîçãëÿíåìî S q , q �1 10, ,� , ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ðàä³óñà
rq � 3; S q , q �11 30, ,� , ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â ðàä³óñà rq � 2; S q , q � 31 60, ,� , ñôå-
ðè÷íèõ îá’ºêò³â ðàä³óñà rq �1.

Îáëàñòü — öèë³íäð � ç ìåòðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè r �15, h �18, êîìïî-
íåíòè � l , l �1 2, , — êóë³ ðàä³óñà rl �15. Öåíòðè êóëü ðîçì³ùåí³ ó òî÷êàõ ( , , )0 0 30
³ ( , , )0 0 30� .

Íà ðèñ. 4, á íàâåäåíî ðîçð³äæåíå çáàëàíñîâàíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ
îá’ºêò³â ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � � �\ ( )1 2� , ùî â³äïîâ³äàº òî÷ö³ ëîêàëüíîãî ìàê-

ñèìóìó ( , , )� � �� � � , �� � 3.0495.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äîñë³äæåíî îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó êîìïîíóâàííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â çàäàíèõ
ðàä³óñ³â ³ç çì³ííèìè ïàðàìåòðàìè ðîçì³ùåííÿ ó ñêëàäåíîìó êîíòåéíåð³ (îáìå-
æåíîìó öèë³íäðè÷íèìè, ñôåðè÷íèìè ïîâåðõíÿìè òà ïëîùèíàìè) ç óðàõóâàííÿì
îáìåæåíü íà «ðîçð³äæåí³ñòü» ðîçì³ùåííÿ îá’ºêò³â, ñóìàðíèé îá’ºì òà óìîâ áà-
ëàíñó (ì³í³ìàëüíå â³äõèëåííÿ öåíòðà âàãè ñèñòåìè â³ä çàäàíî¿ òî÷êè). Äëÿ
àíàë³òè÷íîãî îïèñó ãåîìåòðè÷íèõ îáìåæåíü âèêîðèñòàíî ìåòîä phi-ôóíêö³é
(phi-function technique). Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ó âèãëÿä³ çàäà÷³
íåë³í³éíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Çàïðîïîíîâàíî øâèäêèé ìåòîä ïîøóêó äîïóñòèìèõ
ñòàðòîâèõ òî÷îê, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà ãîìîòåòè÷íèõ ïåðåòâîðåííÿõ 3D-îá’ºêò³â,
òà ìåòîäè ïîøóêó ëîêàëüíî-îïòèìàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ³ç çàñòîñóâàííÿì àëãîðèòìó
äåêîìïîçèö³¿ òà r-àëãîðèòìó Øîðà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ ìîòèâîâàíà çàñòîñóâàííÿì â àäèòèâíèõ òåõíîëîã³ÿõ äëÿ
îïòèì³çàö³¿ òîïîëîã³¿ ïðîìèñëîâèõ ïðîäóêò³â. Âîíà º åêâ³âàëåíòíîþ çàäà÷³ ãåíå-
ðóâàííÿ îá’ºìíèõ ñòðóêòóð ³ç ïîðîæíèíàìè, ÿê³ ìàþòü øèðîêèé ñïåêòð çàñòîñó-
âàííÿ, çîêðåìà, ó àåðîêîñì³÷í³é ãàëóç³ äëÿ âèðîáíèöòâà ïîëåãøåíèõ äåòàëåé
ñêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ çà äîïîìîãîþ 3D-äðóêó.
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Ðèñ. 4. Ðîçð³äæåíå çáàëàíñîâàíå ðîçì³ùåííÿ ñôåðè÷íèõ îá’ºêò³â, ùî â³äïîâ³äàº ëîêàëüíîìó
ìàêñèìóìó �� : ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � (à); ó ñêëàäåí³é îáëàñò³ � � �\ ( )1 2� (á)

à á
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ïóñòîò â òðåõìåðíûõ îáëàñòÿõ, îãðàíè÷åííûõ öèëèíäðè÷åñêèìè, ñôåðè÷åñ-
êèìè ïîâåðõíîñòÿìè è ïëîñêîñòÿìè, êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å êîìïîíîâêè
ñôåðè÷åñêèõ îáúåêòîâ â ñîñòàâíîì êîíòåéíåðå ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà
«ðàçðåæåííîñòü» ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ è óñëîâèé áàëàíñà (ïîëîæåíèå öåí-
òðà òÿæåñòè ñèñòåìû). Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü â âèäå çàäà÷è íå-
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðåäëîæåíû ìåòîä áûñòðîãî ïîèñêà äîïóñòè-
ìûõ ðåøåíèé, îñíîâàííûé íà áàëàíñíûõ ãîìîòåòè÷íûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ
3D-îáúåêòîâ, è ìåòîäû ïîèñêà ëîêàëüíî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ñ ïðèìåíå-
íèåì àëãîðèòìà äåêîìïîçèöèè è r-àëãîðèòìà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàçðåæåííàÿ êîìïîíîâêà, ñôåðè÷åñêèå îáúåêòû,
phi-ôóíêöèÿ, íåëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå, r-àëãîðèòì.
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Y.G. Stoyan, T.E. Romanova, O.V. Pankratov, P.I. Stetsyuk, Y.E. Stoian
SPARSE BALANCED DISTRIBUTION OF SPHERICAL VOIDS
IN THREE-DIMENSIONAL DOMAINS

Abstract. The paper considers the optimization problem of generating spherical
voids in three-dimensional domains bounded by cylindrical and spherical
surfaces and planes. The problem is reduced to the problem of arranging
spherical objects in a composite container, taking into account constraints on
“sparseness” of the objects and balancing conditions (a location of the gravity
center of the system). A mathematical model in the form of a nonlinear
programming problem is provided. A fast method of finding allowable solutions
based on the balanced homothetic transformations of 3D objects and methods of
finding locally optimal solutions using the decomposition algorithm and
r-algorithm are proposed. The results of numerical experiments are given.

Keywords: sparse layout, spherical objects, phi-function, nonlinear programming,
r-algorithm.
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