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Àíîòàö³ÿ. Ó ðîáîò³ äîñë³äæóþòüñÿ äåÿê³ ñòîõàñòè÷í³ ìîäåë³ ç äèñêðåòíèì òà íåïåðåðâ-
íèì ÷àñîì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âàæëèâèõ çàäà÷ ïðîãíîçóâàííÿ ïîøèðåííÿ åï³äåì³îëîã³÷íèõ
çàõâîðþâàíü ñåðåä íàñåëåííÿ. Âðàõîâóþòüñÿ ð³çí³ ôàêòîðè ïîøèðåííÿ åï³äåì³é òà îñíîâ-
í³ ïàðàìåòðè, ùî âïëèâàþòü íà îö³íþâàííÿ ïðîãíîçó. Ïðîâåäåíî òåñòîâ³ ðîçðàõóíêè, ÿê³
ñïèðàþòüñÿ íà çàïðîïîíîâàí³ ìåòîäè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìåòîäè, îïòèì³çàö³ÿ, ìîäåëþâàííÿ, ñòîõàñòè÷í³ ð³âíÿííÿ, îö³íþâàííÿ,
åï³äåì³ÿ, äèñêðåòíèé òà íåïåðåðâíèé ÷àñ.

ÂÑÒÓÏ

Ïàíäåì³ÿ COVID-19 ñòàëà ãëîáàëüíèì âèêëèêîì äëÿ ëþäñòâà ó XXI ñòîë³òò³.

Âîíà ïîòðåáóº àäåêâàòíèõ ìåòîä³â òà çàñîá³â ¿¿ êîíòðîëþ. Çà â³äñóòíîñò³

ó íàñåëåííÿ ³ìóí³òåòó òà ë³ê³â â³ä êîðîíàâ³ðóñó, à òàêîæ íåð³âíîì³ðíîãî äîñ-

òóïó äî âàêöèí åï³äåì³ÿ çàãðîæóº æèòòþ ³ çäîðîâ’þ ëþäåé. Àëå â òîé æå ÷àñ

ââåäåííÿ äîâãîòåðì³íîâîãî êàðàíòèíó òà çàõîä³â äëÿ îáìåæåííÿ ïàíäåì³¿ ñïðè÷èíÿº

åêîíîì³÷í³ çáèòêè, ãàëüìóþ÷è åêîíîì³÷íèé ðîçâèòîê êðà¿í. Òîìó ð³øåííÿ ñòîñîâíî

êîíòðîëþ çà ïîøèðåííÿì õâîðîáè ïîòðåáóþòü îñîáëèâî¿ âèâàæåíîñò³: àäæå, ç îä-

íîãî áîêó, éäåòüñÿ ïðî æèòòÿ ³ çäîðîâ’ÿ âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ ëþäåé, ç ³íøîãî — ìà-

þòü ì³ñöå çíà÷í³ åêîíîì³÷í³ âòðàòè òà ïîòåíö³éíå çóáîæ³ííÿ íàñåëåííÿ.

Çà öèõ óìîâ çðîñòàº íåîáõ³äí³ñòü ó çàñîáàõ ìîäåëþâàííÿ òà ï³äòðèìêè ïðèé-

íÿòòÿ ð³øåíü, ùî áàçóþòüñÿ íà òî÷íèõ îáðàõóíêàõ ¿õí³õ íàñë³äê³â. Äî òàêèõ çà-

ñîá³â íàëåæàòü ð³çíîìàí³òí³ ìîäåë³ ïðîãíîçóâàííÿ åï³äåì³îëîã³÷íî¿ ñèòóàö³¿ ³ ïî-

òðåá ìåäè÷íî¿ äîïîìîãè íàñåëåííþ, ìîäåë³ ïðîãíîçóâàííÿ åêîíîì³÷íèõ

íàñë³äê³â óðÿäîâèõ (ðåã³îíàëüíèõ) ð³øåíü äëÿ îáìåæåííÿ åï³äåì³¿ òîùî. Òàêîæ

ïîòð³áíî âðàõîâóâàòè ð³çíîìàí³òí³ ðèçèêè òà íåâèçíà÷åíîñò³, ùî âèíèêàþòü ï³ä

÷àñ ìîäåëþâàííÿ òàêèõ ñêëàäíèõ ïðîöåñ³â ç³ ñòîõàñòè÷íîþ (íåâèçíà÷åíîþ)

ïðèðîäîþ ¿õí³õ êîìïîíåíò. Öå ïîòðåáóº â³äïîâ³äíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîä³â,

çîêðåìà âèêîðèñòàííÿ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â ³ ïîë³â, ñòîõàñòè÷íèõ äèôå-

ðåíö³éíèõ ð³âíÿíü, ðåãðåñ³é ñïåö³àëüíîãî âèãëÿäó, ñó÷àñíîãî àïàðàòó ì³ð ðèçè-

êó òîùî. Ó ïîäàëüøîìó âèêëàäåíî äåÿê³ ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿçàííÿ íàâåäåíèõ

âèùå ïðîáëåì.

Ïî÷àòêîâèìè â öüîìó òåêñò³ âèáðàíî SIR (SEIR) òà ïîä³áí³ åï³äåì³îëîã³÷í³

ìîäåë³, ùî äàþòü çìîãó ïðîãíîçóâàòè âïëèâ íà äèíàì³êó ïðîöåñó ïîøèðåííÿ

õâîðîáè, îáìåæóâàëüíèõ çàõîä³â äëÿ éîãî êîíòðîëþ. Ó öèõ ìîäåëåé ãîëîâíèì

ôàêòîðîì º êîåô³ö³ºíò ðåïë³êàö³¿ â³ðóñó (ðåïðîäóêòèâíèé êîåô³ö³ºíò), ùî

ñóòòºâî çàëåæèòü â³ä òàêèõ çàõîä³â. Ó ðîáîò³ [1] äîñë³äæåíî âïëèâ íà ùîäåííó

øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ çàõâîðþâàííÿ òàêèõ ôàêòîð³â ÿê çàêðèòòÿ øê³ë, ðîáî÷èõ

ì³ñöü, â³äì³íà ïóáë³÷íèõ çàõîä³â, çàáîðîíà ðîáîòè ãðîìàäñüêîãî òðàíñïîðòó, îá-

ìåæåííÿ âíóòð³øí³õ òà ì³æíàðîäíèõ ïåðåì³ùåíü.
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Îñíîâíà ïðîáëåìà äëÿ òàêèõ ìîäåëåé — öå òðóäíîù³ ¿õíüîãî íàëàøòóâàí-

íÿ (³äåíòèô³êàö³¿) çà ðåàëüíèìè äàíèìè. Äåòàëüí³ø³ ìîäåë³ ïîòðåáóþòü á³ëüø

ïîâíèõ äàíèõ ùîäî ïðîô³ëþ çàõâîðþâàííÿ òà éîãî ïîøèðåííÿ. Ó äåòåðì³íîâà-

íèõ ìîäåëÿõ á³ëüø³ñòü ¿õí³õ ïàðàìåòð³â îá÷èñëþº ñåðåäí³ âåëè÷èí. Âîíè âðàõî-

âóþòü ñòîõàñòè÷í³ñòü ïðîöåñ³â ó ñåðåäíüîìó, óñï³øíî àïðîêñèìóþ÷è ñèòóàö³þ

ùîäî âåëèêèõ ïîïóëÿö³é â îäíîð³äíîìó ñåðåäîâèù³. Ñòîõàñòè÷í³ ìîäåë³, íà

â³äì³íó â³ä ¿õí³õ äåòåðì³íîâàíèõ àíàëîã³â, àäåêâàòí³øå â³äîáðàæàþòü ïåðåá³ã

ïðîöåñ³â îñîáëèâî â ëîêàëüíèõ àáî ïåðåõ³äíèõ ïðîöåñàõ.

Ó ö³é ñòàòò³ îïèñàíî äåÿê³ ìîäåë³ äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ åï³äåì³îëîã³÷íî¿ ñèòó-

àö³¿ òà ñïðîáè ¿õíüîãî íàëàøòóâàííÿ. Çàóâàæèìî, ùî á³ëüø äåòàëüí³ ìîäåë³ äëÿ

íàëàøòóâàííÿ ïîòðåáóþòü äîñòóïó äî á³ëüø ïîâíèõ äàíèõ ùîäî ïðîô³ëþ çà-

õâîðþâàííÿ òà éîãî ïîøèðåííÿ. Òàêîæ îäí³ºþ ç ïðîáëåì º íåäîñòàòíüî ïîâíå

òåñòóâàííÿ íàñåëåííÿ ³ ïðèõîâàíèé ïåðåá³ã çàõâîðþâàíü ç³ ñëàáêî âèðàæåíèìè

ñèìïòîìàìè ó ÷àñòèíè íàñåëåííÿ.

ÄÅÒÅÐÌ²ÍÎÂÀÍ² ÅÏ²ÄÅÌ²ÎËÎÃ²×Í² ÌÎÄÅË²

Çã³äíî ç [2] çà ìîäåëëþ SIR íàñåëåííÿ ðîçïîä³ëÿºòüñÿ íà êàòåãîð³¿

(compartments): S (Susceptible, âðàçëèâ³), I ( Infectious, ³íô³êîâàí³ (âèÿâëåí³ âè-

ïàäêè õâîðîáè)) òà R (Removed, îñîáè, ùî ïåðåõâîð³ëè), äèíàì³êà ÿêèõ îïè-

ñóºòüñÿ ó âèãëÿä³ â³äïîâ³äíèõ ñèñòåì äèôåðåíö³éíèõ ð³âíÿíü:
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äå � òà � — ð³âåíü çàõâîðþâàíîñò³ òà øâèäê³ñòü îäóæàííÿ â³äïîâ³äíî, N 0 —
ê³ëüê³ñòü íàñåëåííÿ, ùî çíàõîäèòüñÿ ï³ä çàãðîçîþ ³íô³êóâàííÿ.

Öÿ ñèñòåìà îá´ðóíòîâàíà òàêèì ÷èíîì: çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ ³íô³êîâàíèõ
ïðÿìî ïðîïîðö³éíî çàëåæèòü â³ä íàÿâíî¿ ê³ëüêîñò³ ³íô³êîâàíèõ (àäæå ÷èì
á³ëüøîþ º ÷èñåëüí³ñòü ³íô³êîâàíèõ ëþäåé, òèì á³ëüøå ìàºìî äæåðåë ³íôåêö³¿)
òà íàÿâíî¿ ê³ëüêîñò³ âðàçëèâèõ îñ³á. Ê³ëüê³ñòü òèõ, õòî îäóæàâ ç íàáóòòÿì
³ìóí³òåòó, òà ê³ëüê³ñòü ïîìåðëèõ ïðÿìî ïðîïîðö³éíî çàëåæèòü â³ä ê³ëüêîñò³ âè-
ÿâëåíèõ ³íô³êîâàíèõ. Òàêà ìîäåëü äîñòàòíüî ÷³òêî îïèñóº ïî÷àòîê åï³äåì³¿,
êîëè ù³ëüí³ñòü ³íô³êîâàíèõ ñåðåä âðàçëèâèõ º íèçüêîþ.

×àñòî çì³ííèìè ìîæóòü áóòè íå àáñîëþòí³ âåëè÷èíè S , I , R , à ¿õí³ ïðî-
ïîðö³¿ â³äíîñíî N 0 , òîáòî S S N

*
/� 0 ; I I N

*
/� 0 ; R R N

*
/� 0 . Òàêó ñèñòåìó

ìîæíà çàïèñàòè ó êîìïàêòí³øîìó âèãëÿä³.
Âèêîðèñòàºìî çâè÷í³ ïîçíà÷åííÿ: Tinf /�1 �, R0 � � �/ , äå Tinf — ñåðåäí³é

ïåð³îä, êîëè ³íô³êîâàíà îñîáà y j
* ïîøèðþº õâîðîáó, R0 — â³äïîâ³äíî ðåïðîäóê-

òèâíèé êîåô³ö³ºíò, òîáòî ñåðåäíÿ ê³ëüê³ñòü çàðàæåíü îäí³ºþ õâîðîþ ëþäèíîþ çà
ïåð³îä ¿¿ ³íôåêö³éíîñò³. Òîä³ � �1 / infT , � �� �R R T0 0 / inf . Îòæå, ìàºìî ð³âíÿííÿ
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Çàóâàæèìî, ùî ðîçïîä³ë íàñåëåííÿ çà â³äïîâ³äíèìè êàòåãîð³ÿìè çàäîâîëüíÿº
çàãàëüíîìó áàëàíñó N t S t I t R t0 ( ) ( ) ( ) ( )� � � . Òîìó íà ñåðåäíüî- òà äîâãîñòðîêî-
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âîìó ïåð³îä³ äëÿ ìîäåëþâàííÿ íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè äèíàì³êó ê³ëüêîñò³ íàñåëåí-
íÿ N t0 ( ) (äåìîãðàô³þ), çâàæàþ÷è íà ê³ëüê³ñòü íàðîäæóâàíèõ b çà îäèíèöþ ÷àñó òà
êîåô³ö³ºíò ñìåðòíîñò³ � íàñåëåííÿ:
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Ó ìîäåë³ SEIR äîëó÷àþòü äî ðîçãëÿäó äîäàòêîâó êàòåãîð³þ E (Exposed) äëÿ
îñ³á, ùî ïåðåáóâàþòü â ³íêóáàö³éíîìó ïåð³îä³, êîëè îñîáà ò³ëüêè ³íô³êóâàëàñü,
àëå íå çàðàæàº ³íøèõ. Äî ïîïåðåäí³õ ð³âíÿíü êð³ì äèíàì³êè êàòåãîð³¿ E t( ) äîäà-
þòü ïàðàìåòð Tinc — ñåðåäí³é ³íêóáàö³éíèé ïåð³îä, à ñèñòåìà ìàº âèãëÿä
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Ó öþ ìîäåëü ìîæíà óâåñòè çì³ííó D , ùî âèçíà÷àº ñìåðòí³ñòü, ñïðè÷èíåíó

³íô³êóâàííÿì [3]. Òîä³ òðåòº ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (3) çì³íþþòü íà òàêå:
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Òóò ïàðàìåòð � � �Cfp Cfp/ ( )1 , äå Cfp îïèñóº ñåðåäíþ ïðîïîðö³þ ôàòàëüíèõ
(ëåòàëüíèõ) âèïàäê³â äëÿ ³íô³êîâàíèõ.

Îïèñàí³ ìîäåë³ â ïîäàëüøîìó óòî÷íþþòü, äîäàþ÷è íîâ³ êàòåãîð³¿, íàïðèêëàä êà-

òåãîð³¿ îñ³á, ùî ï³äëÿãàþòü ãîñï³òàë³çàö³¿ òà ïîòðåáóþòü çàñòîñóâàííÿ àïàðàò³â ØÂË.

Ïðîòå äëÿ äåòàëüíèõ ìîäåëåé ïîòð³áíå â³äïîâ³äíå íàëàøòóâàííÿ. Íàâ³òü ïðîñòà
ìîäåëü (3) ïîòðåáóº äàíèõ ùîäî ðîçïîä³ëó ³íô³êîâàíèõ îñ³á íà êàòåãîð³¿ E òà I , òîá-
òî íà òèõ, õòî ïåðåáóâàº â ³íêóáàö³éíîìó ïåð³îä³, òà íà òèõ, õòî âæå âèéøîâ ç íüîãî.

Îñê³ëüêè òåñòóâàííÿ íå ìîæíà ââàæàòè äîñòàòí³ì, ó ìîäåëü (1) äëÿ íàëàø-
òóâàííÿ ìîæíà ââåñòè ùå îäèí ïàðàìåòð. Çàòèì ùî îô³ö³éí³ äàí³ â³äîáðàæàþòü
ëèøå ïåâíó ÷àñòêó Pinf ³íô³êîâàíèõ îñ³á (ê³ëüê³ñòü âèÿâëåíèõ âèïàäê³â çàõâî-
ðþâàííÿ), à çàì³ñòü ðåàëüíèõ âåëè÷èí I â³äîì³ ëèøå I P I
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Ó öüîìó ðàç³ ïàðàìåòðè R0 , Tinf , Pinf ñèñòåìè (4) ìîæíà îö³íèòè çà

áëèçüê³ñòþ òðàºêòîð³é I t
*

( ) òà S t( ) äî â³äïîâ³äíèõ äàíèõ ñïîñòåðåæåíü.

Îñê³ëüêè ¿õ ìîæíà îö³íèòè ëèøå çà òðàºêòîð³ºþ I t
*

( ), ïàðàìåòð Pinf íà ðîç-

â’ÿçîê íå âïëèâàòèìå. Îòæå, ñèñòåìà (4) íå â³äð³çíÿòèìåòüñÿ â³ä ñèñòåìè (1).

ÍÀËÀØÒÓÂÀÍÍß ÌÎÄÅË² SIR

Ïîâåðí³ìîñü äî ñèñòåìè (1), ÿêó íàëàøòîâóâàòèìåìî çà äàíèìè ñïîñòåðåæåíü

àêòèâíèõ ³íô³êîâàíèõ yt , t n�1, ,� , ÿê³ âèçíà÷àþòü ÿê äîáîâó «çàãàëüíó

ê³ëüê³ñòü ³íô³êîâàíèõ» ì³íóñ «çàãàëüíó ê³ëüê³ñòü òèõ, ùî ïåðåõâîð³ëè».

Îñê³ëüêè äîñë³äæóâàíèé ïðîöåñ äèíàì³÷íî çì³íþºòüñÿ, ÿê êðèòåð³é ðîçãëÿäà-

òèìåìî ï³äñóìîâóâàííÿ çâàæåíîãî ìîäóëÿ â³äõèëåííÿ òðàºêòîð³¿ â³ä òî÷îê

ñïîñòåðåæåíü. Âåëè÷èíè âàã ï³äáèðàþòü çàëåæíî â³ä ïëèíó ÷àñó. Äëÿ ñïîñòå-

ðåæåíü yi , i n�1, ,� , òàêèé êðèòåð³é ìàº âèãëÿä

Crit � � � �
�
� w I t y w t n nt

t

n

t t

1

2 1| ( ) | , / ( ( )). (5)

Çàô³êñóºìî ÷èñåëüí³ñòü íàñåëåííÿ Óêðà¿íè íà ÷àñ ìîäåëþâàííÿ íà ð³âí³ N 0 �
� 41 ìëí. 858 òèñ. îñ³á (çà äåÿêèìè îö³íêàìè íà 01.03.2020 ðîêó). Äèíàì³êó

÷èñåëüíîñò³ íàñåëåííÿ ìîæíà âðàõóâàòè çã³äíî ç ìîäåëëþ (2).

Çàóâàæèìî, ùî ïàðàìåòð Tinf âèçíà÷àº ñåðåäí³é ïåð³îä, ï³ä ÷àñ ÿêîãî ³íô³êîâàíà

îñîáà ïîøèðþº õâîðîáó. Öåé ïàðàìåòð âèçíà÷àºòüñÿ ä³ºþ â³ðóñó òà îðãàí³çìîì ëþäè-

íè, òîìó íå ìîæå äîâ³ëüíî çì³íþâàòèñü. Çà îö³íêàìè Îêñôîðäñüêî¿ ìîäåë³ äëÿ

COVID-19 Tinf � 4.5. Òîìó ìîæíà îáìåæóâàòè ï³äá³ð ïàðàìåòð³â óìîâîþ

4 4. inf� �T 4.6, à ï³äá³ð ïàðàìåòð³â R0 , Tinf — ì³í³ì³çàö³ºþ êðèòåð³þ (5), ÿêó ìîæíà

âèêîíóâàòè çà äîïîìîãîþ ñòàíäàðòíèõ ïðîöåäóð äëÿ îáìåæåíî¿ ãëîáàëüíî¿ îïòèì³çàö³¿.

Íà öåé ÷àñ ðîçðîáëåíî âåëèêó ê³ëüê³ñòü ìîäåëåé òàêîãî «äåòåðì³íîâàíîãî»
òèïó; ïîâåä³íêó ³ âëàñòèâîñò³ áàãàòüîõ ç íèõ äîñë³äæåíî. Ïðèíöèïîâèì íå-
äîë³êîì öèõ ìîäåëåé º â³äñóòí³ñòü ñòîõàñòè÷íèõ ï³äõîä³â, õî÷à ïðîöåñ ðîçâèòêó
åï³äåì³¿ çà ñâîºþ ñóòòþ º âèïàäêîâèì.

ÌÎÄÅËÜ GUY KATRIEL ÒÀ ¯¯ ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß

Öÿ ìîäåëü áàçóºòüñÿ íà ðåçóëüòàòàõ ðîáîòè [3]. Ó í³é çàïðîïîíîâàíî ñòîõàñ-
òè÷íó ìîäåëü åï³äåì³¿ ç äèñêðåòíèì ÷àñîì, â ÿê³é ùîäåííà ê³ëüê³ñòü íîâèõ
çàõâîðþâàíü ìàº á³íîì³àëüíèé ðîçïîä³ë, çàëåæíèé â³ä ê³ëüêîñò³ çàõâîðþâàíü
ó ïîïåðåäí³ äí³. Öÿ ìîäåëü ìàº òàê³ ïåðåâàãè.

1. Ìîäåëü âðàõîâóº çì³íè ð³âíÿ ³íôåêö³éíîñò³ ó ïðîöåñ³ ðîçâèòêó õâîðîáè, òîáòî
éìîâ³ðí³ñòü ïåðåäàâàííÿ çàõâîðþâàííÿ ó êîæíèé äåíü õâîðîáè îêðåìèì õâîðèì.

2. Ìîäåëü º ñòîõàñòè÷íîþ, ùî â³äïîâ³äàº ðåàëüíîìó õàðàêòåðó ïîøèðåííÿ
³íôåêö³¿ ñåðåä ïîïóëÿö³¿.

3. Ìîäåëü º ïðîñòîþ äëÿ çàñòîñóâàííÿ, âèêîðèñòîâóþòüñÿ â³äîì³ ôîðìóëè
äëÿ îá÷èñëåííÿ îö³íîê ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³ ïàðàìåòðà (áà-
çîâîãî ðåïðîäóêòèâíîãî êîåô³ö³ºíòà), ùî äîð³âíþº ñåðåäí³é ê³ëüêîñò³ ëþäåé,
ÿê³ ³íô³êóþòüñÿ îäíèì õâîðèì ïðîòÿãîì óñüîãî ïåð³îäó çàõâîðþâàííÿ. Öåé ïà-
ðàìåòð âèçíà÷àº øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ åï³äåì³¿. Òàêà îö³íêà äàº çìîãó âèçíà÷è-
òè ïàðàìåòð ç âèêîðèñòàííÿì ïîïåðåäíüî¿ ñòàòèñòèêè ùîäåííî¿ ê³ëüêîñò³ íîâèõ
çàõâîðþâàíü äëÿ ïîäàëüøîãî ïðîãíîçóâàííÿ ðîçâèòêó åï³äåì³¿.

Ó ðîáîò³ [3] òàêîæ ðîçãëÿíóòî âàð³àíòè ìîäåëåé, çà ÿêèìè íàñåëåííÿ
ïîä³ëÿþòü íà ï³äãðóïè, íàïðèêëàä çà â³êîì, çà â³äñóòí³ñòþ íàáóòîãî ³ìóí³òåòó.

Òàêîæ ðîçðîáëåíî ðîçøèðåíèé âàð³àíò ìîäåë³ [4–6].
1. Óâåäåíî äîäàòêîâèé ïàðàìåòð: éìîâ³ðí³ñòü âèÿâëåííÿ çàõâîðþâàííÿ.

Îñê³ëüêè â ðåàëüíèõ óìîâàõ íå âñ³ âèïàäêè çàõâîðþâàííÿ âèÿâëåíî àáî âðàõî-
âàíî ñòàòèñòèêîþ, îö³íêà ïàðàìåòðà íà ï³äñòàâ³ ïîïåðåäí³õ äàíèõ íå º òî÷íîþ,
òîìó ïàðàìåòð âèêîðèñòîâóþòü äëÿ êîðèãóâàííÿ ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ, âðàõîâó-
þ÷è ïåâíèé ð³âåíü íåäîñòîâ³ðíîñò³.
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2. Äîäàíî ìîæëèâ³ñòü ðîçáèòòÿ òðèâàëîñò³ åï³äåì³¿ íà ê³ëüêà ïåð³îä³â ç

ð³çíèìè çíà÷åííÿìè ïàðàìåòð³â íà ð³çíèõ åòàïàõ. Îö³íêè ïàðàìåòð³â íà îêðåìèõ

åòàïàõ íå º íåçàëåæíèìè, òîìó ïîòð³áíî ìàêñèì³çóâàòè íàáëèæåííÿ ñòàòèñòèêè

âñ³º¿ åï³äåì³¿. Ðîçáèòòÿ íà åòàïè íåîáõ³äíî ó ðàç³ ââåäåííÿ íîâèõ êàðàíòèííèõ

çàõîä³â (ïðè öüîìó çì³íþºòüñÿ ïàðàìåòð) àáî çì³íè ð³âíÿ ìîí³òîðèíãó íàñåëåí-

íÿ (çì³íà ïàðàìåòðà DR).

Ó âèïàäêàõ òðèâàëèõ åï³äåì³é (òàêèõ ÿê ïàíäåì³ÿ COVID-19) äèíàì³êà ïî-

øèðåííÿ çàõâîðþâàííÿ ìîæå áóòè ñåçîííîþ (÷åðåç âïëèâ ïîãîäè íà ð³âåíü

³íôåêö³éíîñò³ ³/àáî ñåçîííó çì³íó ê³ëüêîñò³ êîíòàêò³â ñåðåä íàñåëåííÿ).

Ðîçðîáëåíî ïðîãðàìó äëÿ îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ³ ïîäàëüøî¿ ñèìóëÿö³¿

ðîçâèòêó åï³äåì³¿.

ÂÈÏÀÄÊÎÂ² ÌÎÄÅË² ÏÎØÈÐÅÍÍß ÅÏ²ÄÅÌ²É

Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ ìîäåë³ ³ ìåòîäè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ âèçíà÷àþòü ïîøèðåííÿ
åï³äåì³é ÿê âèïàäêîâ³, à íå äåòåðì³íîâàí³ ïðîöåñè [7–10].

Íåõàé n — ê³ëüê³ñòü ëþäåé, ùî çàõâîð³ëè. Ùîäíÿ êîæíà õâîðà ëþäèíà (íå-
çàëåæíî â³ä ³íøèõ õâîðèõ) ìîæå îäóæàòè ç éìîâ³ðí³ñòþ � / n ³ ïîìåðòè —
ç éìîâ³ðí³ñòþ � � n . Òàêîæ ùîäíÿ õâîð³ îòðèìóþòü äåÿêó ê³ëüê³ñòü ë³ê³â õ, ÿê³ â
íàø³é ìîäåë³ ââàæàþòüñÿ àáñîëþòíî åôåêòèâíèìè. Ïðîöåñ çàâåðøóºòüñÿ, êîëè
âñ³ õâîð³ àáî îäóæàþòü, àáî ïîìðóòü. Çàäà÷à ïîëÿãàº â çíàõîäæåíí³ äëÿ çàäàíèõ
çíà÷åíü ïàðàìåòð³â �, � òà n òàêîãî çíà÷åííÿ õ , äëÿ ÿêîãî äîñÿãàºòüñÿ ìàêñè-
ìàëüíà åôåêòèâí³ñòü â³ä íàäàíèõ ë³ê³â.

Ðîçãëÿíåìî îñîáëèâîñò³ çàäà÷³.
1. Íà â³äì³íó â³ä á³ëüøîñò³ ìîäåëåé åï³äåì³îëîã³¿ äî êëàñó õâîðèõ ï³ä ÷àñ

ïðîöåñó ë³êóâàííÿ íå äîäàþòü íîâèõ ³íäèâ³ä³â. Öå ìàº ì³ñöå, íàïðèêëàä, êîëè
õâîðîáà º ãåíåòè÷íîþ àáî âèêëèêàíà äåÿêîþ ïîîäèíîêîþ êàòàñòðîôîþ.

2. Ââàæàòèìåìî, ùî âñ³ ïàðàìåòðè çàäà÷³ (�, �, n, õ) äîäàòí³ ÷èñëà.
3. Ââàæàòèìåìî, ùî õ íå çì³íþºòüñÿ â ÷àñ³. Íà â³äì³íó â³ä ïàðàìåòð³â �, �,

c n, ìè ðåãóëþºìî ê³ëüê³ñòþ îäèíèöü ë³ê³â õ , àëå öÿ ê³ëüê³ñòü çàëèøàºòüñÿ ñòàëîþ.
Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³. Íåõàé N t( ) — ê³ëüê³ñòü õâîðèõ ó ìîìåíò ÷àñó t . Ðîç-

ãëÿíåìî ïðîöåñ, ùî çàäàºòüñÿ ð³âíÿííÿì

M t n i x i
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t
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0

, M n( )0 � , (6)

äå �( )i — ê³ëüê³ñòü ëþäåé, ùî ïîìåðëè â ìîìåíò i; �( )i — ê³ëüê³ñòü òèõ, õòî

îäóæàâ ñàìîñò³éíî â ìîìåíò i.

Äëÿ áóäü-ÿêî¿ òðàºêòîð³¿ ìàòèìåìî
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Ä³éñíî, N t( ) ïåðåñòàº çàäîâîëüíÿòè ð³âíÿííÿ (6), ëèøå êîëè ê³ëüê³ñòü õâîðèõ

ñòàº ìåíøîþ çà ùîäåííó ê³ëüê³ñòü îäèíèöü ë³ê³â õ. Íàäàë³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè

Ì t( ) ³ ïîêàæåìî, ùî îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ìîæíà çàñòîñóâàòè äî N t( ).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ åôåêòèâíîãî ìåòîäó íàäàííÿ ë³ê³â áóëî äîâåäåíî òðè ëåìè [10].

Ëåìà 1. Äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîä³âàííÿ ìàº ì³ñöå òâåðäæåííÿ
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Ëåìà 2. Äëÿ äðóãîãî ìîìåíòó Ì t( ) ìàº ì³ñöå òâåðäæåííÿ
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Ëåìà 3. Íåõàé a �R . Òîä³
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ö³ ëåìè, îäåðæóºìî òâåðäæåííÿ [10].

Òåîðåìà 1. Íåõàé T n( ) — çàãàëüíà òðèâàë³ñòü õâîðîáè äëÿ n iíô³êîâàíèõ,
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Òåîðåìà 2. Äëÿ ìàòåìàòè÷íèõ ñïîä³âàíü çàãàëüíî¿ ê³ëüêîñò³ âèòðà÷åíèõ
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Ðåçóëüòàò òåîðåìè 2 äàº çìîãó çíàõîäèòè çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â
äëÿ çàäàíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â �, � òà n òàêå çíà÷åííÿ õ , äëÿ ÿêîãî äîñÿãàºòüñÿ
ìàêñèìàëüíà åôåêòèâí³ñòü íàäàííÿ ë³ê³â õâîðèì.

ÐÅÃÐÅÑ²ÉÍ² ÌÎÄÅË² ÏÎØÈÐÅÍÍß ÅÏ²ÄÅÌ²É, ÐÅÃÐÅÑ²¯ Ç ÏÅÐÅÌÈÊÀÍÍßÌÈ

Îñòàíí³ì ÷àñîì âñå á³ëüøå óâàãè ïðèä³ëÿþòü ìîäåëþâàííþ, àíàë³çó òà ïðî-
ãíîçóâàííþ îá’ºêò³â ç³ çì³ííîþ ñòðóêòóðîþ òà (àáî) çì³ííèìè ó ÷àñ³ ïàðà-
ìåòðàìè. Òàê³ ïðîöåñè ìàþòü ì³ñöå â ìåäèöèí³, åêîíîì³ö³ òà òåõí³ö³.

²ñíóº ê³ëüêà ï³äõîä³â äî ïîáóäîâè ìîäåëåé òàêèõ îá’ºêò³â. Îäíèì ç íàé-
á³ëüø ïåðñïåêòèâíèõ, íà íàø ïîãëÿä, º âèêîðèñòàííÿ ðåãðåñ³é ç ïåðåìèêàííÿìè,
â ÿêèõ òî÷êè ïåðåìèêàííÿ íåâ³äîì³, òîìó ïîòðåáóþòü îö³íþâàííÿ.

Ñóòü ðåãðåñ³¿ ç ïåðåìèêàííÿìè ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ïàðàìåòðè ðåãðåñ³¿ íå
ïîñò³éí³ íà âñüîìó ³íòåðâàë³ ñïîñòåðåæåííÿ. Âîíè º ïîñò³éíèìè íà éîãî ï³ä-
³íòåðâàëàõ, ÿê³ â³äîêðåìëåí³ îäèí â³ä îäíîãî òî÷êàìè ïåðåìèêàííÿ. Îö³íþþ÷è
òî÷êè ïåðåìèêàííÿ, ìîæíà âèçíà÷èòè ïåð³îäè ÷àñó, â ÿê³ â³äáóâàëèñÿ ñòðóê-
òóðí³ çì³íè îá’ºêòà. ²ñíóº äâ³ ôîðìè ðåãðåñ³é ç ïåðåìèêàííÿìè: ç íåïåðåðâíîþ
ë³í³ºþ ðåãðåñ³¿ ³ ë³í³ºþ ðåãðåñ³¿, ùî ìàº ðîçðèâè ó òî÷êàõ ïåðåìèêàííÿ.

Ó äîñë³äæåííÿõ òàêèõ ðåãðåñ³é ç äèñêðåòíèì ÷àñîì âàãîìèì º äîðîáîê
Ï. Ïåðîíà (P. Perron) ç³ ñï³âàâòîðàìè [7–9]. Âîíè ïîêàçàëè ìîæëèâ³ñòü çàñòîñó-
âàííÿ ðåãðåñ³é ç ïåðåìèêàííÿìè â åêîíîì³ö³.

Ó ðîáîò³ [11] óâåäåíî íîâèé êëàñ ðåãðåñ³é ç ïåðåìèêàííÿìè ó íåïåðåðâíîìó
÷àñ³ ³ çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ¿õíüî¿ ïîáóäîâè. Íà îñíîâ³ ö³º¿ ðîáîòè â ñòàòò³ [12] çà-
ïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè ðåãðåñ³é ç ïåðåìèêàííÿìè ó äèñêðåòíîìó ÷àñ³.
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Ó ðîáîò³ [13] íàâåäåíî ïîïåðåäí³é ñòàòèñòè÷íèé àíàë³ç ïîøèðåííÿ êîðî-
íîâ³ðóñíî¿ ³íôåêö³¿ â Óêðà¿í³ íà îñíîâ³ âèêîðèñòàííÿ ðåãðåñ³¿ ç ïåðåìèêàííÿìè.
Îïèñàíó òàì ïðîöåäóðó îá÷èñëåíü ìîæíà àâòîìàòèçóâàòè, ùî äàñòü çìîãó îá-
ðîáëÿòè äàí³ ó ðåàëüíîìó ìàñøòàá³ ÷àñó.

Ðåãðåñ³þ ç ïåðåìèêàííÿìè ìîæíà òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ âèçíà÷åííÿ
òðèâàëîñò³ ë³êóâàííÿ ³íô³êîâàíèõ êîðîíàâ³ðóñîì, à òàêîæ äëÿ êîíòðîëþâàííÿ
ïåðåá³ãó ð³çíèõ åï³äåì³é.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ðîçãëÿíóòî äåÿê³ ï³äõîäè äëÿ ñòâîðåííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ìîäåëåé ïðîãíîçóâàííÿ
åï³äåì³é, à òàêîæ ìîäåë³, ìàòåìàòè÷í³ ìåòîäè òà ïðîãðàìí³ çàñîáè äëÿ ¿õíüî¿
ðåàë³çàö³¿. Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê öèõ ìîäåëåé ïðîãíîçóâàííÿ òà îö³íþâàííÿ
ïîøèðåííÿ åï³äåì³é ïîâ’ÿçàíèé ³ç çàñòîñóâàííÿì ðåãðåñ³éíèõ ìîäåëåé ³ç íå-
ïåðåðâíèì ÷àñîì òà ñòîõàñòè÷íèõ äèôóç³éíèõ ð³âíÿíü.
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O.V. Bogdanov, P.S. Knopov
STOCHASTIC MODELS IN THE PROBLEMS OF FORECASTING
THE EPIDEMIOLOGICAL SITUATION

Abstract. The paper investigates some stochastic models with discrete and continuous time to
solve important problems in predicting the spread of epidemiological diseases among the
population. Various factors of epidemic spread and the main parameters influencing
the assessment of the forecast are taken into account. Some test calculations based on the
proposed methods have been performed.

Keywords: methods, optimization, modeling, stochastic equations, estimation, epidemic,
discrete and continuous timee.
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