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Àíîòàö³ÿ. Öÿ ñòàòòÿ º ïðîäîâæåííÿì ñåð³¿ ïóáë³êàö³é ï³ä îäíîéìåííîþ íàçâîþ. Ó í³é
âèêîíàíî ïîäàëüøå âäîñêîíàëåííÿ ìåòîäó â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêö³é äâîõ çì³ííèõ
çà äîïîìîãîþ ïðîºêö³é äëÿ ï³äâèùåííÿ òî÷íîñò³ íàáëèæåííÿ áåç ÿâèùà Ã³ááñà. Çàïðîïî-
íîâàíî áóäóâàòè ðîçðèâíèé ñïëàéí ó òàêèé ñïîñ³á, ùîá ð³çíèöÿ ì³æ íàáëèæóâàíîþ
ôóíêö³ºþ ³ öèì ñïëàéíîì áóëà äèôåðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ. Öþ ôóíêö³þ â³äíîâëþþòü çà
äîïîìîãîþ ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º, êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º â ÿêèõ çíàõîäÿòü çà äîïîìîãîþ
ïðîºêö³é. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä îá÷èñëåííÿ öèõ êîåô³ö³ºíò³â. Âèêîíàíî îá÷èñëþâàëüíèé
åêñïåðèìåíò çà ïðèïóùåííÿ, ùî íàáëèæóâàíà ôóíêö³ÿ ìàº ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó íà çà-
äàí³é ñèñòåì³ âêëàäåíèõ îäèí â îäíèé êðóã³â àáî åë³ïñ³â. Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â îá÷èñëåíü
ï³äòâåðäèâ ¿õíþ â³äïîâ³äí³ñòü òåîðåòè÷íèì òâåðäæåííÿì ðîáîòè. Çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä
íàäàº çìîãó îòðèìóâàòè çàäàíó òî÷í³ñòü íàáëèæåííÿ çà ìåíøî¿ ê³ëüêîñò³ ïðîºêö³é, òîáòî
çà ìåíøîãî îïðîì³íþâàííÿ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êîìï’þòåðíà òîìîãðàô³ÿ, ðîçðèâíà ôóíêö³ÿ, ðîçðèâíèé ñïëàéí, êëàñ äè-
ôåðåíö³éîâíîñò³, ÿâèùå Ã³ááñà, ñóìà Ôóð’º.

ÂÑÒÓÏ

Ó ïåðø³é ÷àñòèí³ öüîãî öèêëó ñòàòåé [1] íàâåäåíî àíàë³ç ðåçóëüòàò³â îá÷èñëþ-
âàëüíîãî åêñïåðèìåíòó â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêö³é äâîõ çì³ííèõ çà äîïî-
ìîãîþ ïðîºêö³é òà ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º áåç ÿâèùà Ã³ááñà. Éîãî âèêîíàíî çà
ïðèïóùåííÿ, ùî ë³í³¿ ðîçðèâó íàáëèæóâàíî¿ ôóíêö³¿ º â³äîìèìè. Òàêîæ çàïðî-
ïîíîâàíî òàêèé ñïîñ³á ïîáóäîâè ðîçðèâíîãî ñïëàéíà, ùî ð³çíèöÿ ì³æ íàáëè-
æóâàíîþ ôóíêö³ºþ ³ öèì ñïëàéíîì º íåïåðåðâíîþ ôóíêö³ºþ. Íàáëèæåííÿ ö³º¿
íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ çä³éñíåíî çà äîïîìîãîþ ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º ç âèêîðèñ-
òàííÿì ïðîºêö³é [2–4].

Ó ö³é ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî óçàãàëüíèòè ìåòîä ïîáóäîâè ðîçðèâíîãî ñïëàé-
íà ó òàêèé ñïîñ³á, ùîá ð³çíèöÿ ì³æ íàáëèæóâàíîþ ôóíêö³ºþ ³ öèì ñïëàéíîì
áóëà äèôåðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ. Öå íàäàº çìîãó íàáëèæóâàòè ðîçðèâíó
ôóíêö³þ ç á³ëüø âèñîêîþ òî÷í³ñòþ áåç ÿâèùà Ã³ááñà äëÿ çàäàíî¿ ê³ëüêîñò³
ïðîºêö³é. Òóò îïèñàíî ìåòîä ïîáóäîâè òàêîãî ñïëàéíà òà ìåòîä çíàõîäæåííÿ
ïðîºêö³é äëÿ âêàçàíî¿ äèôåðåíö³éîâíî¿ ôóíêö³¿.

ÇÀÃÀËÜÍÀ ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×²

Áóäåìî âèõîäèòè ç ïðèïóùåííÿ, ùî îáëàñòü, â ÿê³é çàäàíî ðîçðèâíó ôóíêö³þ
f x y( , ), íàëåæèòü êâàäðàòó D � [ , ]0 1 2 ³ â³äîì³ ë³í³¿ ðîçðèâó ïåðøîãî ðîäó

�k kw x y: ( , ) � 0 ôóíêö³¿ f x y( , ), ÿê³ º ãðàíèöÿìè îáëàñòåé Dk , k M� �1 1, . Òóò

D x y w x y1 1 0� �{ }( , ) : ( , ) , D x y w x y w x yk k k� � � ��{ }( , ) : ( , ) ( , )1 0 0 , k M� �2 1, .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ë³í³ÿìè ðîçðèâó º êîëà ç öåíòðîì ó òî÷ö³ (0.5; 0.5)
ç ðàä³óñàìè Rk , k M�1, , R R R M1 2	 	 	� .
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Òîä³ ôóíêö³¿ w x yk ( , ) ìàþòü âèãëÿä

w x y R x yk k( , ) ( . ) ( . )� � � � �0 5 0 52 2 , k M�1, ,

w x y x x y yM � � � �1 1 1( , ) ( ) ( ).

Ð³âíÿííÿ w x yM � �1 0( , ) , ( , )x y D
 , º ð³âíÿííÿì ãðàíèö³ �M �1 êâàäðàòà D .

Ââàæàºìî, ùî òåñòîâà ðîçðèâíà ôóíêö³ÿ f x y( , ) çàäàíà â³äîìèìè âèðàçàìè
â êîæí³é îáëàñò³, íà ÿê³ ðîçáèâàºòüñÿ êâàäðàò:

f x y f x y x y D k Mk k( , ) ( , ), ( , ) , ,� 
 � �1 1.

Ââàæàºìî òàêîæ, ùî ôóíêö³¿ f x yk ( , ), k M� �1 1, , º äèôåðåíö³éîâíèìè â îá-

ëàñòÿõ çàäàííÿ, âêëþ÷àþ÷è ¿õí³ ãðàíèö³.
Çàóâàæåííÿ 1. Ó òîìó ðàç³, êîëè ãðàíèö³ �k îáëàñòåé Dk º åë³ïñàìè ç öåíòðîì

ó òî÷ö³ (0.5; 0.5), ç ï³âîñÿìè ak , bk , ôóíêö³¿ w uk ( , )� ìàþòü âèãëÿä

w u R
u

a b
k Mk k( , )

( . ) ( . )
, ,�

�
� �

�
�

�
�

0 5 0 5
1

2

2

2

2
,

a b R a a R b b k Mk k k k� � � �, , , ,1 .

Øëÿõîì çàì³íè çì³ííèõ

u

a
x

�
� �

0 5.
0.5,

� �
� �

0 5.

b
y 0.5; u x a� � �( . )0 5 0.5, � � � �( . )y b0 5 0.5

öþ çàäà÷ó ìîæíà çâåñòè äî àíàëîã³÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ ñèñòåìè êîíöåíòðè÷íèõ
ê³ë, à ñàìå:

w x y R x y k Mk k( , ) ( . ) ( . ) , ,� � � � � �0 5 0 5 12 2 ,

x
u

a
�

�
�

0 5.
0.5, y

b
�

�
�

� 0 5.
0.5.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó åë³ïñ³â ðîçðèâíà ôóíêö³ÿ òåæ çàäàºòüñÿ ÿê ôóíêö³ÿ
çì³ííèõ u , � ó âèãëÿä³ ff u( , )� , ÿêà â ðàç³ çàì³íè çì³ííèõ u x a� � �( . )0 5 0.5,
� � � �( . )y b0 5 0.5 ïåðåòâîðþºòüñÿ ó ôóíêö³þ

ff x a y b f x y(( . ) . , ( . ) . ) ( , )� � � � �0 5 0 5 0 5 0 5 .

Ðîçâ’ÿçàâøè îòðèìàíó çàäà÷ó ó çì³ííèõ x, y äëÿ ñèñòåìè êîíöåíòðè÷íèõ ê³ë

çà äîïîìîãîþ ôîðìóë x
u

a
�

�
�

0 5.
0.5, y

b
�

�
�

� 0 5.
0.5, ïåðåéäåìî äî ïðåäñòàâ-

ëåííÿ ðåçóëüòàò³â ç âèêîðèñòàííÿì çì³ííèõ u , � .

ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÐÎÇÐÈÂÍÎÃÎ ÑÏËÀÉÍÀ

Ó ðîáîò³ [5] óâåäåíî ïîíÿòòÿ ðîçðèâíîãî ³íòåðïîëÿö³éíîãî òà ³íòåðë³íàö³éíî-
ãî ñïëàéí³â äëÿ ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ ó âèïàäêó, êîëè ë³í³¿ ðîçðèâó º â³äð³ç-
êàìè ïðÿìèõ — ñòîðîíàìè ïðÿìîêóòíèê³â àáî òðèêóòíèê³â, íà ÿê³ ðîçáèâà-
ºòüñÿ îáëàñòü çàäàííÿ íàáëèæóâàíî¿ ôóíêö³¿.

Îçíà÷åííÿ 1. Ðîçðèâíèì ³íòåðë³íàö³éíèì ñïëàéíîì ëàãðàíæåâîãî òèïó äëÿ
çàäàíî¿ ñèñòåìè êðèâèõ �k áóäåìî íàçèâàòè êóñêîâî-àíàë³òè÷íó ôóíêö³þ

Sp x y x y x y Dk k( , ) ( , ), ( , )� 
� , k M� �1 1, ,

ç òàêèìè ³íòåðë³íàö³éíèìè âëàñòèâîñòÿìè:
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1) ìàº òàê³ ñàì³ ë³í³¿ ðîçðèâó, ÿê ³ ôóíêö³ÿ f x y( , );
2) ìàº òàê³ ñàì³ îäíîñòîðîíí³ ãðàíèö³ (à îòæå, ³ ñòðèáêè) íà ë³í³ÿõ ðîçðèâó,

ÿê ³ ôóíêö³ÿ f x y( , ).
Ðîçðèâí³ ³íòåðë³íàö³éí³ ñïëàéíè ëàãðàíæåâîãî òèïó âèêîðèñòàíî â ðîáîò³ [1].
Îçíà÷åííÿ 2. Ðîçðèâíèì ³íòåðë³íàö³éíèì ñïëàéíîì åðì³òîâîãî òèïó äëÿ

çàäàíî¿ ñèñòåìè êðèâèõ �k áóäåìî íàçèâàòè êóñêîâî-àíàë³òè÷íó ôóíêö³þ

Sp x y x y x y D k Mk k( , ) ( , ), ( , ) , ,� 
 � �� 1 1,

ç òàêèìè ³íòåðë³íàö³éíèìè âëàñòèâîñòÿìè:
1) ìàº òàê³ ñàì³ ë³í³¿ ðîçðèâó, ùî é ôóíêö³ÿ f x y( , );
2) ìàº òàê³ ñàì³ îäíîñòîðîíí³ ãðàíèö³ (à îòæå, ³ ñòðèáêè) íà ë³í³ÿõ ðîçðèâó,

ùî é ôóíêö³ÿ f x y( , );
3) ïîõ³äíà ñïëàéíà çà íîðìàëëþ äî ë³í³é ðîçðèâó ìàº òàê³ ñàì³ îäíîñòî-

ðîíí³ ãðàíèö³ (ñòðèáêè), ÿê ³ ïîõ³äíà çà íîðìàëëþ äî ë³í³é ðîçðèâó â³ä íàáëèæó-
âàíî¿ ôóíêö³¿. ²íàêøå êàæó÷è,
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Ïîáóäóºìî ðîçðèâíèé ñïëàéí Sp x y( , ) åðì³òîâîãî òèïó ó òàêîìó âèãëÿä³:

Sp x y x y x y D k Mk k( , ) ( , ), ( , ) , ,� 
 � �� 1 1,

�1 1 0 1 1 0 1 1 1 0
11( , ) ( ( , ) ( , ) ( , ))

(
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� � �
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Çàóâàæèìî, ùî ó ïîáóäîâ³ ñïëàéíà âèêîðèñòàíî òàê³ ôóíêö³¿:
1) çàäàí³ ôóíêö³¿ w x y k Mk ( , ), ,� �1 1;
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.
, ( , )

.
� �

�
�

�� 0 5 0 5

�

�
�

�

�

�
�

� � �, , , ,s p k k0 1 1 .

ßêùî f x y fk s k s p
p

, , ,( , )
�

� � const, òî f x y fk s p k s p, , , ,( , ) � � const;

3) H t t t0 0
21 1 2, ( ) ( ) ( ),� � � H t t t0 1

21, ( ) ( )� � , H t t t1 0
2 3 2, ( ) ( ),� � H t t t1 1

21, ( ) ( )� �

— áàçèñí³ ïîë³íîìè òðåòüîãî ñòåïåíÿ äâîòî÷êîâî¿ åðì³òîâî¿ ³íòåðïîëÿö³¿ ôóíêö³é
îäí³º¿ çì³ííî¿ òà ¿¿ ïåðøî¿ ïîõ³äíî¿ â òî÷êàõ t t� �0 1, , ç âëàñòèâîñòÿìè:

H q k s p q
k s

p
k q p s,

( )
, ,( ) , , , , ,� 
� � { }0 1 , H t

t
H t

k s
p

p

p k s,
( )

,( ) ( )�
�

�
;
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4) O f x y H x
x

f i yM i p

pi

p

p M1 1
0

1

0

1

1�
��

��
�

�
��( , ) ( ) ( , ),,

O f x y H y
y

f x jM j q

qj

q

q M2 1
0

1

0

1

1�
��

��
�

�
��( , ) ( ) ( , ), ,

O O f x y H x H yM i p

qj

j q

pi

p

1 2 1
0

1

0

1

0

1

0

1

�
����

�
�

����( , ) ( ) ( ), ,

�

�
� �

q

p q M
x y

f i j1 ( , ) ,

Of x y O f x y O f x y O O f x yM M M M� � � �� � �1 1 1 2 1 1 2 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .

Îñòàííÿ ôîðìóëà º ôîðìóëîþ ïîë³íîì³àëüíî¿ ³íòåðë³íàö³¿ ôóíêö³¿
f x yM �1 ( , ) íà ÷îòèðüîõ ñòîðîíàõ êâàäðàòà D [6, ãë. 3, ïðèêëàäè]. ²íøèìè
ñëîâàìè,

Of x y f x yM M
M M

� �
� �

�1 1
1 1

( , ) ( , )
� �

,

�

�
�

�

�
� �

p

p M

p

p M
x

Of x y
x

f x y1 1( , ) ( , ) , x x� �0 1, ; p � 0 1, ,

�

�
�

�

�
� � �� �

s

s M

s

s M
y

Of x y
y

f x y y y s1 1 0 1 0 1( , ) ( , ), , ; , .

Íàâåäåìî äåÿê³ äîäàòêîâ³ òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ A. Âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü Dw x y
R

R
k

k

k

( , )
�

�
1

, k M�1, .

Ä³éñíî,
Dw x y

x
R x y

x

R
k k( , ) ( ( . ) ( – . ) )

.
� �

�

�
� � �

�
�0 5 0 5

0 52 2

1

�
�

�
� � �

�
�

y
R x y

y

R
k( ( . ) ( – . ) )

.
0 5 0 5

0 52 2

1

�
� � �

� � �

( . ) ( . )

( . ) ( . )

x y

x y R

0 5 0 5

0 5 0 5

2 2

2 2
1

; Dw x y
R

R R

R

R
k

k

k

k

k

( , )
�

� �
2

1 1
,

áî ( . ) ( . )x y R
k

k� � � �0 5 0 52 2
�

, k M�1, .

Çîêðåìà, Dw x yk ( , ) |�1
1� , k M�1, .

Òâåðäæåííÿ Á. Âèõîäÿ÷è ç ïîçíà÷åííÿ äëÿ Dg x y( , ), ìîæíà äîâåñòè ñïðà-

âåäëèâ³ñòü òàêèõ ñï³ââ³äíîøåíü:

DH
w x y

R
DH

w x y

R
w x y

1 0
1

1 0
1 1

1

1
1 1

1

,
( , )

,
( , ) ( , )

�
�

�
��

�

�
�� � �

�

�

�
��

�

�
�� � �

�w x y
R

1 0 1

1

( , )

,

DH
w

R R

k

k k w x yk

0 0
1

1 01

0,
( , )

�

� �
�

�

�
��

�

�
�� �

�

,

DH
w

R R R R

R

R

k

k k w x y k k k
k

0 1
1

1 0 1

1

1
1

1
,

( , )

�

� � � ��

�

�
��

�

�
�� �

�
�

,
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DH
w

R R
DH

w

R R

k

k k w x y

k

k k
k

1 0
1 0

1 1
1

1 1,
( , )

,
� � ��

�
�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�
��

�

�
�� �

�w x yk ( , ) 0

�
�

�
�

1
2

1

1

R R

R

R
k M

k k k

, , .

ÔÎÐÌÓËÞÂÀÍÍß ÒÀ ÄÎÂÅÄÅÍÍß ÒÅÎÐÅÌ ÏÐÎ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ² ÔÓÍÊÖ²¯ �( , )x y

Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó ôóíêö³þ

�( , ) ( , ) ( , )x y f x y Sp x y� � .

Ïîäàìî ôóíêö³þ �( , )x y ó âèãëÿä³

� � � �( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ), ( , ) ,x y x y x y f x y x y x y D kk k k k k� � � 
 �1 1, M � .

Òåîðåìà 1. Ôóíêö³ÿ �( , )x y ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³:

D x y k M ss

k

�( , ) , , , ,
�

� � � �0 1 1 0 1.

Äîâåäåííÿ. Âèêîíàºìî áåçïîñåðåäíþ ïîñë³äîâíó ïåðåâ³ðêó òâåðäæåííÿ òå-
îðåìè äëÿ òàêèõ âèïàäê³â:

1) k s� �1 0 1, , ;

2) k M s� �2 0 1, , , ;

3) k M s� � �1 0 1, , .

Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê. Ïîêëàäåìî k s� �1 0, .
Äîâåäåìî, ùî �1

1
0( , )x y

�
� :

� �1 1 1
1 1

( , ) ( ( , ) ( , ))x y f x y x y
� �

� � �

� � � �f x y f x y Df x y w x y H
w

1 1 0 1 1 0 1 1 1 0
11( , ) ( ( , ) ( , ) ( , )), , , , ,

( , )x y

R1

�

�
��

�

�
��

�

�
�
� �

� �
�

�
��

�

�
�� �

�

�
�
� �f x y H

w x y

R
R1 1 1 1 1

1

1
11

1

, , ,( , )
( , )

( )
�

� � � � �f x y f x y Df x y H f1 1 0 1 1 0 1 1 0
1 1

0 1( , ) ( ( , ) ( , ) ) ( ), , , , ,� � 1 1 1 1 1 11, , ,( , ) ( ) ( ))x y H R� � �

� � � � � � � �f x y f x y f x y R f1 1 0 1 1 1 1 1 1
1 1

1 0( , ) ( , ) ( , ) ( )), , , ,� �
( , ) ( , ), ,x y f x y

� �1 1
1 0 1 0� � .

Òåïåð ïîêëàäåìî k �1, s �1.
Äîâåäåìî, ùî D x y�1

1
0( , )

�
� :

D x y D f x y x y� �1 1 1
1 1

( , ) ( ( , ) ( , ))
� �

� � �

� � � �D f x y f x y Df x y w x y H
w

1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1( , ) ( ( , ) ( , ) ( , )), , , , ,
1

1
1

( , )
( )

x y

R
R

�

�
��

�

�
��

�

�
�
� � �

� �
�

�
��

�

�
�� �

�

�
�
�f x y H

w x y

R
R1 1 1 1 1

1

1
11

1

, , ,( , )
( , )

( )

�

.

Äàë³, âðàõîâóþ÷è äîäàòêîâ³ òâåðäæåííÿ À òà Á, îòðèìàºìî:

D x y Df x y f x y�1 1 1 1 1
1 1 1

0( , ) ( , ) ( , ), ,� � �
� � � .

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê. Ïîêëàäåìî k M� 2, , s � 0. Òîä³

� � � � �k k k k k kx y f x y x y x y x y x y( , ) ( , ) ( , ); ( , ) ( , ) ( , )� � � �1 2 ,
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� �k k kx y f x y x y
k k

1 1
1 1

( , ) ( ( , ) ( , ))
� �� �

� � �

� � �� � �f x y f x y Df x y w x y
R

R
k k k k k k

k

( , ) ( , ) ( , ) ( , ), , , ,0 1 0 1 1
1

�

�

�

�

�
��

�

�
��

�

�
�
� �

�

�
��

�

�
�� �

1
0 0

1

1
H

w

R R

k

k k
,

�
�

�

�
��

�

�
�� ��

�

�
�f x y H

w

R R
R R

R

R
k k

k

k k
k k

k
, , ,( , ) ( )1 1 0 1

1

1
1

1

�

�

�
�
� �

�
1

1�k

� � � � �
� �

�f x y f x y Df x y Hk k k k
k k

( , ) ( ( , ) ( , ) ) (, , ,� �1 1
0 1 0 00 0) �

� � �� �
�

f x y H R R
R

R
k k k k

k
, , ,( , ) ( ) ( )1 1 0 1 1

1

1
0

� � � � � �
� �

�f x y f x y Df x yk k k k
k k

( , ) ( ( , ) ( , ) ), ,� �1 1
0 1 0 1

� � � � � �� �
� �

f x y R R
R

R
f x y f xk k k k

k
k k

k
, , ( , ) ( ) ( , ) ( ,1 1 1

1

1
0

1�
y

k

)
� �

�
1

0 .

Âðàõóºìî, ùî H p0 1 0, ( ) � , p x yk
k

� � �0 1 01, ( , )�
�

, H p1 0 0, ( ) ,� p � �0 1,

� �
�

�k x y
k

2
1

0( , )
�

.

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî � �k k kx y f x y x y
k k

2 2 0( , ) ( ( , ) ( , ))
� �

� � � , º àíàëîã³÷-

íèì äîâåäåííþ äëÿ � �k k kx y f x y x y
k k1 1

1 1
0( , ) ( ( , ) ( , )) |

� �
� �

� � � ç óðàõóâàííÿì
òîãî, ùî w x yk

k

( , )
�

� 0 .
Îòæå,

� � �k w x y k k w x y
x y x y x y

k k

( , ) ( ( , ) ( , ))
( , ) ( , )� �� �

� � �
1 10 1 2 0

0 ,

� � �k w x y k k w x y
x y x y x y

k k

( , ) ( ( , ) ( , ))
( , ) ( , )� �

� � �
0 1 2 0

0 .

Ïîêëàäåìî k M� 2, , s �1. Òîä³

D x y D f x y x y D x y D x yk k k k k k� � � � �( , ) ( ( , ) ( , )), ( , ) ( ( , )� � � �1 2 ( , ))x y ,

D x y D f x y x yk k k
k k

� �1 1
1 1

( , ) ( ( , ) ( , ))
� �� �

� � �

Df x y Df x y D Df x y w x yk k k k k k( , ) ( , ) ( ( , )) ( , ), , , ,� �� � �0 1 0 1 1
R

Rk

1

1�

�

�
�� �

�

�
�
�

�
�

�
�� �

� �
�

�

�

D f x y Dw x y
R

R
H

w

R
k k k

k

k

k

( ( , )) ( , ), , ,0 1 1
1

1
0 0

1

1 Rk

�

�
��

�

�
�� �

� �� � �
�( ( , ) ( ( , ) ( , ))), , , , ,f x y D f x y w x y DH

w
k k k k k

k
0 1 0 1 1 0 0

1

1R Rk k� �

�

�
��

�

�
�� �

�
�

�

�
��

�

�
�� ��

�

�
�Df x y H

w

R R
R R

R

R
k k

k

k k
k k, , ,( , ) ( )1 1 0 1

1

1
1

1

k�

�
1

�
�

�

�
��

�

�
�� ��

�

�
�f x y DH

w

R R
R R

R

R
k k

k

k k
k k, , ,( , ) ( )1 1 0 1

1

1
1

1

k
k

�

�

�
�
�

�
1

1�

.

Äàë³ îòðèìàºìî D x y Df x y f x yk k k k
k k k

� 1 1 1
1 1 1

0( , ) ( , ) ( , ), ,� � �� � �
� � �� .
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Áåðó÷è äî óâàãè, ùî DH
w x y

R R
p

k

k k
k

0
1

1 0,
( , )

� �
�

�

�
��

�

�
�� �

�

, p � 0 1, , îòðèìàºìî

D x yk
k

� 1 0( , )
�

� .

Âðàõîâóþ÷è, ùî DH
w

R R
p

k

k k
k

1
1

1
1

0,
�

� �

�

�
��

�

�
�� �

��

, p � 0 1, , îòðèìàºìî D x yk
k

� 2 0( , )
�

� .

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî D x y D f x y x yk k k
k k

� �2 2 0( , ) ( ( , ) ( , ))
� �

� � � , º àíà-

ëîã³÷íèì äîâåäåííþ äëÿ D x y D f x y x yk k k
k k

� �1 1
1 1

0( , ) ( ( , ) ( , ))
� �� �

� � � ç óðà-

õóâàííÿì òîãî, ùî w x yk
k

( , )
�

� 0 .
Äàë³ îòðèìàºìî

D x y D x y x yk k k
k k

� � �( , ) ( ( , ) ( , ))
� �� �

� � �
1 1

1 2 0 ,

D x y D x y x yk k k
k k

� � �( , ) ( ( , ) ( , ))
� �

� � �1 2 0.

Ðîçãëÿíåìî òðåò³é âèïàäîê: k M� �1, s � 0 1, . Òîä³

� �M M Mx y f x y x y� � �� �1 1 1( , ) ( , ) ( , ) .

Â³çüìåìî äî óâàãè âèãëÿä � M x y�1 ( , ) ³ òå, ùî h x y h x yM M� �� �1 1 1 2 1, ,( , ) ( , ) .
Òîä³

� �M M M M Mx y f x y x y f x y h x� � � � �� � � �1 1 1 1 1 11( , ) ( , ) ( , ) ( , )( (, , ) ( , )),y h x yM� ��1 2

� �
�

�
��

�

�
�
� �� �f x y Df x y w x y

R

R
M M M M M

M
1 0 1 0

1
, , , ,( , ) ( , ) ( , )

�
�

�
�� �� � �f x y w x y

R

R
h x y Of x yM M M

M
M M1 1

1
1 1 1, , ,( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ),h x yM �

�

�
�
�1 2 .

Ó ðåçóëüòàò³ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî

� � �M M Mx y x y x y� � �� �1 1 1 1 2( , ) ( , ) ( , ), , ,

� M M M M M Mx y f x y f x y Df x y� � � �� � �1 1 1 1 0 1 0, , , , ,( , ) ( , ) ( , ) ( , ) w x y
R

R
M

M

( , ) 1�

�
��

�

�
�
� �

�
�

�
��

�

�
�
�� �f x y w x y

R

R
h x yM M M

M
M1 1

1
1 1, , ,( , ) ( , ) ( , ) ,

� M M M Mx y f x y Of x y h x y� � � �� �1 2 1 1 1 2, ,( , ) ( ( , ) ( , )) ( , ) .

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

D h x y ss
M w x y x y DM

� � 
�
� �1 1 01

0 0 1, ( , ) , ( , )
( , ) , , ,

h x y Dh x yM w x y M w x yM M
� � � �

� �1 1 0 1 1 0
1 0, ( , ) , ( , )

( , ) , ( , ) ,

D h x y ss
M w x yM

� �
� �1 2 0

0 0 1, ( , )
( , ) , , ,

h x y Dh x yM w x y x y D M wM M
� � 
 �

� �
�1 2 0 1 2

1 1
1, ( , ) , ( , ) , (

( , ) , ( , )
x y x y D, ) , ( , )� 


�
0

0,
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f x y Df x y w x y
R

R
M M M M M

M
� ��

�

�
�� �1 0 1 0

1
, , , ,( , ) ( , ) ( , )

�
�

�
�� ��f x y w x y

R

R
M M M

M
M

1 1
1

, , ( , ) ( , )
�

f x y f x yM M M
M M

� ��1 0 1, , ( , ) ( , )
� �

,

D f x y Df x y w x y
R

R
M M M M M

M
� ��

�

�
�� �1 0 1 0

1
, , , ,( , ) ( , ) ( , )

�
�

�
�� � �� �f x y w x y

R

R
f x y DfM M M

M
M M

M

M
1 1

1
1 1, , , ,( , ) ( , ) ( , )

�
� M x y

M
�1 ( , )

�
,

D x y D f x y f x y Dfs
M

s
M M M M M� � � � �� � �1 1 1 1 0 1 0, , , , ,( , ) ( , ) ( , ) (x y w x y

R

R
M

M

, ) ( , ) 1�

�
�� �

�

�
�
�

�
�

�
��

�

�
�
�� �f x y w x y

R

R
h x yM M M

M
M1 1

1
1 1, , ,( , ) ( , ) ( , )) ,

D x y ss
M

M

� � � �1 1 0 0 1, ( , ) , ,
�

,

D x y ss
M

M

� �
�

� �1 1
1

0 0 1, ( , ) , ,
�

.

Áåðó÷è äî óâàãè òå, ùî D f x y Of x ys
M M

M

( ( , ) ( , ))� �� �
�

1 1
1

0
�

, s � 0 1, , îòðè-

ìàºìî

D x y D f x y Of x y hs
M

s
M M M

M
� � � � �

�
� �1 2 1 1 1 2

1
, ,( , ) (( ( , ) ( , )) (

�
x y

M
, )

� �
�

1
0, s � 0 1, ,

D x y D f x y Of x y h xs
M

s
M M M

M
� � � � �� �1 2 1 1 1 2, ,( , ) (( ( , ) ( , )) ( ,

�
y s

M
) , ,

�
� �0 0 1.

Ç óðàõóâàííÿì íàâåäåíîãî äîâåäåííÿ äëÿ âêàçàíèõ çíà÷åíü k, s ìàºìî

D x ys

k

�( , )
�

� 0, k M� �1 1, , s � 0 1, .

²íàêøå êàæó÷è, �( , ) ( )x y C D
 1 , f x y C Dk
r

k( , ) ( )
 , r � 2 .

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 2. ßêùî f x y C D rk
r

k( , ) ( ),
 � 2 , ³ âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 1

â³äíîñíî ôóíêö³¿ �( , )x y : D x ys

k

�( , )
�

� 0, k M� �1 1, , s � 0 1, , òî ôóíêö³ÿ ìîæå

áóòè ïåð³îäè÷íî ïðîäîâæåíà íà âñþ ïëîùèíó Oxy ç³ çáåðåæåííÿì êëàñó Ñ R1 2( ).

Äîâåäåííÿ âèïëèâàº ç òîãî, ùî � ( , ) ( , )s y0 0 0� , � ( , ) ( , )s y0 1 0� , � ( , ) ( , )0 0 0p x � ,

� ( , ) ( , )0 1 0p x � , s � 0 1, , p � 0 1, .

²íøèìè ñëîâàìè, ôóíêö³ÿ �( , ) ( )x y C R
 1 2 , ÿêùî ¿¿ ïåð³îäè÷íî ïðîäîâæèòè

ç ïåð³îäîì îäèíèöÿ çà çì³ííèìè x òà y íà âñþ ïëîùèíó Oxy. Öå îçíà÷àº, ùî äëÿ
ö³º¿ ôóíêö³¿ ìîæíà âèêîðèñòàòè âñ³ â³äîì³ òâåðäæåííÿ ùîäî íàáëèæåííÿ ¿õ
ñê³í÷åííèìè ñóìàìè Ôóð’º. Îòæå, ôóíêö³ÿ �( , )x y ìàº âëàñòèâîñò³, ÿê³ íàäàäóòü
çìîãó çàñòîñóâàòè ìåòîä ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º ç âèêîðèñòàííÿì ïðîºêö³é äëÿ ¿¿
íàáëèæåííÿ áåç ÿâèùà Ã³ááñà.
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Òåîðåòè÷í³ ïîëîæåííÿ ìåòîäó îá÷èñëåííÿ êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º çà äîïîìîãîþ
ïðîºêö³é íàâåäåíî â ðîáîò³ [4], çã³äíî ç ÿêîþ íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêö³¿ �( , )x y

â³äøóêóþòü ó âèãëÿä³ ñê³í÷åííî¿ ñóìè Ôóð’º ïîðÿäêó N : � �( , ) ( , )x y x yN� �

� �

����
�� � �

k l
i kx ly

l N

N

k N

N

e,
( )2 .

Êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëîþ � � �
k l

D

i kx lyx y e dxdy,
( )( , )� ��

� �2 .

Çàóâàæèìî, ùî çà óìîâîþ çàäà÷³ â³äîì³ ëèøå ïðîºêö³¿ ôóíêö³¿ f x y( , )
âçäîâæ â³äîìèõ ïðÿìèõ. Òîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ ïðîºêö³é ôóíêö³¿ �( , )x y

â³äí³ìàºìî â³ä ïðîºêö³é ôóíêö³¿ f x y( , ) ïðîºêö³¿ ôóíêö³¿ Sp x y( , ), ÿê³ íå íàäõî-
äÿòü ç êîìï’þòåðíîãî òîìîãðàôà. Àëå ö³ ïðîºêö³¿ îá÷èñëþþòü, áî ñïëàéí êîí-
ñòðóþþòü ó âèãëÿä³ ôîðìóë, íàâåäåíèõ âèùå.

Ñêîðèñòàºìîñÿ äëÿ àíàë³çó íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f x y( , ) ñóìîþ íàáëèæåííÿ
ôóíêö³¿ �( , )x y ñóìàìè Ôóð’º òà ïîáóäîâàíîãî âèùå ñïëàéíà, òîáòî

f x y f x y x y Sp x yN( , )
~

( , ) ( , ) ( , )� � �� .

ÏÐÈÊËÀÄÈ

Ó ÷èñåëüíîìó åêñïåðèìåíò³ ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè äëÿ îäí³º¿ ë³í³¿ ðîçðèâó
( )M �1 òà äâîõ (M � 2). Ë³í³ÿìè ðîçðèâó º êîëà. Ôóíêö³þ f x y( , ) ïîäàíî
ó âèãëÿä³ f x y f x y x y Sp x yN( , )

~
( , ) ( , ) ( , )� � �� .

Ïîðÿäîê äèôåðåíö³éîâíîñò³ r ôóíêö³¿ �( , )x y äîð³âíþº îäèíèö³ (r �1).
Äëÿ ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â íàâåäåíî âèïàäîê r � 0, ùî â³äïîâ³äàº íåïå-

ðåðâíîñò³ ö³º¿ ôóíêö³¿ (òàáë. 1, 2). Ðåçóëüòàòè éîãî äîñë³äæåííÿ îïèñàíî
ó ïåðø³é ÷àñòèí³ ö³º¿ ðîáîòè.

Äëÿ ïîð³âíÿííÿ òàêîæ íàâåäåíî íàáëèæåíå â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíî¿ ôóíêö³¿

f x y( , ) ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º: f x y f x y f x yN( , ) ( , ) ( , )*� � .

Ïðîºêö³éí³ äàí³ äëÿ ôóíêö³¿ f x y( , ) ââàæàþòüñÿ â³äîìèìè.
Äî òîãî æ ïðåäñòàâëåíî (äèâ. òàáë. 1 ³ òàáë. 2) ê³ëüê³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè ïîõèáêè

íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f x y( , ), ÿêó áóëî ïîäàíî ó âèãëÿä³
~

( , ) ( , ) ( , )f x y x y Sp x yN� ��

òà ó âèãëÿä³ f x y f x yN
* ( , ) ( , )� , äå N — ïîðÿäîê ñóìè Ôóð’º. Ó íàâåäåíèõ ðîçðà-

õóíêàõ äëÿ âñ³õ âèïàäê³â ïîêëàäåíî N � 32. Ðåçóëüòàòè, íàâåäåí³ äëÿ ôóíêö³¿
~

( , )f x y

äëÿ r � 0, r �1, â³äïîâ³äàþòü â³äñóòíîñò³ ÿâèùà Ã³ááñà, à äëÿ ôóíêö³¿ f x y* ( , ) — íà-

ÿâíîñò³ ÿâèùà Ã³ááñà.
Íàâåäåíî òàêîæ ãðàô³÷íó ³ëþñòðàö³þ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â, à ñàìå, çîáðà-

æåííÿ çàäàíî¿ ôóíêö³¿ f x y( , ) òà ¿¿ íàáëèæåííÿ
~

( , )f x y , à òàêîæ çîáðàæåííÿ ôóíêö³¿

f x y* ( , ) (äèâ. ðèñ. 1 ³ ðèñ. 2). Â îñòàííüîìó âèïàäêó ïðè çîáðàæåíí³ ôóíêö³¿¿

f x y* ( , ) ñïîñòåð³ãàºòüñÿ îñöèëÿö³ÿ, ùî â³äïîâ³äàº íàÿâíîñò³ ÿâèùà Ã³ááñà.

Ïðèêëàä 1. Íàáëèæåíå â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíî¿ ôóíêö³¿ f x y( , ) äëÿ M �1,

r �1. Ë³í³ÿ ðîçðèâó — êîëî ðàä³óñà R1 ç öåíòðîì ó òî÷ö³ (0.5; 0.5);

f x y k e x y
1 1

0 5 0 52 2
( , ) (( . ) ( . ) )� � � � � , f x y k x y2 2

2 20 5 0 5( , ) sin (( . ) ( . ) )� � � � ,

äå k k1 2, — çàäàí³ ÷èñëà.
Çàäàííÿ ôóíêö³é w x y1 ( , ), f x y( , ), Sp x y( , ) â³äïîâ³äàº íàâåäåí³é òåîð³¿ äëÿ

M �1.
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Ïðèêëàä 2. Íàáëèæåíå â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíî¿ ôóíêö³¿ f x y( , ) äëÿ M � 2,

r �1. Ë³í³³ ðîçðèâó — êîëà ðàä³óñ³â R1 òà R2 ç öåíòðîì ó òî÷ö³ (0.5; 0.5);

f x y k e x y
1 1

0 5 0 52 2
( , ) ( . ) ( . )� � � � , f x y k x y2 2

2 20 5 0 5( , ) cos (( . ) ( . ) )� � � � ,

f x y k x y3 3
2 20 5 0 5( , ) sin ( ( . ) ( . ) )� � � � � ,

äå k k k1 2 3, , — çàäàí³ ÷èñëà.
Çàäàííÿ ôóíêö³é w x y1 ( , ), w x y2 ( , ), f x y( , ), Sp x y( , ) â³äïîâ³äàº òåîðåòè÷íèì

òâåðäæåííÿì äëÿ M � 2.

120 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 1

Ò à á ë è ö ÿ 1. Ðåçóëüòàòè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f x y( , ) äëÿ ïðèêëàäó 1

Âèãëÿä íàáëèæåííÿ
ôóíêö³¿ f x y( , )

Ïîðÿäîê
äèôåðåíö³éîâíîñò³

ôóíêö³¿ �( , )x y

Â³äíîñíà
ïîõèáêà

Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà
ïîõèáêà

~
( , )f x y , áåç ÿâèùà Ã³ááñà r � 0 0.00104 0.000531

~
( , )f x y , áåç ÿâèùà Ã³ááñà r � 1 0.000425 0.000635

f x y* ( , ), ç ÿâèùåì Ã³ááñà — 0.479 0.443

Ðèñ. 1. Çîáðàæåííÿ (äëÿ ïðèêëàäó 1) çàäàíî¿ ôóíêö³¿ f x y( , ) (à), ¿¿ íàáëèæåííÿ
~

( , )f x y áåç ÿâèùà
Ã³ááñà (á), ¿¿ íàáëèæåííÿ f x y* ( , ) ç ÿâèùåì Ã³ááñà (â) â³äïîâ³äíî

à á â

Ðèñ. 2. Çîáðàæåííÿ (äëÿ ïðèêëàäó 2) çàäàíî¿ ôóíêö³¿ f x y( , ) (à), ¿¿ íàáëèæåííÿ
~

( , )f x y áåç ÿâèùà
Ã³ááñà (á), ¿¿ íàáëèæåííÿ f x y* ( , ) ç ÿâèùåì Ã³ááñà (â) â³äïîâ³äíî

âáà

Ò à á ë è ö ÿ 2. Ðåçóëüòàòè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ f x y( , ) äëÿ ïðèêëàäó 2

Âèãëÿä íàáëèæåííÿ
ôóíêö³¿ f x y( , )

Ïîðÿäîê
äèôåðåíö³éîâíîñò³

ôóíêö³¿ �( , )x y

Â³äíîñíà
ïîõèáêà

Ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà
ïîõèáêà

~
( , )f x y , áåç ÿâèùà Ã³ááñà r � 0 0.001078 0.000649

~
( , )f x y , áåç ÿâèùà Ã³ááñà r � 1 0.0003511 0.000601

f x y* ( , ), ç ÿâèùåì Ã³ááñà — 0.283 0.464



Ïîð³âíÿííÿ ïîõèáîê, íàâåäåíèõ ó òàáë. 1 òà òàáë. 2, à òàêîæ çîáðàæåíü, íà-
âåäåíèõ íà ðèñ. 1 òà ðèñ. 2, ñâ³ä÷èòü ïðî ïåðåâàãè çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ
íàáëèæåíîãî â³äíîâëåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêö³é.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

1. Ó çàïðîïîíîâàíîìó ìåòîä³ òåîðåòè÷íî îá´ðóíòîâàíî òà ï³äòâåðäæåíî îá÷èñ-
ëþâàëüíèì åêñïåðèìåíòîì ìîæëèâ³ñòü íàáëèæåííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêö³é äâîõ
çì³ííèõ ç âèêîðèñòàííÿì ïðîºêö³é òà ñê³í÷åííèõ ñóì Ôóð’º áåç ÿâèùà Ã³ááñà.

2. Ó öüîìó ìåòîä³ ðîçðèâíèé ñïëàéí Sp x y( , ) ïîáóäîâàíî òàê, ùîá ð³çíèöÿ
ì³æ íèì ³ íàáëèæóâàíîþ ðîçðèâíîþ ôóíêö³ºþ f x y( , ) áóëà íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíö³éîâíîþ ôóíêö³ºþ. Öå íàäàº çìîãó ï³äâèùèòè òî÷í³ñòü íàáëèæåííÿ.

3. Ó âèãëÿä³ â³äïîâ³äíèõ òåîðåì ñôîðìóëüîâàíî ³ äîâåäåíî òåîðåòè÷í³
òâåðäæåííÿ äëÿ âèïàäêó, êîëè ë³í³¿ ðîçðèâó íàáëèæóâàíî¿ ôóíêö³¿ º ñèñòåìàìè
êîíöåíòðè÷íèõ ê³ë. Òàêîæ îïèñàíî ìåòîä äëÿ âèïàäêó, êîëè ë³í³ÿìè ðîçðèâó º
ñèñòåìà âêëàäåíèõ åë³ïñ³â øëÿõîì çâåäåííÿ äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó.

4. Ó íàñòóïí³é ÷àñòèí³ (²²²) àíàë³çó ðåçóëüòàò³â îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó
áóäå ðîçãëÿíóòî ïîáóäîâó îá÷èñëþâàëüíî¿ ñõåìè ìåòîäó, ÿêà çàáåçïå÷óº äèôå-
ðåíö³éîâí³ñòü ôóíêö³¿ �( , )x y íà ñèñòåì³ âêëàäåíèõ îäèí â îäíèé êâàäðàò³â, ð³âíÿííÿ
ãðàíèöü ÿêèõ îïèñóºòüñÿ íåäèôåðåíö³éîâíèìè â êóòîâèõ òî÷êàõ ôóíêö³ÿìè.
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Î.Ì. Lytvyn, Î.G. Lytvyn
ANALYSIS OF THE RESULTS OF A COMPUTING EXPERIMENT TO RESTORE
THE DISCONTINUOUS FUNCTIONS OF TWO VARIABLES USING PROJECTIONS. II

Abstract. This article continues a series of publication under the same name. It performs
further improvement of the method for recovering discontinuous functions of two variables
using projections in order to improve the accuracy of approximation without the Gibbs
phenomenon. To this end, it is proposed to construct a discontinuous spline so that the
difference between the function being approximated and this spline is a differentiable function.
This function is restored using finite Fourier sums whose Fourier coefficients are found using
projections. A method for calculating these coefficients is proposed. In the computing
experiment, it was assumed that the approximated function has discontinuities of the first kind
on a given system of circles or ellipses nested into each other. Analysis of the calculation
results confirmed the theoretical statement of the study. The method makes it possible to
obtain a prescribed approximation accuracy with a smaller number of projections, i.e., with
less irradiation.

Keywords: computed tomography, discontinuous function, discontinuous spline,
differentiability class, Gibbs phenomenon, Fourier sum.
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