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Ì²Í²ÌÀÊÑÍÀ Ô²ËÜÒÐÀÖ²ß ÏÎÑË²ÄÎÂÍÎÑÒÅÉ
Ç ÏÅÐ²ÎÄÈ×ÍÎ ÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÌÈ ÏÐÈÐÎÑÒÀÌÈ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèìàëüíî¿ ô³ëüòðàö³¿ ôóíêö³îíàë³â, ùî çàëåæàòü â³ä
íåâ³äîìèõ çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ç ïåð³îäè÷íî ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè
íà îñíîâ³ ñïîñòåðåæåíü ïîñë³äîâíîñò³ ç³ ñòàö³îíàðíèì øóìîì. Äëÿ ïîñë³äîâíîñòåé ç âèç-
íà÷åíèìè ñïåêòðàëüíèìè ù³ëüíîñòÿìè îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ñåðåä-
íüîêâàäðàòè÷íèõ ïîõèáîê òà ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê îïòèìàëüíèõ îö³íîê
ôóíêö³îíàë³â. Çàïðîïîíîâàíî ôîðìóëè, ùî âèçíà÷àþòü íàéìåíø ñïðèÿòëèâ³ ñïåêòðàëüí³
ù³ëüíîñò³ òà ì³í³ìàêñí³ (ðîáàñòí³) ñïåêòðàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè îïòèìàëüíèõ îö³íîê
ôóíêö³îíàë³â ó òîìó âèïàäêó, êîëè ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ ïîñë³äîâíîñò³ òî÷íî íå â³äîì³,
òîä³ ÿê âèçíà÷åí³ ìíîæèíè äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïåð³îäè÷íî ñòàö³îíàðí³ ïðèðîñòè, ì³í³ìàêñíî-ðîáàñòíà îö³íêà, íàéìåíø
ñïðèÿòëèâà ñïåêòðàëüíà ù³ëüí³ñòü.

ÂÑÒÓÏ

Óïðîäîâæ îñòàííüîãî äåñÿòèë³òòÿ ìîäåë³ ç äîâãîþ ïàì’ÿòòþ òà íåñòàö³îíàðí³

ìîäåë³ ïîñò³éíî ïåðåáóâàþòü ó ïîë³ çîðó äîñë³äíèê³â (äèâ., íàïðèêëàä,

[1–3]). Ö³ ìîäåë³ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ àíàë³çó äàíèõ ³ç ð³çíèõ ãàëóçåé åêî-

íîì³êè, ô³íàíñ³â, êë³ìàòîëîã³¿, çàáðóäíåííÿ ïîâ³òðÿ, à òàêîæ ï³ä ÷àñ îáðîá-

ëåííÿ ñèãíàë³â. Ç ìîìåíòó ïåðøîãî âèäàííÿ [4] ìîäåë³ ³íòåãðîâàíî¿ àâòîðåã-

ðåñ³¿ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî (ARIMA) º ñòàíäàðòíèì ³íñòðóìåíòîì àíàë³çó ÷à-

ñîâèõ ðÿä³â. Äîáðå çàðåêîìåíäóâàëè ñåáå ìîäåë³, ÿê³ ì³ñòÿòü äðîáîâå

³íòåãðóâàííÿ. Ó [5] äîñë³äæåíî ñåçîííó ìîäåëü ARFIMA òà ïðîàíàë³çîâàíî ¿¿

çàñòîñóâàííÿ äî ìîíåòàðíî¿ ïîë³òèêè Ôåäåðàëüíîãî ðåçåðâó ÑØÀ. ²íøèé òèï

íåñòàö³îíàðíîñò³ îïèñàíî ïåð³îäè÷íî êîðåëüîâàíèìè àáî öèêëîñòàö³îíàðíèìè

ïðîöåñàìè, âèçíà÷åíèìè â [6]. Ö³ ïðîöåñè øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îá-

ðîáëåííÿ ñèãíàë³â [7]. Ïåð³îäè÷í³ ÷àñîâ³ ðÿäè ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïðîäîâ-

æåííÿ ìîäåë³ SARIMA [8, 9]. Íàâåäåí³ ìîäåë³ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îö³íþâàí-

íÿ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ òà çàäà÷ ïðîãíîçóâàííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî áåçïîñåðåäíº çàñòîñóâàííÿ ðîçðîáëåíèõ ðåçóëüòàò³â äî ðå-

àëüíèõ äàíèõ ìîæå ïðèçâåñòè äî çíà÷íîãî çá³ëüøåííÿ çíà÷åíü ïîõèáîê îö³íîê

÷åðåç íàÿâí³ñòü ïîõèáîê âèì³ðþâàíü, íåïîâíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî ñïåêòð òîùî.

Öå º ïðè÷èíîþ ï³äâèùåííÿ ³íòåðåñó äî ðîáàñòíèõ ìåòîä³â îö³íþâàííÿ, ÿê³

º îá´ðóíòîâàíèìè â òàêèõ âèïàäêàõ. Òàê, íàïðèêëàä, ó [10] çàïðîïîíîâàíî ðî-

áàñòíèé ìåòîä îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â ìîäåë³ SARFIMA òà ïðî³ëþñòðîâàíî

éîãî çàñòîñóâàííÿ äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ êîíöåíòðàö³é çàáðóäíþâà÷³â — ä³îêñè-

äó ñ³ðêè SO2.

Ðîáàñòí³ ìåòîäè óñï³øíî çàñòîñîâóþòü äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ îö³íþâàííÿ

ë³í³éíèõ ôóíêö³îíàë³â â³ä íåâ³äîìèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñ³â. Ó [11] âïåðøå

áóëà ñôîðìóëüîâàíà ÿê ãðà äâîõ ãðàâö³â ³ ðîçâ’ÿçàíà çàäà÷à ì³í³ìàêñíî¿ åêñòðà-

ïîëÿö³¿ ñòàö³îíàðíèõ ïðîöåñ³â. Îãëÿä ðåçóëüòàò³â ç ðîáàñòíèõ ìåòîä³â àíàë³çó

äàíèõ çðîáëåíî â [12]. Îñòàíí³ ðåçóëüòàòè ç ì³í³ìàêñíîãî îö³íþâàííÿ äëÿ
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ñòàö³îíàðíèõ ïðîöåñ³â, ïåð³îäè÷íî êîðåëüîâàíèõ ïðîöåñ³â òà ïðîöåñ³â ç³

ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè íàâåäåíî â [13–18].

Ó ö³é ñòàòò³ îïèñàíî ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî îö³íþâàííÿ

ôóíêö³îíàëà A a k k

k

� �� �
�

�

� ( ) ( )

0

, ÿêèé çàëåæàòü â³ä íåâ³äîìèõ çíà÷åíü ñòîõàñ-

òè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³ �( )k ç ïåð³îäè÷íî ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè. Îö³íêè áó-

äóþòüñÿ çà ñïîñòåðåæåííÿìè ïîñë³äîâíîñò³ � �( ) ( )k k� ó òî÷êàõ k � � �0 1 2, , , ... ,

äå �( )k — íåêîðåëüîâàíà ç ïîñë³äîâí³ñòþ �( )k ñòàö³îíàðíà ñòîõàñòè÷íà

ïîñë³äîâí³ñòü.

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×Í² ÏÎÑË²ÄÎÂÍÎÑÒ² Ç ÏÅÐ²ÎÄÈ×ÍÎ ÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÌÈ ÏÐÈÐÎÑÒÀÌÈ

Íàâåäåìî êîðîòêèé îãëÿä ñïåêòðàëüíî¿ òåîð³¿ ñòîõàñòè÷íèõ ïîñë³äîâíîñòåé

ç ïåð³îäè÷íî ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè ïîðÿäêó n.

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íó ïîñë³äîâí³ñòü { ( ), }� m m�� . Ïîçíà÷èìî B � îïåðà-

òîð çñóâó ç êðîêîì ��� òàêèì, ùî B m m�� � �( ) ( )� � ; B B:� 1. Çàïèøåìî òàêå

îçíà÷åííÿ [14].

Îçíà÷åííÿ 1. Äëÿ ñòîõàñòè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³ { ( ), }� m m�� ïîñë³äîâí³ñòü
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Îçíà÷åííÿ 2. Ïîñë³äîâí³ñòü � �( ) ( , )n m ïðèðîñò³â ïîðÿäêó n , ÿêà ïîðîäæå-

íà ñòîõàñòè÷íîþ ïîñë³äîâí³ñòþ { ( ), }� m m�� , º ñòàö³îíàðíîþ, ÿêùî ìàòåìà-

òè÷í³ ñïîä³âàííÿ

E� � �( ) ( )( , ) ( ),n nm c0 �

E � � � � � �( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , , )n n nm m m D m0 1 0 2 1 2� �

³ñíóþòü äëÿ âñ³õ m m0 1 2, , , ,� � � ³ íå çàëåæàòü â³ä m0 . Ôóíêö³ÿ c n( ) ( )� íàçè-

âàºòüñÿ ñåðåäí³ì çíà÷åííÿì ïîñë³äîâíîñò³ � �( ) ( , )n m , à ôóíêö³ÿ

D mn( ) ( , , )� �1 2 — ñòðóêòóðíîþ ôóíêö³ºþ ïîñë³äîâíîñò³ (àáî ñòðóêòóðíîþ

ôóíêö³ºþ n-ãî ïîðÿäêó ñòîõàñòè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³ { ( ), }� m m�� ). Ñòîõàñòè÷-

íà ïîñë³äîâí³ñòü { ( ), }� m m�� , ÿêà âèçíà÷àº ñòàö³îíàðíó ïîñë³äîâí³ñòü ïðè-

ðîñò³â ïîðÿäêó n çà ôîðìóëîþ (1), íàçèâàºòüñÿ ñòîõàñòè÷íîþ ïîñë³äîâí³ñòþ

ç³ ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè ïîðÿäêó n (àáî ³íòåãðîâàíîþ ïîñë³äîâí³ñòþ ïî-

ðÿäêó n ).
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Òåîðåìà 1. Ñåðåäíº çíà÷åííÿ c n( ) ( )� òà ñòðóêòóðíó ôóíêö³þ

D mn( ) ( , , )� �1 2 ñòîõàñòè÷íî¿ ñòàö³îíàðíî¿ ïîñë³äîâíîñò³ � �( ) ( , )n m ïðèðîñò³â

ïîðÿäêó n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³

c cn n( ) ( ) ,� �� (2)
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ðîñò³â � �( ) ( , )n m . Ç ³íøîãî áîêó, ôóíêö³¿ c n( ) ( )� (2) ³ D mn( ) ( ; , )� �1 2 (3)
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ðÿäêó n.
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ïðèðîñò³â.
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Òåîðåìà 2. Ñòðóêòóðíó ôóíêö³þ D mn( ) ( , , )� �1 2 âåêòîðíî¿ ñòàö³îíàðíî¿

ïîñë³äîâíîñò³ ïðèðîñò³â ïîðÿäêó n ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³
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n

( ) ( ; , ) ( ) ( ) ( )� �
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�� � � � �
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1 2 2
1 1
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� , (6)

äå F ( )� — ìàòðè÷íîçíà÷íà ñïåêòðàëüíà ôóíêö³ÿ ñòàö³îíàðíî¿ ïîñë³äîâíîñò³
�
� �( ) ( , )n m .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ (6) òà òåîðåìó Êàðõóíåíà [19], ìîæíà îò-
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�
� �( ) ( , )n m :

� �
� �

�
�� ��

�
�

�
( ) ( , ) ( )

( )
( ),( )

n i m i n

n
m e e

i
dZ n� � �

�
� 1

1
(7)

äå
�
Z Zn p p

T

�
� �( ) ( ) { ( )}� �1

— (âåêòîðíîçíà÷íèé) ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ ç íåêî-

ðåëüîâàíèìè ïðèðîñòàìè íà [ , )�� � , ÿêèé ïîçâ’ÿçàíèé ç³ ñïåêòðàëüíîþ

ôóíêö³ºþ F ( )� ñï³ââ³äíîøåííÿì

E( ( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ),Z Z Z Z F Fp p q q pq pq� � � � � � �2 1 2 1 2 1� � � � � � � � �1 2� � .

ÌÅÒÎÄ Ô²ËÜÒÐÀÖ²¯ ÔÓÍÊÖ²ÎÍÀË²Â, ÙÎ ÁÀÇÓªÒÜÑß ÍÀ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒßÕ
ÏÐÎªÊÖ²É Ó Ã²ËÜÁÅÐÒÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐ²

Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíó ñòîõàñòè÷íó ïîñë³äîâí³ñòü
�
�( )m ç³ ñòàö³îíàðíèìè ïðè-

ðîñòàìè, ïîáóäîâàíó ç ïîñë³äîâíîñò³ �( )m çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ (5).

Íåõàé ñòàö³îíàðíà ïîñë³äîâí³ñòü
�
� � � �( ) ( )( , ) { ( , )}n

p
n

p
Tm m� �1

ïðèðîñò³â ïîðÿä-

êó n ìàº àáñîëþòíî íåïåðåðâíó ñïåêòðàëüíó ôóíêö³þ F ( )� ³ ñïåêòðàëüíó

ù³ëüí³ñòü f f ij i j
T( ) { ( )}
,

� �� �1
. Íåõàé

�
� �( ) ( )}m mp p

T� �{
1

— íåêîðåëüîâàíà

ç ïîñë³äîâí³ñòþ
�
�( )m ñòàö³îíàðíà ñòîõàñòè÷íà ïîñë³äîâí³ñòü ç àáñîëþòíî íå-

ïåðåðâíîþ ñïåêòðàëüíîþ ôóíêö³ºþ G( )� òà ñïåêòðàëüíîþ ù³ëüí³ñòþ

g gij i j
T( ) { ( )}
,

� �� �1
. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ñåðåäí³ çíà÷åííÿ ïîñë³äîâíîñò³

�
� �( ) ( , )n m ïðèðîñò³â òà ñòàö³îíàðíî¿ ïîñë³äîâíîñò³

�
�( )m äîð³âíþþòü íóëþ.

Òàêîæ ââàæàòèìåìî, ùî êðîê ïðèðîñòó �� 0.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî îïòèìàëüíîãî ë³í³éíîãî îö³íþâàí-

íÿ ôóíêö³îíàëà

A a k k

k

� � �
� �� �

�

�

� ( ( )) ( ),

0

T
(8)

ùî çàëåæèòü â³ä íåâ³äîìèõ çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³
�
� �( ) { ( )}k kp p

T� �1
ç³ ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè. Îö³íêè áàçóþòüñÿ íà ñïîñòå-

ðåæåííÿõ ïîñë³äîâíîñò³
� � �
� � �( ) ( ) ( )m m m� � ó òî÷êàõ m � � �0 1 2, , ,�

Íàñàìïåðåä íàâåäåìî óìîâè, ÿê³ íåîáõ³äí³ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³.

Ïðèïóñòèìî, ùî êîåô³ö³ºíòè
�
a k a kp p

T( ) { ( )} ,� �1
k � 0, ÿê³ âèçíà÷àþòü

ôóíêö³îíàë (8), çàäîâîëüíÿþòü óìîâè

� �
a k k a k

k k

( ) , ( ) ( ) ,

�

�

�

�

� �� � � � �
0 0

2
1 (9)
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à òàêîæ, ùî ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ f ( )� òà g( )� çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

ì³í³ìàëüíîñò³

Tr

-

�
� � � �

��
�

� 2

2

2 1

1

n

i n

n

e
f g d

| |
( ( ) ( )) .

�
�

�

�
�
�

�

�
�
�

� ��� (10)

Öÿ óìîâà º íåîáõ³äíîþ ³ äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íà ïî-

õèáêà îïòèìàëüíî¿ îö³íêè ôóíêö³îíàëà A� íå äîð³âíþâàëà íóëþ.

Ìåòîä îö³íþâàííÿ, ÿêèé âèêîðèñòîâóº âëàñòèâîñò³ ïðîºêö³é ó Ã³ëüáåðòîâî-

ìó ïðîñòîð³, çàïðîïîíóâàâ Êîëìîãîðîâ [20]. Öåé ìåòîä ìîæíà îïèñàòè, ÿê òðüî-

õåòàïíó ïðîöåäóðó:

1) âèçíà÷èòè ö³ëüîâèé åëåìåíò Ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó H L� 2 ( , , ) ,� � P

ÿêèé ïîòð³áíî îö³íèòè;

2) âèçíà÷èòè ï³äïðîñò³ð ïðîñòîðó H, ÿêèé ïîðîäæåíèé ñïîñòåðåæåííÿìè;

3) çíàéòè îö³íêó ö³ëüîâîãî åëåìåíòà ÿê îðòîãîíàëüíó ïðîºêö³þ íà âèçíà÷å-

íèé ï³äïðîñò³ð.

Åòàï 1. Ôóíêö³îíàë A
�
� íå íàëåæèòü Ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîðó

H L� 2 ( , , )� � P . Çà äîïîìîãîþ íàâåäåíî¿ äàë³ ëåìè îïèøåìî çîáðàæåííÿ

ôóíêö³îíàëà A
�
� ÿê ñóìè ôóíêö³îíàëà ç³ ñê³í÷åííèì äðóãèì ìîìåíòîì, ùî íàëå-

æèòü ïðîñòîðó H, ³ ôóíêö³îíàëà, ùî çàëåæèòü â³ä ñïîñòåðåæåíü ïîñë³äîâíîñò³
�
�( )k («ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ»).

Ëåìà 1. Ôóíêö³îíàë A� ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó òàêîìó âèãëÿä³:

A A A
� � �
� � �� � ,

A a k k A a k k

k k

� � � � � �
� � � �� � � �

�

�

�

�

� �( ( )) ( ), ( ( )) ( ).

0 0

T T

Çà óìîâ (9) ôóíêö³îíàë A
�
� ìàº ñê³í÷åííèé äðóãèé ìîìåíò. Äëÿ çíàõîäæåí-

íÿ îö³íêè ôóíêö³îíàëà A
�
� äîñòàòíüî çíàéòè îö³íêó ôóíêö³îíàëà A

�
�. Íåõàé

� ( , ; � ) | � |f g A A A
� � �
� � �� �E

2 ïîçíà÷àº ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó ïîõèáêó îïòèìàëüíî¿

îö³íêè �A
�
� ôóíêö³îíàëà A

�
� ³ íåõàé � ( , ; � ): | � |f g A A A

� � �
� � �� �E

2 ïîçíà÷àº ñåðåä-

íüîêâàäðàòè÷íó ïîõèáêó îïòèìàëüíî¿ îö³íêè �A
�
� ôóíêö³îíàëà A

�
� . Îñê³ëüêè

ôóíêö³îíàë A
�
� çàëåæèòü â³ä çíà÷åíü ñòîõàñòè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³, ùî ñïîñòåð³ãà-

þòüñÿ, ìîæåìî çàïèñàòè òàê³ ñï³ââ³äíîøåííÿ:

� � ,A A A
� � �
� � �� � (11)

� ( , ; � ) | � | | � | |f g A A A A A A A A
� � � � � � � �
� � � � � � �� � � � � � �E E E

2 2 � �� �� |A
� 2

� � ( , ; � ).f g A
�
� (12)

Ùîá çíàéòè îïòèìàëüíó îö³íêó ôóíêö³îíàëà A
�
� , âèêîðèñòîâóºìî ñïåê-

òðàëüí³ ðîçêëàäè ñòàö³îíàðíî¿ ïîñë³äîâíîñò³
�
� �( ) { ( )}m mp p

T� �1
, ñòàö³îíàðíî¿

ïîñë³äîâíîñò³
�
� �( ) ( , )n m ïðèðîñò³â òà çàñòîñîâóºìî ìåòîä ïðîºêö³¿ ó Ã³ëüáåðòî-

âîìó ïðîñòîð³ [20].

Ñòàö³îíàðíà ñòîõàñòè÷íà ïîñë³äîâí³ñòü
�
�( )m äîïóñêàº ñïåêòðàëüíå

ðîçêëàäàííÿ

� �
� ��

�

�

�

( ) ( ),m e dZi m�
�
�

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 1 149



à ïîñë³äîâí³ñòü ïðèðîñò³â
�
� �( ) ( , )n m äîïóñêàº ñïåêòðàëüíå ðîçêëàäàííÿ

� �
� � �� ��

�

�

�
( ) ( , ) ( ) ( ),n i m i nm e e dZ� � �

�
� 1

äå
�
Z� �( ) — ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ iç íåêîðåëüîâàíèìè ïðèðîñòàìè,

ùî â³äïîâ³äàº ñïåêòðàëüí³é ôóíêö³¿ G( )� . Ì³æ âèïàäêîâèìè ïðîöåñàìè
�
Z� �( )

òà
�
Z n�

�( ) ( ) ³ñíóº çàëåæí³ñòü, çàäàíà ñï³ââ³äíîøåííÿì [14]

dZ i dZn
n

� �

� �� � �( ) ( ) ( ) ( ),� � � �� �[ , ).

Ç óðàõóâàííÿì ñïåêòðàëüíèõ ðîçêëàä³â (4), (7) ñòàö³îíàðíà ïîñë³äîâí³ñòü

ïðèðîñò³â
�
� �( ) ( , )n m äîïóñêàº ñïåêòðàëüíå ðîçêëàäàííÿ

� �
� �

�
�� ��

� �
�

�
( ) ( , ) ( )

( )
( )( ) ( )

n i m i n

n
m e e

i
dZ n n� � �

�
�
� 1

1
�

� � � �� �e e
i

dZ e e dZi m i n

n

i m i n
n

� ��
�

� ��
�

�
�( )

( )
( ) ( )( )1

1
1

� �
( ).�

�

�

�

�

�
� ��

Ñïåêòðàëüíà ù³ëüí³ñòü p( )� ïîñë³äîâíîñò³
�
�( )m ñòàíîâèòü

p f gn( ) ( ) ( ).� � � �� � 2

Åòàï 2. Ïîçíà÷èìî: H n n0� �( )( ) ( )� �� � — çàìêíóòèé ë³í³éíèé ï³äïðîñò³ð,

ïîðîäæåíèé çíà÷åííÿìè { ( , ) ( , ): , , ; , , , , }( ) ( )� � � �p
n

p
nk k p T k� � � � � �1 0 1 2 3� �

ó Ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ H L� 2 ( , , )� � P âèïàäêîâèõ âåëè÷èí � ³ç íóëüîâèì

ñåðåäí³ì çíà÷åííÿì, E� � 0, ñê³í÷åííîþ äèñïåðñ³ºþ, E | |� 2 � � , òà ñêàëÿðíèì äî-

áóòêîì ( ; )� � � �1 2 1 2�E ; L f gn
2
0 2� �( ( ) ( ))� � � — çàìêíóòèé ë³í³éíèé

ï³äïðîñò³ð ó Ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ L f gn
2

2( ( ) ( ))� � �� âåêòîðíèõ ôóíêö³é

³ç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì g g g f g g dn
1 2 1

2
2; ( ( )) ( ( ) ( ) ( )� �

�
� � � � � 	 � �

�

�
T , ïîðîäæå-

íèé ôóíêö³ÿìè e e
i

l T ki k i n

n l l lp p
T� ��

�

( )

( )
, { } , , , , ,1

1
1 0

1
� � � ��

�� � �

� �1 2, ,� äå 
lp — ñèìâîë Êðîíåêåðà.

Ñï³ââ³äíîøåííÿ
� � �
� � � �

�

� ��
�

( ) ( )( , ) ( , ) ( )
( )

( )
n n i k i n

n
k k e e

i
dZ n� � � �

�
1

1
�

�

�

�( ) ( )n

�
�

âèçíà÷àº âçàºìíî îäíîçíà÷íó â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ åëåìåíòàìè

e e ii k i n n� �� �( ) ( )1� � � ïðîñòîðó L f gn
2
0 2� �( ( ) ( ))� � � òà åëåìåíòàìè

� �
� � � �( ) ( )( , ) ( , )n nk k� ïðîñòîðó H n n0� �( )( ) ( )� �� � .

²ç ñï³ââ³äíîøåííÿ (11) âèïëèâàº, ùî ë³í³éíó îö³íêó �A
�
� ôóíêö³îíàëà A

�
�

ìîæíà íàâåñòè ó âèãëÿä³

� ( ( )) ( ( ) ( )) ( ( )) ( )A a k k k h dZ

k

n

� � � � � �
� � � �� �
� � � � �

�

�

�
0

T T

�
�
� �
�

�

�( ) ( ),n (13)

äå
�
h hp p

T
� � �( ) { ( )}� �1

— ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà îïòèìàëüíî¿ îö³íêè � .A
�
�
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Åòàï 3. Çíàõîäèìî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî îïòèìàëüíó îö³íêó ÿê ïðîºêö³þ
�A
�
� åëåìåíòà A

�
� íà ï³äïðîñò³ð H n n0� �( ).( ) ( )� �� � Öÿ ïðîºêö³ÿ âèçíà÷àºòüñÿ äâî-

ìà óìîâàìè:

1) � ( );( ) ( )A H n n�
� � �� �� ��0

2) ( � ) ( )( ) ( )A A H n n� �
� � � �� �� � ��0 .

Ç óìîâè 2 âèïëèâàº ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå ñïðàâåäëèâå äëÿ âñ³õ

k � � �0 1 2, , , ,� à ñàìå:

[( ( )) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ) ( ))]
� �
A e g i h f gi n n�

�

�

�

� � � � � �T T� � �
�
� 2 ( )

( )
.

1
0

�

�
��e

i
e d

i n

n

i k
��

�

�
�

Öå ñï³ââ³äíîøåííÿ äàº çìîãó îòðèìàòè ñïåêòðàëüíó õàðàêòåðèñòèêó
�
h� �( )

îö³íêè �A
�
�:

( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( ))
� �
h A e g i f gi n n

�
�� � � � � �T T� � � ��2 1

�
�

�
� �( ) ( ( ))

( )
( ( ) ( )) ,

i C e

e
f g

n i

i n

n�
� � �

�
�

��

�
T

1

2 1

� � � �
A e a k e C e c k ei

k

ik i

k

i k( ) ( ) , ( ) ( ) (� �
�

�
�� �

�

�
�

�

�
�� �

0 0

1) ,�

äå
�
c k c k kp p

T( ) { ( )} ,� ��1
0 , — íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè, ÿê³ ïîòð³áíî çíàéòè.

Ç óìîâè 1 âèïëèâàº, ùî ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà
�
h� �( ) äîïóñêàº çîáðà-

æåííÿ: � � � �
h h e

i
h s k ei n

n

i k

k

�
�� �� �

�
�( ) ( ) ( )

( )
, ( ) ( )� � �� �

�

�

�1
1

0

,

( ( )) ( ( ) ( ))( ( ))
| |� �

h f g h
e

dn
i n

n
� � � � �

�
�

�

� ��
T �

�
� �

�
� 2

2

2

1
,

( ) ( )

( )
.

i h

e
L

n

i n

� ��

��

�

1
2
0

�
�

�
�

Öå çîáðàæåííÿ ñïåêòðàëüíî¿ õàðàêòåðèñòèêè
�
h� �( ) äàº çìîãó çàïèñàòè

ñï³ââ³äíîøåííÿ

[( ( ) ( )
( )

( )
( ( ) ( ))

�
A e g

e
f gi

n

i n

n�

��
�

�

�
�

� � ��
2

2 1

1�
� �

�
�

�
�

�
�

�
�

� ��
� � � �

�
�

��

�
2

2

2 1

1

n i

i n

n ijC e

e
f g e d

( ( ))

| |
( ( ) ( )) ]

�
�

� �0 1, .j (14)

Îá÷èñëèìî äëÿ âñ³õ k j, �� êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é

S e
g

e
f g

k j
i j k

n

i n

n
,

( ) ( )

| |
( ( ) ( ))� �

���

� �
� � ��

�
�� � �1

2 1

2

2

2 1 0d k j n� �

�

�

�
� � � �, , ;
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P e
e

f g d
k j

i j k
n

i n

n
,

( )

| |
( ( ) ( ))� �

��
�

�

�
� � � ��

�
�� �

�

1

2 1

2

2

2 1
�

� �, , ;k j 0

Q e f g f g d k jk j
i j k n

,
( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )) , ,� �� �

�
�

1

2

2 1

�
� � � � � ��

�

�

� 0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ö³ êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º, ñï³ââ³äíîøåííÿ (14) ìîæíà çàïèñà-

òè ÿê ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü

S a m P c k j
j m

m n
j k

k
� �

��

�

� �
�

�
� �� �1 1 1

0

0
, ,

( ) ( ), ,�
�

�

�
�

� �

äëÿ îá÷èñëåííÿ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â
�
c k� ( ), k � 0. Òóò

� �
a m

n

l
a ml

l
m

n

�

� �
�

�
�

�

�
�

�
�
�

 
!
"

� � �
	



�
�

 ���

�

( ) ( ) (

,

1

0max

� �l m n), ,� � (15)

äå [ ]x # — íàéìåíøå ö³ëå ÷èñëî ñåðåä ÷èñåë, á³ëüøèõ àáî ð³âíèõ x.

Öþ ñèñòåìó ìîæíà çàïèñàòè òàê:

S a P c� � � �� ,

äå

c a� � � � � �� �(( ( )) , ( ( )) , ( ( )) , ) , (( ( )) , (c c c a0 1 2 0� � � � �
�

� � �
�a a� �( )) , ( ( )) , ) ,1 2� � �

� �
a k a k n k� � �( ) ( ), ,� � �� 0 îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (15), P�, S � — ë³í³éí³

îïåðàòîðè ó ïðîñòîð³ � 2 , ÿê³ çàäàþòüñÿ ìàòðèöÿìè ç T T$ åëåìåíòàìè

( ) , ,
P�

�
l k l k

P� , l k, � 0, ( ) , ,
S � �

�
l k l k n

S� � �1
, l k, .� 0

Îòæå, íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè
�
c k� ( ), k � 0, ÿê³ âèçíà÷àþòü ñïåêòðàëüíó õàðàê-

òåðèñòèêó
�
h� �( ), îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

�
c k kk� � � �( ) ( ) , ,� ��P S a1 0

äå ( ) ,P S a� � �
�1

k k � 0, — k-é åëåìåíò âåêòîðà P S a� � �
�1 .

Ñïåêòðàëüíó õàðàêòåðèñòèêó
�
h� �( ) îïòèìàëüíî¿ îö³íêè �A

�
� ôóíêö³îíàëà A

�
�

ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ

( ( )) ( ( )) ( ) ( ) ( ( ) ( ))
� �
h A e g i f gi n n

�
�� � � � � �� �� � � ��2 1

� �
�

	





�

�



 ��

�

�
� ��( ) ( ) ( )( )i e en

k

k

i k i n� � � �
� ��P S a1

0

1 1

�

( ( ) ( ))f gn� � �� �2 1. (16)

Çíà÷åííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ ïîõèáêè îö³íêè �A
�
� îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîð-

ìóëîþ

� �( , ; � ) ( , ; � ) | � |f g A f g A A A
� � � �
� � � �� � � �E

2

�
�

� �
�

��
1

2 1
1

2

2

1

�

�
�

��
�

�
�� �

�

n

i n

i n i

e
e A e g

| |
( ) ( ( )) ( ) (

�
� P S a� �

�) ( )
k

k

i ke

�

�
��

�

	





�

�





�

�

�
�

�

�

�
�
$

0

1
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$ � � $� �( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( ))f g f f gn n� � � � � � �2 1 2 1
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| |
( ) ( ( )) ( )

e
e A e f
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�

�

�
�
$�

�

�
��( ) ( ) ( )� � � �

�2 1

0

1n
k

k

i keP S a

T

$ � � $� �( ( ) ( )) ( )( ( ) ( ))f g g f gn n� � � � � � �2 1 2 1

$ � �� � �

�

�
��( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1 2 1

0

e A e f ei n i n
k

k

i k�� �
� � �� �

�
P S a 1) � �

�

	





�

�





�

�
�
�

�

�
�
�

�d

� ��S a P S a Qa a� � � � �, , ,1
(17)

äå a � (( ( )) , ( ( )) , ( ( )) , ))
� � �

�a a a0 1 2� � � �, Q — ë³í³éíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîð³ � 2 ,

ùî âèçíà÷åíèé ìàòðèöåþ ç T T$ åëåìåíòàìè ( ) , ,Q l k l kQ� , l k, � 0;

x y x k y k

k

, ( ) ( )�
�

�

�
0

äëÿ âåêòîð³â x x x x� ( ( ), ( ), ( ), ) ,0 1 2 �
� y y y� ( ( ), ( ),0 1

y( ), )2 �
�.

Òåîðåìà 3. Íåõàé ñòîõàñòè÷íà ïîñë³äîâí³ñòü { ( ), }
�
� m m�� âèçíà÷àº

ñòàö³îíàðíó ïîñë³äîâí³ñòü ïðèðîñò³â
�
� �( ) ( , )n m , ùî ìàº ñïåêòðàëüíó ù³ëüí³ñòü

f ( )� , íåêîðåëüîâàíà ç ïîñë³äîâí³ñòþ
�
�( )m ñòàö³îíàðíà ñòîõàñòè÷íà

ïîñë³äîâí³ñòü { ( ), }
�
� m m�� ìàº ñïåêòðàëüíó ù³ëüí³ñòü g( )� òà âèêîíóºòüñÿ óìî-

âà ì³í³ìàëüíîñò³ (10). Íåõàé òàêîæ êîåô³ö³ºíòè { ( ): }
�
a k k � 0 çàäîâîëüíÿþòü

óìîâè (9). Îïòèìàëüíà ë³í³éíà îö³íêà �A
�
� ôóíêö³îíàëà A

�
� , ÿêèé çàëåæèòü â³ä

íåâ³äîìèõ çíà÷åíü ïîñë³äîâíîñò³
�
�( )m , m � � �0 1 2, , ,� , íà îñíîâ³ ñïîñòåðåæåíü

çà ïîñë³äîâí³ñòþ
� �
� �( ) ( )m m� ó òî÷êàõ m � � �0 1 2, , ,� îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìó-

ëîþ (13). Ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà
�
h� �( ) îïòèìàëüíî¿ îö³íêè �A

�
� îá÷èñ-

ëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (16). Çíà÷åííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ ïîõèáêè � ( , ; � )f g A
�
�

îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (17).

ßê íàñë³äîê ³ç çàïðîïîíîâàíî¿ òåîðåìè ìîæíà îòðèìàòè ñåðåäíüîêâàäðà-

òè÷íî îïòèìàëüíó îö³íêó íåâ³äîìîãî çíà÷åííÿ

A N NN p p p, ( ) ( ( ))
� �
� � �� � �

� , p T�1 2, , ,� , N � 0,

ñòîõàñòè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ç³ ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè íà îñíîâ³ ñïîñòåðå-

æåíü ïîñë³äîâíîñò³
� �
� �( ) ( )m m� ó òî÷êàõ m � � �0 1 2, , ,�

Íàñë³äîê 1. Îïòèìàëüíà ë³í³éíà îö³íêà � ( )� p N íåâ³äîìîãî çíà÷åííÿ � p N( ),

p T�1 2, , ,� , N � 0 , ñòîõàñòè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ç³ ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè

çà ñïîñòåðåæåííÿìè ïîñë³äîâíîñò³
� �
� �( ) ( )m m� ó òî÷êàõ m � � �0 1 2, , ,� îá÷èñ-
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ëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ

� ( ) ( ( ) ( )) ( ( )), , ( ) ( )� � � ��

�

�

� �p p p N pN N N h dZ n n� � �
�

��
� �

� ( )� . (18)

Ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà
�
h N p� �, , ( ) îïòèìàëüíî¿ îö³íêè îá÷èñëþºòüñÿ

çà ôîðìóëîþ

( ( )) ( ) ( )( ) ( ( ) ( )), ,

�
h e g i f gN p

i N
p

n n
�

�� � � � � �� �� � �� �
�

2 1 �

�

�
�
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�
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� �

�
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,
( )i e
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n
p n k

i k

k

i

� � �
�

��

P S a1 1

0

1

�

n

nf g( ( ) ( )) .� � �� �2 1
(19)

Òóò âåêòîð a n n n na a a n� ( ( ), ( ), , ( ), , , )0 1 0 0� �
�, a k

n

kn
k( ) ( )� � �
	



�
�

1 , k � 0 1 2, , ,

� , n, S �,p — ë³í³éíèé îïåðàòîð ó ïðîñòîð³ � 2 , ùî âèçíà÷àºòüñÿ ìàòðèöåþ

ç T T$ åëåìåíòàìè ( ), , ,
S � �

�
p l k l p k

S� � �1
, l � 0 , 0 � �k n, òà ( ), ,S � p l k � 0, l � 0,

k n� .

Çíà÷åííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ ïîõèáêè îïòèìàëüíî¿ îö³íêè îá÷èñëþºòüñÿ

çà ôîðìóëîþ

� ( , ; � ( )) | ( ) � ( )|f g N N Np p p� � �� � �E
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��( ) ( ) ( ( ),

( )� �� �
�2 1
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1n
p n k
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i ke fP S a

T

� ��� � � �2 1ng g f( )) ( )( ( )

� $ � �
�

�
�
�

� �� � ��� �2 1 1n i n i N
pg e e f( )) ( ) ( ) ( )�

�
�

	





�

�





�

�
�
�

�� �

�

�

�( ) ( ),
( )

,� �� �
�

�
2 1 1

0

n
p n k

i k

k

e dP S a S p n p n p pa S a Q, , .,P� �
� �1

0� � (20)

Ô²ËÜÒÐÀÖ²ß ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÈÕ ÏÎÑË²ÄÎÂÍÎÑÒÅÉ
Ç ÏÅÐ²ÎÄÈ×ÍÎ ÑÒÀÖ²ÎÍÀÐÍÈÌÈ ÏÐÈÐÎÑÒÀÌÈ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî îïòèìàëüíîãî ë³í³éíîãî îö³íþâàííÿ

ôóíêö³îíàëà A a k k

k

� ��	� �
�

�

� (
( ) ( )

0

, ùî çàëåæèòü â³ä íåâ³äîìèõ çíà÷åíü ñòî-

õàñòè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³ � ( )m ç ïåð³îäè÷íî ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè.
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Îö³íêè áàçóþòüñÿ íà ñïîñòåðåæåííÿõ ïîñë³äîâíîñò³ � � �( ) ( ) ( )m m m� � ó òî÷-

êàõ m � � �0 1 2, , ,� Ôóíêö³îíàë ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³

A a k k a mT p mT

k p

T

m

� � ��
�	 �	� � � � � �
�

�

��

�

� ��( (
( ) ( ) ( ) (

0 10

1 p � �1))

� � � � �
��

�

�

�

�� �a m m a m m Ap p

p

T

m m

( ) ( ) ( ( )) ( ) ,� � �
10 0

� � �
�

(21)

äå
�

�� � � � � �( ) ( ( ), ( ), , ( )) , ( ) ( (� � � � � � � � � �m m m m m mT pT p1 2 1� )); (22)

�
�a m a m a m a m a m a mT p pT p( ) ( ( ), ( ), , ( )) , ( ) ( );( )� � � � �1 2 1� � 1 2, , , .� T (23)

Òåîðåìà 4. Íåõàé ñòîõàñòè÷íà ïîñë³äîâí³ñòü � ( )k ³ç ïåð³îäè÷íî ñòàö³îíàð-

íèìè ïðèðîñòàìè ãåíåðóº çà ôîðìóëîþ (22) âåêòîðíó ñòîõàñòè÷íó

ïîñë³äîâí³ñòü
�
�( )m , ùî âèçíà÷àº ñòàö³îíàðíó ïîñë³äîâí³ñòü

�
� �( ) ( , )n m ïðèðîñò³â

ç ìàòðèöåþ ñïåêòðàëüíî¿ ù³ëüíîñò³ f f ij i j
T( ) { ( )}
,

� �� �1
. Íåõàé { ( ), }

�
� m m�� ,

�
�� � � �( ) ( ( ), ( ), , ( )) ,m m m mT� 1 2

� � �p m mT p( ) ( ( )),� � � � �1 p T�1 2, , , ,� —

íåêîðåëüîâàíà ç ïîñë³äîâí³ñòþ
�
�( )m ñòàö³îíàðíà ñòîõàñòè÷íà ïîñë³äîâí³ñòü, ùî

ìàº ñïåêòðàëüíó ù³ëüí³ñòü g( )� , ³ âèêîíóºòüñÿ óìîâà ì³í³ìàëüíîñò³ (10). Íåõàé

êîåô³ö³ºíòè, ùî îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëîþ (23), çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (9).

Òîä³ îïòèìàëüíà ë³í³éíà îö³íêà ôóíêö³îíàëà A A� ��
�

(21) íà îñíîâ³ ñïîñòåðå-

æåíü ïîñë³äîâíîñò³ � � �( ) ( ) ( )m m m� � ó òî÷êàõ m � � �0 1 2, , ,� îá÷èñëþºòüñÿ çà

ôîðìóëîþ (13). Ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà
�
h hp p

T
� � �( ) { ( )}� �1

òà çíà÷åííÿ ñå-

ðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ ïîõèáêè �% f g A, ; � )
�
� îïòèìàëüíî¿ îö³íêè �A

�
� oá÷èñëþþòüñÿ

çà ôîðìóëàìè (16), (17) â³äïîâ³äíî.

ßê íàñë³äîê ³ç çàïðîïîíîâàíî¿ òåîðåìè ìîæíà îòðèìàòè îïòèìàëüíó îö³íêó

íåâ³äîìîãî çíà÷åííÿ � ( )�M , M � 0, ñòîõàñòè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³ � ( )m

ç ïåð³îäè÷íî ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè íà îñíîâ³ ñïîñòåðåæåíü ïîñë³äîâíîñò³

� � �( ) ( ) ( )m m m� � ó òî÷êàõ m � � �0 1 2, , ,� Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ

� � �( ) ( ) ( ( ))� � � � �M N Np p

�
�

� , N
M

T
� �

��
�

��
, p M NT� � �1 ,

òà îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî âèêîíóºòüñÿ òàêèé

íàñë³äîê.

Íàñë³äîê 1. Íåõàé ñòîõàñòè÷íà ïîñë³äîâí³ñòü � ( )k ç ïåð³îäè÷íî ñòàö³îíàð-

íèìè ïðèðîñòàìè ãåíåðóº çà ôîðìóëîþ (22) âåêòîðíó ñòîõàñòè÷íó

ïîñë³äîâí³ñòü
�
�( )m , ùî âèçíà÷àº ñòàö³îíàðíó ñòîõàñòè÷íó ïîñë³äîâí³ñòü

�
� �( ) ( , )n m ïðèðîñò³â ³ç ìàòðèöåþ ñïåêòðàëüíî¿ ù³ëüíîñò³ f f ij i j

T( ) { ( )}
,

� �� �1
.

Íåõàé { ( ), }
�
� m m�� ,

�
�� � � �( ) ( ( ), ( ), , ( )) ,m m m mT� 1 2

� � �p m mT( ) ( (� � � �

� � �p p T1 1 2)), , , , ,� — íåêîðåëüîâàíà ç ïîñë³äîâí³ñòþ
�
�( )m ñòàö³îíàðíà ñòî-

õàñòè÷íà ïîñë³äîâí³ñòü, ùî ìàº ñïåêòðàëüíó ù³ëüí³ñòü g( )� . Íåõàé âèêîíóºòüñÿ

óìîâà ì³í³ìàëüíîñò³ (10). Îïòèìàëüíà ë³í³éíà îö³íêà � ( )� �M íåâ³äîìîãî çíà÷åí-

íÿ � ( )�M , M � 0 , ñòîõàñòè÷íî¿ ïîñë³äîâíîñò³ ç ïåð³îäè÷íî ñòàö³îíàðíèìè ïðè-

ðîñòàìè íà îñíîâ³ ñïîñòåðåæåíü ïîñë³äîâíîñò³ � � �( ) ( ) ( )m m m� � ó òî÷êàõ
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m � � �0 1 2, , ,� îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (18). Ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà
�
h N p� �, , ( ) îö³íêè îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (19). Çíà÷åííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷-

íî¿ ïîõèáêè îïòèìàëüíî¿ îö³íêè îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (20).

Ì²Í²ÌÀÊÑÍÈÉ ÌÅÒÎÄ Ô²ËÜÒÐÀÖ²¯

Çíà÷åííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèõ ïîõèáîê òà ñïåêòðàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè îïòè-

ìàëüíèõ îö³íîê ôóíêö³îíàë³â, ÿê³ çàëåæàòü â³ä íåâ³äîìèõ çíà÷åíü ñòîõàñòè÷-

íî¿ ïîñë³äîâíîñò³
�
�( )m , ùî âèçíà÷àþòü ñòàö³îíàðíó ñòîõàñòè÷íó

ïîñë³äîâí³ñòü
�
� �( ) ( , )n m ïðèðîñò³â ç ìàòðèöåþ ñïåêòðàëüíî¿ ù³ëüíîñò³ f ( )� íà

îñíîâ³ ñïîñòåðåæåíü ïîñë³äîâíîñò³
� �
� �( ) ( )m m� ó òî÷êàõ m � � �0 1 2, , ,� ,

ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëàìè (16), (17) â³äïîâ³äíî çà óìîâè, ùî ñïåê-

òðàëüí³ ù³ëüíîñò³ f ( )� òà g( )� ñòîõàñòè÷íèõ ïîñë³äîâíîñòåé
�
�( )m ³

�
�( )m òî÷-

íî â³äîì³. Îäíàê íà ïðàêòèö³ ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ ïîñë³äîâíîñòåé çàçâè÷àé

òî÷íî íå â³äîì³. ßêùî â òàêèõ âèïàäêàõ âèçíà÷àºòüñÿ êëàñ äîïóñòèìèõ ñïåê-

òðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé � � �� $f g , òî ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ì³í³ìàêñíèé (ðî-

áàñòíèé) ï³äõ³ä äî îö³íêè ë³í³éíèõ ôóíêö³îíàë³â. Öåé ìåòîä ïîëÿãàº ó çíà-

õîäæåíí³ îö³íêè, ÿêà ì³í³ì³çóº ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèõ

ïîõèáîê äëÿ âñ³õ ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé ç êëàñó � � �� $f g äîïóñòèìèõ

ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé îäíî÷àñíî. Äëÿ ôîðìàë³çàö³¿ öüîãî ï³äõîäó âèêî-

ðèñòàºìî íàâåäåí³ äàë³ îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4. Äëÿ êëàñó ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé � � �� $f g ñïåê-

òðàëüí³ ù³ëüíîñò³ f f0 ( )� �� òà g g0 ( )� �� íàçèâàþòüñÿ íàéìåíø ñïðèÿòëèâè-

ìè â êëàñ³ � äëÿ îïòèìàëüíî¿ ë³í³éíî¿ ô³ëüòðàö³¿ ôóíêö³îíàëà A
�
�, ÿêùî âèêî-

íóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ

� � �( , ) ( ( , ); , ) ( ( , );( , )f g h f g f g h f gf g f g0 0 0 0 0 0� � � $max � � f g, ).

Îçíà÷åííÿ 5. Äëÿ êëàñó ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé � � �� $f g ñïåê-

òðàëüíó õàðàêòåðèñòèêó h0 ( )� îïòèìàëüíî¿ ë³í³éíî¿ îö³íêè ôóíêö³îíàëà A
�
� íà-

çèâàþòü ì³í³ìàêñíîþ (ðîáàñòíîþ), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè

h H L f gn

f g f g

0
2
0 2( ) ( ( ) ( )),

( , )

� � � �� � ��

� $
�

� �

�

min max maxh H f g f gf g f g
h f g h f� � $ � $�

� � � � �( , ) ( , )( ; , ) ( ;� � 0 , ).g

Ç îãëÿäó íà íàâåäåí³ îçíà÷åííÿ òà âèâåäåí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîæåìî ïåðåêî-

íàòèñü, ùî ñïðàâåäëèâ³ òàê³ ëåìè.

Ëåìà 1. Ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ f f
0 �� , g g

0 �� , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìî-

âó (10), º íàéìåíø ñïðèÿòëèâèìè â êëàñ³ � � �� $f g äëÿ îïòèìàëüíî¿

ë³í³éíî¿ ô³ëüòðàö³¿ ôóíêö³îíàëà A
�
�, ÿêùî îïåðàòîðè P�

0 , S �
0 , Q0 , ùî çàäàþòüñÿ

êîåô³ö³ºíòàìè Ôóð’º ôóíêö³é

� �
� � �

�
�� ��

2 0

2

0 2 0 1
2

21 1

n

i n

n
n

i n

g

e
f g

e

( )

| |
( ( ) ( )) ,

| |�
�

�

� ( ( ) ( )) ,f gn0 2 0 1� � �� �

f g f gn0 0 0 2 0 1( ) ( )( ( ) ( )) ,� � � � �� �

156 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 1



îá÷èñëþþòü ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ íà óìîâíèé åêñòðåìóì

max ( , ) ( , , )f g f g� $
� � �� � S a P S a Qa a� � � � �

0 1

� �S a P ) S a Qa a� � � � �, ( ,0 0-1 . (24)

Ì³í³ìàêñíó ñïåêòðàëüíó õàðàêòåðèñòèêó h h f g0 0 0� � ( , ) îá÷èñëþþòü çà

ôîðìóëîþ (19), ÿêùî h f g H� ( , )0 0 � � .

Äåòàëüí³øèé àíàë³ç âëàñòèâîñòåé íàéìåíø ñïðèÿòëèâèõ ñïåêòðàëüíèõ

ù³ëüíîñòåé òà ì³í³ìàêñíî-ðîáàñòíèõ ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ìîæíà çðîáè-

òè, ÿêùî ì³í³ìàêñíà ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà h0 òà íàéìåíø ñïðèÿòëèâ³

ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ ( , )f g0 0 óòâîðþþòü ñ³äëîâó òî÷êó ôóíêö³¿ � ( ; , )h f g

íà ìíîæèí³ H � �$ . Íåð³âíîñò³ ñ³äëîâî¿ òî÷êè

� � �( ; , ) ( ; , ) ( ; , ) , ,h f g h f g h f g f g h Hf g
0 0 0 0 0 0� � & � & � �� � �

ñïðàâäæóþòüñÿ, ÿêùî h h f g0 0 0� � ( , ) ³ h f g H� ( , )0 0 � � , äå ( , )f g0 0 — ðîç-

â’ÿçîê çàäà÷³ íà óìîâíèé åêñòðåìóì

~
( , ) ( ( , ); , ) , ( , )� �f g h f g f g f g� � ' ��

0 0 inf � . (25)

Òóò ôóíêö³îíàë � ( ( , ); , )h f g f g�
0 0 îá÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ

� ( ( , ); , )h f g f g�
0 0 �

�
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� �
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2 1
1

2

2

0

�

�
�

��
�

�
�� �

n

i n
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e
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| |
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� C ei

�
�0 ( )) ]� $

$ � � $� �( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( ))f g f f gn n0 2 0 1 0 2 0 1� � � � � � �

$ � � �� � �[( ) ( ) ( ) ( )]1 0 0e A e g C e di n i i�� �
�

�� �
� �

�
�

� �
�
�

1

2

1

1
1

2

0 2

�
� �

��
�

�
�� �

| |
[( ) ( ( )) ( ) ( )

e
e A e f

i n

i n i n
�

� ( ( )) ]
�

C ei
�

�0 � $

$ � � $� �( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( ))f g g f gn n0 2 0 1 0 2 0 1� � � � � � �

$ � �� � �[( ) ( ) ( ) ( ) ( )] ,1 0 2 0e A e f C e di n i n i�� �
�

�� � �
� �

�
C e ei

k
i k

k

�
�

� � �
�0 0 1 0 1

0

( ) ) ) ( )� � �

�

�

� ((P S a .

Çàäà÷à íà óìîâíèé åêñòðåìóì (25) åêâ³âàëåíòíà çàäà÷³ íà áåçóìîâíèé

åêñòðåìóì

� �� � �( , )
~

( , ) ( , | )f g f g f g f g� � $ '
 inf , (26)

äå 
( , | )f g f g� �$ — ³íäèêàòîðíà ôóíêö³ÿ ìíîæèíè � � �� $f g . Ðîçâ’ÿ-

çîê ( , )f g0 0 ö³º¿ çàäà÷³ íà áåçóìîâíèé åêñòðåìóì õàðàêòåðèçóºòüñÿ óìîâîþ

0 0 0�(� � ( , )f g , äå (� � ( , )f g0 0 — ñóáäèôåðåíö³àë ôóíêö³îíàëà � � ( , )f g

ó òî÷ö³ ( , )f g f g
0 0 � � $� � � . Öÿ óìîâà äàº çìîãó çíàõîäèòè íàéìåíø
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ñïðèÿòëèâ³ ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ ó áàãàòüîõ êëàñàõ ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé

� � �� $f g . Ôîðìà ôóíêö³îíàëà � ( ( , ); , )h f g f g�
0 0 çðó÷íà äëÿ çàñòîñóâàí-

íÿ ìåòîäó íåâèçíà÷åíèõ ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà äëÿ ïîøóêó ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³

íà åêñòðåìóì (26). Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ìíîæíèê³â Ëàãðàíæà òà ôîðìó

ñóáäèôåðåíö³àë³â ³íäèêàòîðíèõ ôóíêö³é 
( , | )f g f g� �$ ìíîæèí

� �f g$ ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé, çíàõîäèìî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî âèçíà÷à-

þòü íàéìåíø ñïðèÿòëèâ³ ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ â äåÿêèõ ñïåö³àëüíèõ êëàñàõ

ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé (äèâ. [14, 15, 17]).

ÍÀÉÌÅÍØ ÑÏÐÈßÒËÈÂ² ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍ² Ù²ËÜÍÎÑÒ² Â ÊËÀÑÀÕ � �0 $
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�
�, ÿêèé çàëåæèòü â³ä íåâ³äîìèõ

çíà÷åíü ïîñë³äîâíîñò³ ç³ ñòàö³îíàðíèìè ïðèðîñòàìè íà îñíîâ³ ñïîñòåðåæåíü

ïîñë³äîâíîñò³
� �
� �( ) ( )m m� ó òî÷êàõ m � � �0 1 2, , ,� çà óìîâè, ùî ìíîæèíè äî-
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f
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�
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Òóò ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ V U( ), ( )� � â³äîì³ ³ ô³êñîâàí³, p p q q k Tk k, , , , ,�1 ,

— çàäàí³ ÷èñëà, p B Q B, , ,1 2 — çàäàí³ äîäàòíî âèçíà÷åí³ Åðì³òîâ³ ìàòðèö³.
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C e e A e fg i i n i n
�

� �� �
� �� �0 0 2 0 11( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) )� � � �

�
� ((P S0 1
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a �
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e �
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Ç óìîâè 0 0 0�(� � ( , )f g çíàõîäèìî íàñòóïí³ ð³âíÿííÿ, ÿê³ âèçíà÷àþòü

íàéìåíø ñïðèÿòëèâ³ ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ äëÿ öèõ çàäàíèõ ìíîæèí äîïóñòè-

ìèõ ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé.

Äëÿ ïåðøîãî íàáîðó � �
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0
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äå �
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2 , �
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( ( )) ( ( )) ( ( ) ( )) (|*C e C e eg i g i i
�

�
�

� ��� � � � �0 0 2
1 2

1� � # � # � | ( ( ) ( )))n nf g0 2 0� � �� $

$ � �B e f gi n n
2

0 2 01�(| | ( ( ) ( ))),�� � � � (34)

äå � 2 , �
f
2 — ìíîæíèêè Ëàãðàíæà, ôóíêö³ÿ � �'1 0( ) � òà � �'1 0( ) � , ÿêùî

B g B V2 0 2, ( ) , ( ) ,� �� ôóíêö³ÿ � �'2 0( ) � òà � �'2 0( ) � , ÿêùî

B g B U2 0 2, ( ) , ( ) .� ��
Ñïðàâåäëèâà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5. Íàéìåíø ñïðèÿòëèâ³ ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ f 0 ( ),� g0 ( )� ó êëà-

ñàõ � �
f
k

Vg
Uk k

0
1 2 3 4$ �, , , , , äëÿ îïòèìàëüíî¿ ë³í³éíî¿ ô³ëüòðàö³¿ ôóíêö³îíàëà

A
�
� çà ñïîñòåðåæåííÿìè ïîñë³äîâíîñò³

� �
� �( ) ( )m m� ó òî÷êàõ m � � �0 1 2, , ,�

âèçíà÷àþòüñÿ óìîâîþ ì³í³ìàëüíîñò³ (10), ð³âíÿííÿìè (27), (28); (29), (30); (31),

(32); (33), (34) â³äïîâ³äíî, çàäà÷åþ íà óìîâíèé åêñòðåìóì (24) òà îáìåæåííÿìè

íà ù³ëüíîñò³ ç â³äïîâ³äíèõ êëàñ³â. Ì³í³ìàêñíî-ðîáàñòíà ñïåêòðàëüíà õàðàêòå-

ðèñòèêà îïòèìàëüíî¿ îö³íêè ôóíêö³îíàëà A
�
� âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (19).

ÍÀÉÌÅÍØ ÑÏÐÈßÒËÈÂ² ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍ² Ù²ËÜÍÎÑÒ² Â ÊËÀÑÀÕ � �1
 �$

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ô³ëüòðàö³¿ ôóíêö³îíàëà A
�
�, ÿêèé çàëåæèòü â³ä íåâ³äîìèõ
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ïîñë³äîâíîñò³
� �
� �( ) ( )m m� ó òî÷êàõ m � � �0 1 2, , ,� çà óìîâè, ùî ìíîæèíè äî-

ïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé � �
1

1 2 3 4

 �
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2 1
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Òóò ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ f1 ( )� , g1 ( )� â³äîì³ ³ ô³êñîâàí³, W ( )� — íåâ³äîìà

ñïåêòðàëüíà ù³ëüí³ñòü, p p k Tk, , ,�1 , — çàäàí³ ÷èñëà, P — çàäàíà äîäàòíî

âèçíà÷åíà Åðì³òîâà ìàòðèöÿ.

Äëÿ ïåðøîãî íàáîðó � �
1
1 1
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Òåîðåìà 6. Íàéìåíø ñïðèÿòëèâ³ ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ f 0 ( ),� g0 ( )�

ó êëàñàõ � �
1

1 2 3 4

 �
k k k$ �, , , , , äëÿ îïòèìàëüíî¿ ë³í³éíî¿ ô³ëüòðàö³¿

ôóíêö³îíàëà A
�
� çà ñïîñòåðåæåííÿìè ïîñë³äîâíîñò³

� �
� �( ) ( )m m� ó òî÷êàõ

m � � �0 1 2, , ,� âèçíà÷àþòüñÿ óìîâîþ ì³í³ìàëüíîñò³ (10), ð³âíÿííÿìè (35)–

(37); (38)–(40); (41)–(43); (44)–(46) â³äïîâ³äíî, çàäà÷åþ íà óìîâíèé åêñòðå-

ìóì (24) òà îáìåæåííÿìè íà ù³ëüíîñò³ ç â³äïîâ³äíèõ êëàñ³â. Ì³í³ìàêñíî-ðî-

áàñòíà ñïåêòðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà îïòèìàëüíî¿ îö³íêè ôóíêö³îíàëà A
�
� îá-

÷èñëþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (19).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó ö³é ñòàòò³ íàâåäåíî ìåòîäè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ô³ëüòðàö³¿ ë³í³éíèõ

ôóíêö³îíàë³â â³ä íåâ³äîìèõ çíà÷åíü ïîñë³äîâíîñò³ ç ïåð³îäè÷íî ñòàö³îíàð-

íèìè ïðèðîñòàìè. Îö³íêè áàçóþòüñÿ íà ñïîñòåðåæåííÿõ ïîñë³äîâíîñò³

ç³ ñòàö³îíàðíèì øóìîì. Çàäà÷à äîñë³äæóºòüñÿ ó âèïàäêó ñïåêòðàëüíî¿ âèç-

íà÷åíîñò³, êîëè ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ ïîñë³äîâíîñòåé òî÷íî â³äîì³. Çàïðî-

ïîíîâàíî ï³äõ³ä, çàñíîâàíèé íà ìåòîä³ îðòîãîíàëüíèõ ïðîºêö³é ó Ã³ëüáåðòî-

âîìó ïðîñòîð³. Âèâåäåíî ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòå-

ðèñòèê òà ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íèõ ïîõèáîê îïòèìàëüíèõ îö³íîê ôóíêö³îíàë³â.

Ó ðàç³ ñïåêòðàëüíî¿ íåâèçíà÷åíîñò³, êîëè ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ òî÷íî

íå â³äîì³, à çàäàþòüñÿ äåÿê³ êëàñè äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé, çàñòî-

ñîâóºòüñÿ ì³í³ìàêñíî-ðîáàñòíèé ìåòîä. Óñòàíîâëåíî çîáðàæåííÿ ñåðåäíüîêâàä-

ðàòè÷íî¿ ïîõèáêè ó âèãëÿä³ ë³í³éíîãî ôóíêö³îíàëà ùîäî ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñ-

òåé, ùî äàº çìîãó ðîçâ’ÿçàòè â³äïîâ³äíó çàäà÷ó óìîâíî¿ îïòèì³çàö³¿ òà îïèñàòè

ì³í³ìàêñí³ (ðîáàñòí³) îö³íêè ôóíêö³îíàë³â. Âèâåäåíî ôîðìóëè, ùî âèçíà÷àþòü

íàéìåíø ñïðèÿòëèâ³ ñïåêòðàëüí³ ù³ëüíîñò³ òà ì³í³ìàêñíó (ðîáàñòíó) ñïåêòðàëü-

íó õàðàêòåðèñòèêó îïòèìàëüíèõ ë³í³éíèõ îö³íîê ôóíêö³îíàë³â äëÿ ïåâíèõ

êëàñ³â äîïóñòèìèõ ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé.

Îòðèìàíî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿê³ âèçíà÷àþòü íàéìåíø ñïðèÿòëèâ³ ñïåêòðàëüí³

ù³ëüíîñò³ â äåÿêèõ ñïåö³àëüíèõ êëàñàõ ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé, à ñàìå: êëàñè

ù³ëüíîñòåé �0 ç îáìåæåííÿìè íà ìîìåíò, êëàñè �1
 , ùî îïèñóþòü ìîäåë³

«
-îêîëó» ó ïðîñòîð³ L1 ô³êñîâàíî¿ îáìåæåíî¿ ñïåêòðàëüíî¿ ù³ëüíîñò³, êëàñè �� ,

ùî îïèñóþòü «�-çàáðóäíåí³» ìîäåë³ ô³êñîâàíî¿ îáìåæåíî¿ ñïåêòðàëüíî¿

ù³ëüíîñò³, êëàñè �
V
U , ùî îïèñóþòü «ñìóãîâ³» ìîäåë³ ñïåêòðàëüíèõ ù³ëüíîñòåé.
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M.M. Luz, M.P. Moklyachuk

MINIMAX FILTERING OF SEQUENCES WITH PERIODICALLY STATIONARY INCREMENTS

Abstract. The authors consider the problem of optimal filtering of linear functionals that
depend on unknown values of the stochastic sequence with periodically stationary increments
based on observations of the sequence with a stationary noise. For sequences with known
spectral densities, formulas for the values of the root-mean-square errors and spectral
characteristics of the optimal estimates of the functionals are obtained. Formulas that determine
the least favorable spectral densities and minimax (robust) spectral characteristics of the
optimal linear estimates of functionals are proposed in the case where spectral densities of the
sequence are not known exactly while some sets of feasible spectral densities are given.

Keywords: periodically stationary increments, minimax-robust estimate, least favorable spectral
density.
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