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ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ²ÍÒÅÐÏÎËßÖ²ÉÍÎ¯ ÇÀÄÀ×² ÅÐÌ²ÒÀ
Ó ÑÊ²Í×ÅÍÍÎÂÈÌ²ÐÍÎÌÓ ÅÂÊË²ÄÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐ²

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ³íòåðïîëÿö³éíó çàäà÷ó Åðì³òà â Åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ ó âè-

ïàäêó, êîëè çàäàíî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ òà çíà÷åííÿ ¿¿ ïîõ³äíèõ Ãàòî

ïåðøîãî ïîðÿäêó ó âóçëàõ ³íòåðïîëÿö³¿. Ïîêàçàíî, ùî ïîñòàâëåíà çàäà÷à ìàº ºäèíèé

ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè ó ðàç³ íåäîâèçíà÷åíîñò³. Îäåðæàíî óìîâè ³íâàð³àíòíî¿

ðîçâ’ÿçóâàíîñò³ òà ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ³íòåðïîëÿö³éíèé ïîë³íîì Åðì³òà, äèôåðåíö³àë Ãàòî, Ã³ëüáåðò³â ïðî-

ñò³ð, Åâêë³ä³â ïðîñò³ð, ì³í³ìàëüíà íîðìà.

ÂÑÒÓÏ

²íòåðïîëÿö³ÿ, ÿê îäèí ³ç ìåòîä³â àïðîêñèìàö³¿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ,

ìàº âåëèêå çíà÷åííÿ äëÿ ïðèêëàäíèõ òà òåîðåòè÷íèõ çàäà÷. Òåîð³þ ³íòåðïî-

ëþâàííÿ øèðîêî çàñòîñîâóþòü ó ïîáóäîâ³ íàáëèæåíèõ ìåòîä³â ìàòåìàòè÷-

íîãî àíàë³çó, çîêðåìà, ó çàäà÷àõ ÷èñåëüíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ òà ³íòåãðó-

âàííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïåâíîãî êëàñó ð³âíÿíü, à òàêîæ ï³ä ÷àñ ðîçðîáëåííÿ

ñèñòåì àâòîìàòèçîâàíîãî ïðîºêòóâàííÿ, ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ãåîñòàòèêè (ïîáó-

äîâè ìîäåë³ ðåëüºôó) òà ³í. [1]. Ó êëàñè÷íèõ ³íòåðïîëÿö³éíèõ ôîðìóëàõ [2]

äëÿ ³ñíóâàííÿ ºäèíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ íåîáõ³äíî, ùîá âèêîíóâàëèñÿ â³äïîâ³äí³

ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ê³ëüê³ñòþ âóçë³â m òà ñòåïåíåì ³íòåðïîëÿíòà n. Íà ïðàê-

òèö³ îñîáëèâî ö³êàâèì º âèïàäîê, êîëè ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ íå âèêîíóþòüñÿ,

òîáòî ³íòåðïîëÿö³éíà çàäà÷à º íåäîâèçíà÷åíîþ. Ó ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî ðîçâ’ÿ-

çàííÿ ñàìå ö³º¿ çàäà÷³.

Ïåðø³ ðåçóëüòàòè ç ïîë³íîì³àëüíî¿ ³íòåðïîëÿö³¿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ

îòðèìàíî â ðîáîòàõ [3, 4]. Ó ìîíîãðàô³¿ [5] ïîáóäîâàíî îñíîâè òåîð³¿ ïî-

ë³íîì³àëüíî¿ ³íòåðïîëÿö³¿ äëÿ îïåðàòîð³â ó Ã³ëüáåðòîâèõ òà âåêòîðíèõ ïðîñòî-

ðàõ: ðîçãëÿíóòî ³íòåðïîëÿö³éí³ çàäà÷³ Ëàãðàíæà, Åðì³òà òà Åðì³òà–Á³ðêãîôà;

çíàéäåíî íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ðîçâ’ÿçóâàíîñò³ ïîñòàâëåíèõ çàäà÷, êîí-

ñòðóêòèâíî ïîáóäîâàíî âñþ ìíîæèíó â³äïîâ³äíèõ ³íòåðïîëÿö³éíèõ ïîë³íîì³â.

Ïðè öüîìó ñòåï³íü ³íòåðïîëÿö³éíîãî ïîë³íîìà n òà ê³ëüê³ñòü âóçë³â ³íòåðïîëþ-

âàííÿ m íå ïîâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ. Çàóâàæèìî, ùî ç ³íòåðïîëÿö³éíèõ ôîðìóë,

îäåðæàíèõ ó [5], ìîæíà îòðèìàòè êëàñè÷í³ ³íòåðïîëÿö³éí³ ôîðìóëè äëÿ ôóíêö³é

îäí³º¿ çì³ííî¿. Ó ðîáîò³ [6] ó Ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ ïîáóäîâàíî ³íòåðïî-

ëÿö³éíèé ïîë³íîì Åðì³òà ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè, ïîðîäæåíî¿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì ³ç

Ãàóñîâîþ ì³ðîþ [7], òà ïîêàçàíî, ùî â³í ìàº âëàñòèâ³ñü àñèìïòîòè÷íîãî çáåðå-

æåííÿ ïîë³íîì³â â³äïîâ³äíîãî ñòåïåíÿ â ðàç³, êîëè çàäàíî çíà÷åííÿ íåë³í³éíîãî

îïåðàòîðà ó âóçëàõ òà éîãî ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî â íèõ.

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿíóòî ³íòåðïîëÿö³éíó çàäà÷ó Åðì³òà â Åâêë³äîâîìó ïðî-

ñòîð³ Ek , k �1, äëÿ âèïàäêó, êîëè çàäàíî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ òà

çíà÷åííÿ ¿¿ ïîõ³äíèõ Ãàòî ïåðøîãî ïîðÿäêó ó âóçëàõ ³íòåðïîëÿö³¿. Ïîêàçàíî, ùî

ïîñòàâëåíà çàäà÷à ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè òîä³, êîëè ê³ëüê³ñòü
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³íòåðïîëÿö³éíèõ óìîâ º ìåíøîþ í³æ ðîçì³ðí³ñòü ïðîñòîðó ïîë³íîì³â ñòåïåíÿ n

ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ïðîñòîð³ Ek , òîáòî ó ðàç³ âèêîíàííÿ íåð³âíîñò³

2m
n k

n k
�

�( )!

! !
, äå m — ê³ëüê³ñòü âóçë³â ³íòåðïîëþâàííÿ. Ïðè öüîìó çàäà÷à º

³íâàð³àíòíî ðîçâ’ÿçíîþ, òîáòî ìàº ðîçâ’ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà ó

âóçëàõ òà çíà÷åíü éîãî ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî. Íàâåäåìî äîïîì³æí³ ðåçóëü-

òàòè, ÿê³ áóäóòü âèêîðèñòàí³ â ö³é ðîáîò³.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÒÀ ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ²ÍÒÅÐÏÎËßÖ²ÉÍÎ¯ ÇÀÄÀ×² ÅÐÌ²ÒÀ
Â Ã²ËÜÁÅÐÒÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐ²

Íåõàé X , Y — Ã³ëüáåðòîâ³ ïðîñòîðè (X — ñåïàðàáåëüíèé), B — êîðåëÿö³é-

íèé îïåðàòîð ì³ðè � íà X , Ker B ��, ì³ðà � ìàº ïåðøèé ìîìåíò, ùî äîð³â-

íþº íóëþ, à äðóãèé º îáìåæåíèì, B u( , )� — êîðåëÿö³éíèé îïåðàòîð ö³º¿

ì³ðè â³äïîâ³äíî. Íà ï³äñòàâ³ ðåçóëüòàò³â [7, 8] ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü
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Â îñòàíí³õ ôîðìóëàõ P1, P n2 �
 , L
k
( )1 , L

k
( )2 , Lk — ñèìåòðè÷í³ íåïåðåâí³

k-ë³í³éí³ îïåðàòîðí³ ôîðìè ïîë³íîì³â P1, P2, P â³äïîâ³äíî, ( , )	 	 Y — ñêàëÿð-

íèé äîáóòîê â Y .

Îïåðàòîð F X Y: � (ó çàãàëüíîìó âèïàäêó íåë³í³éíèé) çàäàíèé ñâî¿ìè

çíà÷åííÿìè F Bx j( ), j m�1, , òà çíà÷åííÿìè äèôåðåíö³àë³â Ãàòî

F Bx B Bi
j ji

i
j
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, i k j� 0, , j m�1, ,

Bx B Xj ji
i, ( )� � , i k j� 0, , j m�1, .

Äëÿ îïåðàòîðà F x( ) ïîòð³áíî ïîáóäóâàòè òàêèé ïîë³íîì P xn ( ) ñòåïåíÿ n,

ùî â³äïîâ³äàº ³íòåðïîëÿö³éíèì óìîâàì
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Ó [5, 9] ïîêàçàíî, ùî íåîáõ³äíîþ òà äîñòàòíüîþ óìîâîþ ðîçâ’ÿçàííÿ îïå-

ðàòîðíî¿ ³íòåðîïëÿö³éíî¿ çàäà÷³ (2) º âèêîíàííÿ ð³âíîñò³
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Z — ìàòðèöÿ, ðÿäêàìè ÿêî¿ º îðòîíîðìîâàí³ âëàñí³ âåêòîðè ñèìåòðè÷íî¿
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Ó ðàç³ âèêîíàííÿ óìîâè (3) ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (2) ìàº âèãëÿä [9]
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 , (4)
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ßê ïîêàçàíî â [9], óìîâà (3) åêâ³âàëåíòíà ð³âíîñò³:
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Ôîðìóëà (4) îïèñóº âñþ ìíîæèíó 
n
H îïåðàòîðíèõ ïîë³íîì³â Åðì³òà n-ãî

ñòåïåíÿ, ùî â³äïîâ³äàþòü ³íòåðïîëÿö³éíèì óìîâàì (2).

²íòåðïîëÿö³éíèé ïîë³íîì P xn ( ) íàçèâàþòü ³íòåðïîëÿíòîì ì³í³ìàëüíî¿

íîðìè, ÿêùî â³í º ðîçâ’ÿçêîì åêñòðåìàëüíî¿ çàäà÷³

| | | | min | | | | ,P Q Qn n n n
H� �
 . (6)

Ó [6] ïîêàçàíî, ùî ó ðàç³ âèêîíàííÿ óìîâè (2) ïîë³íîì

P x F H g xn H H( ) , ( )� � ��
� �

(7)

º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ Åðì³òà (2) òà ìàº ì³í³ìàëüíó íîðìó, ïîðîäæåíó ñêàëÿð-

íèì äîáóòêîì ³ç Ãàóñîâîþ ì³ðîþ.
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Çàäà÷ó ³íòåðïîëÿö³¿ íàçâåìî ³íâàð³àíòíî ðîçâ’ÿçíîþ, ÿêùî âîíà ìàº ðîç-

â’ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü âåêòîðà
�

FH . Ïåðåéäåìî äî âèêëàäó ðåçóëüòàò³â

ö³º¿ ðîáîòè.

ÐÎÇÂ’ßÇÀÍÍß ²ÍÒÅÐÏÎËßÖ²ÉÍÎ¯ ÇÀÄÀ×² ÅÐÌ²ÒÀ Ó ÑÊ²Í×ÅÍÍÎÂÈÌ²ÐÍÎÌÓ
ÅÂÊË²ÄÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐ² Ek

Íàâåäåí³ âèùå ðåçóëüòàòè çàñòîñóºìî äëÿ ïðîñòîðó Ek . Íå çìåíøóþ÷è çà-

ãàëüíîñò³ ì³ðêóâàíü, ðîçãëÿíåìî Åâêë³ä³â ïðîñò³ð E2 ç Ãàóñîâîþ ì³ðîþ �.
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�
�

0

.

Åëåìåíòè ìàòðèö³ H H sl
l m s m

� � �| | | |
, , ,1 1

, H hsl
ij
sl

i j� � �| | | | , , ,0 1 0 1 ìîæíà çà-

ïèñàòè ó âèãëÿä³

hsl

p

n

s l
p

00
0

�
�
� ( , )� � , (9)
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h psl

p

n

s s l
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l s
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n
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1
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�

�
� � �

� � �

�

� �
�
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�

( , ) ( , ) ( )(� �s l
p, ) , (11)

hsl

p

n

s s l l
p
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2

0 0

�
�

� �
� � �

� � �
�

� �
� �� � ��

� �

( , )

� � � �
�

�

�( , ) ( )( , ) ( , )( , ) ( )(� � � � � � � �s l
p

n

s l
p

s l l sp p p1 1

0

1

p

n

s l
p

�

��
2

2� �, ) . (12)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíîñò³ (9)–(12), ìàòðèöþ H ïðåäñòàâèìî ÿê H AA� ', äå

A �

�

1 2 3 3

0 2

1 1 1 1 1
2

1
2

1
2

1 1 1
2

1
3

1
3

1

1 1 1 1

x y x y x y x y x y x y y

h x

n
�

� �( � � �y h x h y x y x h y x y h x1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
22 2 3 2 3 2 3) ( ) ( )� � � � �1 1

2
1

1
1

1
1

2 2

3

1 2 3

y h C y

x y x y x y x

n
n

m m m m m m m

�

� � � � � � � � � � � �

�

2 2 3 33

0 2 2 2 3

y x y x y y

h x y h x h y x

m m m m m m
n

m m m m m m m m m m m

�

� � �( ) (� 2 3 2 3 32 2 1 1y x h y x y h x y C ym m m m m m m m m m m m m n m
n

m� � � � �� � �) ( )

.

�

(13)
Ïîçíà÷èìî

�

	 2 1
2 2 2 2 31 2 3 3i i i i i i i i i i i i ix y x y x y x y x y x y� � ( , , , , , , , , , 3 , , )� yi

n , (14)

�

	 � � �2 0 2 2 2i i i i i i i i i i ih x y h x h y� �( , , , ( ), , ,

3 2 3 2 3 32 2x y x h y x y h x y Ci i i i i i i i i i i i i i n( ), ( ), , , ,� � � �� � �
1 1yi

n
i

� � ), (15)

äå i�� . Âðàõîâóþ÷è ââåäåí³ ïîçíà÷åííÿ (14), (15), ìàòðèöþ H ìîæíà

ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿä³

H

m

m m m

�

�




�
( , ) ( , )

( , ) ( , )

� �

�

� �

� � �

� �

�

� �

	 	 	 	

	 	 	 	

1 1 1 2

2 1 2 2

�
�

�

�

�
�
�
, 2m p� . (16)

Îòæå, ìàòðèöÿ H º ìàòðèöåþ Ãðàìà. Çàóâàæèìî, ùî òàêó ìàòðèöþ ðîçãëÿ-

íóòî äëÿ íåñê³í÷åííîâèì³ðíîãî Ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó â ðîáîò³ [9]. Ìàòðèöÿ

H áóäå íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî îáðàòè âåêòîðè
�

	 i , i m�1 2, , 2m p� , ë³í³éíî íåçà-

ëåæíèìè, òîáòî ó öüîìó âèïàäêó H H� �� 1. Íà ï³äñòàâ³ (5) óìîâè ðîçâ’ÿçóâà-

íîñò³ çàäà÷³ (8) íàáóâàþòü âèãëÿäó ( )E HH f H� ��1 0
� �

, òîáòî âèêîíóþòüñÿ äëÿ

áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ôóíêö³¿ f i( )� , i m�1 2, , òà ¿¿ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî !f i i( )� � ,

i m�1, , 2m p� . Öå îçíà÷àº, ùî ³íòåðïîëÿö³éíà çàäà÷à Åðì³òà (8) º ³íâàð³àíòíî

ðîçâ’ÿçíîþ, à ¿¿ ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè ìîæíà çàïèñàòè òàê:

P f H gn H H( ) , ( )� �� � ��
� �1 , (17)

äå
�

f
f

f
H

i

i i i

m

�
!

�
�
�

�
�
� �

( )

( )

�

� �
1

,
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�
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p

n
i

p

i p

n
i

p

i
p

0

0

1
1

( , )

( , ) ( )( , )

� �

� � � �
1

m

. (18)

Òîä³ äëÿ ³íòåðïîëÿö³éíîãî ïîë³íîìà ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè (17) îäåðæèìî

òàêó ôîðìóëó:

P x y f H
x x y y

x h y p
n H

p

n
i i

p

i i p

n
( , ) ,

( )

( ) (
�

�

� �

� �

�
�

�
�

�
1 0

0

1
1� )( )x x y yi i

p

i

m

�

�
�
�

��

�
�
�

�� �1

. (19)

Îòæå, ÿêùî âóçëè ³íòåðïîëþâàííÿ � i i ix y� ( , ), i m�1, , òà íàïðÿìêè äèôå-

ðåíö³àë³â Ãàòî � �i i ih� ( , ), i m�1, , 2m p� , îáðàòè òàê, ùîá ñèñòåìà âåêòîð³â

(14), (15) áóëà ë³í³éíî íåçàëåæíîþ, òî ³íòåðïîëÿö³éíà çàäà÷à Åðì³òà (8) áóäå

³íâàð³àíòíî ðîçâ’ÿçíîþ òà ìàòèìå ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè ó âè-

ïàäêó íåäîâèçíà÷åííîñò³ âèõ³äíèõ äàíèõ, òîáòî êîëè ê³ëüê³ñòü ³íòåðïî-

ëÿö³éíèõ óìîâ 2m º ìåíøîþ í³æ ðîçì³ðí³ñòü ïðîñòîðó ïîë³íîì³â ñòåïåíÿ n

ó ïðîñòîð³ E2, m
n n

�
� �( )( )1 2

4
. Äîâåëè òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ôóíêö³ÿ f E R: 2 1� çàäàíà ñâî¿ìè çíà÷åííÿìè f i( )� ,

i m�1, , òà çíà÷åííÿìè ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî !f i i( )� � , i m�1, . ßêùî âóç-

ëè ³íòåðïîëþâàííÿ � i , i m�1, , òà íàïðÿìêè ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî �i ,

i m�1, , ó (8) îáðàòè òàê, ùîá ñèñòåìà âåêòîð³â (14), (15) áóëà ë³í³éíî íåçàëåæ-

íîþ, òî ³íòåðïîëÿö³éíà çàäà÷à Åðì³òà (8) äëÿ ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ º ³íâàð³àí-

òíî ðîçâ’ÿçíîþ òà ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè, ùî âèçíà÷àºòüñÿ

ôîðìóëîþ (19) ó âèïàäêó, êîëè 2m p� , äå p
n n

�
� �( )( )1 2

2
— ðîçì³ðí³ñòü ïðî-

ñòîðó ïîë³íîì³â äðóãîãî ñòåïåíÿ â E2.

Ðåçóëüòàòè òåîðåìè 1 ìîæíà óçàãàëüíèòè äëÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ. Íå-

õàé Ek — k-âèì³ðíèé Åâêë³ä³â ïðîñò³ð, � � ( , , , )x x xk1 2 � , � i kx x x
i i i

� ( , , , )1 2 � ,

�i k kh h h E
i i i

� �( , , , )1 2 � , 
kn — ïðîñò³ð ïîë³íîì³â k çì³ííèõ ñòåïåíÿ n,

ðîçì³ðí³ñòü ïðîñòîðó 
kn äîð³âíþº p
n k

n k
�

�( )!

! !
.

Ôóíêö³ÿ f E Rk: � 1 çàäàíà ñâî¿ìè çíà÷åííÿìè f i( )� , i m�1 2, , òà çíà÷åí-

íÿìè ïîõ³äíèõ Ãàòî ïåðøîãî ïîðÿäêó f i i' ( )( )� � , i m�1, . Ó öüîìó âèïàäêó ñèñ-

òåìà âåêòîð³â (14), (15) íàáóâàº âèãëÿäó

�

�

�	 2 1
1 2

1 2

1 2 1
1 2

i
k

j j
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jj

j j j
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�� �

� , ! ,
(20)

i m�1, ,
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à ³íòåðïîëÿö³éíèé ïîë³íîì ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè (17), ùî º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³

Åðì³òà (8) ó ïðîñòîð³ Ek , ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿä³

P x x x f H g x x xn k H H k( , , , ) , ( , , , )1 2
1

1 2�

� �
�� � �� , (22)

äå

�
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g x x
x x x x

x h x h
H k

p

n
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k k p

i i

i i
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Îòæå, óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè 1 äëÿ áàãàòîâèì³ðíîãî Åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó Ek

ñôîðìóëþºìî ó âèãëÿä³ òàêî¿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé ôóíêö³ÿ f E Rk: � 1 çàäàíà ñâî¿ìè çíà÷åííÿìè f i( )� ,

i m�1, , òà çíà÷åííÿìè ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî f i i' ( )� � , i m�1, . ßêùî âóç-

ëè ³íòåðïîëþâàííÿ � i , i m�1, , òà íàïðÿìêè ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî �i ,

i m�1, , ó (8) îáðàòè òàê, ùîá ñèñòåìà âåêòîð³â (20), (21) áóëà ë³í³éíî íåçàëåæ-

íîþ, òî ³íòåðïîëÿö³éíà çàäà÷à Åðì³òà (8) äëÿ ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ º

³íâàð³àíòíî ðîçâ’ÿçíîþ òà ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè (22) íà

ïðîñòîð³ 
kn ó âèïàäêó, êîëè 2m p� , äå p — ðîçì³ðí³ñòü ïðîñòîðó 
kn .

ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍ² ÏÎË²ÍÎÌÈ ²ÍÒÅÐÏÎËßÖ²ÉÍÎ¯ ÇÀÄÀ×² ÅÐÌ²ÒÀ
Ó ÑÊ²Í×ÅÍÍÎÂÈÌ²ÐÍÎÌÓ ÅÂÊË²ÄÎÂÎÌÓ ÏÐÎÑÒÎÐ² Ek

Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2. Ðîçãëÿíåìî ðîçâ’ÿçîê ³íòåðïîëÿö³éíî¿

çàäà÷³ Åðì³òà (8) ó âèãëÿä³ ³íòåïîëÿíòà ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè (17). Ïîäàìî

éîãî ó âèãëÿä³:

P f H g f l fn H H

i

m

i i i i( ) , ( ) ( ( ) ( ) ( )� � � � � �� � � � � !�

�
��

� �1

1

2 1 l i2 ( ))� , (23)

äå

�

l
l

l
H gi

i i

m

H( )
( )

( )
( )�

�

�
�� ��

�

�2 1

2 1

1 . (24)

Ïîêàæåìî, ùî åëåìåíòè âåêòîðà
�

l ( )� º ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîë³íîìàìè

³íòåðïîëÿö³éíî¿ çàäà÷³ Åðì³òà (8) ó ïðîñòîð³ Ek , òîáòî

l li k ik i k2 1 2 0� � �( ) , ( )� � � , (25)

l l i k mi k k i k k ik' '2 1 20 1� � � �( ) , ( ) , , , ,� � � � � (26)

�ik — ñèìâîë Êðîíåêåðà.

124 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 2



Äëÿ öüîãî çíàéäåìî çíà÷åííÿ
�

l j( )� , j m�1, , ó âóçëàõ ³íòåðïîëÿö³¿ òà çíà-

÷åííÿ ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî
�

!l j j( )� � , j m�1, , ó öèõ âóçëàõ. Íåõàé âåê-

òîðè
�

e i2 1� ,
�

e i2 ñêëàäàþòüñÿ ç íóë³â, à êîìïîíåíòè öèõ âåêòîð³â ç ³íäåêñàìè

2 1i � òà 2i â³äïîâ³äíî äîð³âíþþòü îäèíèö³. Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä âåêòîðà
�

gH ( )� ,

ùî âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ (18), òà ìàòðèö³ H, åëåìåíòè ÿêî¿ ìàþòü âèãëÿä

(9)–(12), îäåðæèìî
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Öå îçíà÷àº, ùî âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü (25). Àíàëîã³÷íî çíàéäåìî
�

!l j j( )� � ,

j m�1, :
� �
! � ! ��l H gj j H j j( ) ( )� � � �1

�

�

�
�

�

� �
� �

�
�

�

�

�

�
H

p

n
i j j

p

p

n
i i j

1
0

0

2

0

�
� � ��

� �
� �� � �

�

( , )

( , �
� �

j
p

i

m

)
� � �

�

�
�
�

�
�
�

�

�
�
�

�
�
�

�

0 1

� � ��H H e e j mj j
1

2 2 1
� �

, , .

Îòðèìàëè, ùî (26) òàêîæ âèêîíóºòüñÿ.

Îòæå, äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2. Òîä³ åëåìåíòè âåêòîðà
�

l ( )� , ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (24), º ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîë³íîìàìè ³íòåðïî-

ëÿö³éíî¿ çàäà÷³ Åðì³òà (8) ó ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó Åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³ Ek .

Ïðèêëàä 1. Ïîáóäóºìî ³íòåðïîëÿö³éíèé ïîë³íîì ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè

P P x y2 2( ) ( , )� � äðóãîãî ñòåïåíÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (17). Ó ïðîñòîð³

E2 ðîçì³ðí³ñòü ïðîñòîðó ïîë³íîì³â äðóãîãî ñòåïåíÿ p � 6. Îòæå, íà ï³äñòàâ³

ðåçóëüòàò³â [2] äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ³íòåðïîëÿö³éíî¿ çàäà÷³ ïîòð³áíî, ùîá

ê³ëüê³ñòü ³íòåðïîëÿö³éíèõ óìîâ äîð³âíþâàëà p. Çà òåîðåìîþ 1 ìîæíà îáðàòè

ìåíøó ê³ëüê³ñòü óìîâ (8). Íåõàé �1 1 0� ( , ), � 2 1 2� ( , ) — âóçëè ³íòåðïîëþâàííÿ,

�1 1 0� ( , ), �2 0 1� ( , ) — íàïðÿìêè ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â Ãàòî. Çà òàêîãî âèáîðó

íàïðÿìê³â äèôåðåíö³àë³â Ãàòî ìàºìî

! �
�

�
f

f

x
( )

( )
� �

�
1 1

1 , ! �
�

�
f

f

y
( )

( )
� �

�
2 1

2 ,

îòæå, ³íòåðïîëÿö³éí³ óìîâè (8) íàáóâàþòü âèãëÿäó:

f P ii i( ) ( ), ,� �� �2 1 2,

�

�
�
�

�

f

x

P

x

( ) ( )� �1 2 1 ,
�

�
�
�

�

f

y

P

y

( ) ( )� �2 2 2 .

Âåêòîðè
�

	 i , i m�1 2, , íà ï³äñòàâ³ ôîðìóë (14), (15) ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä:
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�

	1 1 1 0 0 1 0� ( , , , , , ),
�

	 2 0 10 0 2 0� ( , , , , ),

�

	 3 1 1 2 2 2 1 4� ( , , , , , ),
�

	 4 0 0 1 2 0 4� ( , , , , , ).

Ñèñòåìà âåêòîð³â { }
�

	 i i�1
4 º ë³í³éíî íåçàëåæíîþ, òîìó ìàòðèöÿ Ãðàìà H, ùî

âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (16), º íåâèðîäæåíîþ òà

H �

3 3 3 0

3 5 3 0

3 3 31 22

0 0 22 19

, H � �

� �

�

� �

�

1

59

48

1

2

19

48

11

24
1

2

1

2
0 0

19

48
0

19

48

11

24
11

24
0

11

24

7

12

,

g x y

x x

x x

x y x y

y x y

H ( , )
( )

( ) ( )

( ( ))

�

� �

�

� � � �

� �

1

1 2

1 2 2

1 2 2

2

2
.

Òîä³ ³íòåðïîëÿö³éíèé ïîë³íîì ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè (17) íàáóâàº âèãëÿäó

P x y f H g x y f x y l x yn H H i

i

m

i i( , ) , ( , ) ( , ) ( , )� � � ��

�
�

� �1

1

,

äå

l x y x y x y xy1
2 21

6
5 2 2

3

2
4( , ) � � � � ��



�

�

�
� , l x y x2

21

2
1( , ) ( )� � � , (27)

l x y y y xy3
21

12
4 3 8( , ) ( )� � � , l x y y xy y4

21

6
2 4 3( , ) ( )� � � � (28)

º ôóíäàìåíòàëüíèìè ïîë³íîìàìè çàäà÷³ Åðì³òà. Ä³éñíî, ÿê íåâàæêî áà÷èòè,

ïîë³íîìè (27), (28) â³äïîâ³äàþòü òàêèì ñï³ââ³äíîøåííÿì:

l x yi k k ik2 1� �( , ) � , l x y i ki k k2 0 1 2 1 2( , ) , , , ,� � � ,

�

�
�

�

�

�
�
�

l

x
x y

i

i

i ( , )
, ,

, , , ,
1 1

1 2

0 1 3 4

ÿêùî

ÿêùî

�

�

�

�

�
�
�

l

y
x y

i

i

i ( ,
, ,

, , ,
2 2

1 4

0 1 3
) =

ÿêùî

ÿêùî

òîáòî ð³âíîñò³ (24), (25) âèêîíóþòüñÿ.

Îòæå, ó ïðèêëàä³ 1 ïîáóäîâàíî ³íòåðïîëÿö³éíèé ïîë³íîì ì³í³ìàëüíî¿ íîð-

ìè äëÿ m � 4, p � 6, m p" .

Ïîñòàâëåíà çàäà÷à â³äïîâ³äíî äî ð³âíîñò³ (5) ìàº ðîçâ’ÿçîê äëÿ áóäü-ÿêèõ

çíà÷åíü ôóíêö³¿ ó âóçëàõ ³íòåðïîëþâàííÿ òà çíà÷åíü ïåðøèõ äèôåðåíö³àë³â

Ãàòî ó öèõ âóçëàõ. Öå îçíà÷àº, ùî âîíà º ³íâàð³àíòíî ðîçâ’ÿçíîþ.

Çàóâàæåííÿ 1. Ðåçóëüòàòè ö³º¿ ðîáîòè ìîæíà ïåðåíåñòè íà ³íòåðïî-

ëÿö³éíó çàäà÷ó Åðì³òà–Á³ðêãîôà, êîëè â óìîâàõ (8) çíà÷åííÿ äåÿêèõ ïîõ³äíèõ

Ãàòî ïåðøîãî ïîðÿäêó ó âóçëàõ ³íòåðïîëÿö³¿ â³äñóòí³. Äëÿ òîãî, ùîá ïîáóäóâà-

òè ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³, ïîòð³áíî â ìàòðèö³ H âèêðåñëèòè ò³ ðÿäêè òà ñòîâá÷è-

êè, ùî â³äïîâ³äàþòü ïîõ³äíèì Ãàòî, ïðîïóùåíèì â óìîâàõ (8). Äëÿ âåêòîð³â,

íàÿâíèõ ó ôîðìóë³ (17), âèêîíóºìî àíàëîã³÷í³ âèêëàäêè: âèêðåñëþºìî ç íèõ ò³
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åëåìåíòè, ùî â³äïîâ³äàþòü ïðîïóùåíèì ïîõ³äíèì.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Çâàæàþ÷è íà âèêëàäåíå, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî â óìîâàõ íåäîâèçíà÷åíîñò³,

òîáòî êîëè ê³ëüê³ñòü ³íòåðïîëÿö³éíèõ óìîâ (8) º ìåíøîþ í³æ ðîçì³ðí³ñòü

ïðîñòîðó ïîë³íîì³â ñòåïåíÿ n ó ïðîñòîð³ E m pk :2 � , p
n k

n k
�

�( )!

! !
, ó ðàç³ âè-

êîíàííÿ óìîâ òåîðåìè 1 (òåîðåìè 2) äëÿ ³íòåðïîëÿö³éíî¿ çàäà÷³ Åðì³òà (8)

³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ì³í³ìàëüíî¿ íîðìè äëÿ ôóíêö³¿ äâîõ (áàãàòüîõ)

çì³ííèõ, ïðè öüîìó çàäà÷à º ³íâàð³àíòíî ðîçâ’ÿçíîþ.
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O.F. Kashpur
SOLVING THE HERMITE INTERPOLATION PROBLEM
IN A FINITE-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

Abstract. We consider the solution of the Hermite interpolation problem in the Euclidean

space in the case where the values of the multivariable function and the values of its

first-order Gato derivatives at the interpolation nodes are given. The problem is shown to

have a unique solution of the minimum norm in the case of under-determinacy. The

conditions of invariant solvability and uniqueness of the problem solution are obtained.

Keywords: Hermite interpolation polynomial, Gato differential, Hilbert space, Euclidean

space, minimum norm.
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