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Àíîòàö³ÿ. Íà ïðèêëàä³ êîíêðåòíî¿ ô³çè÷íî¿ çàäà÷³ ðåäóêö³¿ øóìó, çóìîâëåíîãî âòðà-

òàìè, òåìíîâèìè â³äë³êàìè ³ ôîíîâèì âèïðîì³íþâàííÿì, ó ñòàòèñòèö³ ôîòîâ³äë³ê³â

êâàíòîâîãî ñâ³òëà íàâåäåíî êîðîòêèé âèêëàä ìåòîä³â ðåãóëÿðèçàö³¿ íåêîðåêòíèõ çà-

äà÷. Ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ ïðåäñòàâëåíî îïåðàòîðíèì ð³âíÿííÿì ïåð-

øîãî ðîäó. Ïîêàçàíî, ùî îïåðàòîð ïîðîäæåíèé ìàòðèöåþ ç åëåìåíòàìè ðàõóíêîâî¿

ìíîæèíè. Çàçíà÷åíî, ùî íåêîðåêòí³ñòü çà Àäàìàðîì ðåêîíñòðóêö³¿ ñòàòèñòèêè

ê³ëüêîñò³ ôîòîí³â êâàíòîâîãî ñâ³òëà ñïðè÷èíåíà êîìïàêòí³ñòþ îïåðàòîðà ìàòåìàòè÷-

íî¿ ìîäåë³. Ï³äêðåñëåíî, ùî ïðîáëåìó ñò³éêîãî íàáëèæåííÿ äî òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó

îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ äëÿ íåòî÷íî çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè

îäíèì ç íàéá³ëüø â³äîìèõ ìåòîä³â ðåãóëÿðèçàö³¿, òåîðåòè÷í³ îñíîâè ÿêîãî áóëè çà-

êëàäåí³ â ðîáîòàõ À.Ì. Òèõîíîâà. Ðîçãëÿíóòî âàæëèâèé êëàñ ðåãóëÿðèçàòîð³â, ÿêèé

´ðóíòóºòüñÿ íà ïàðàìåòðè÷í³é ñèñòåì³ ôóíêö³é, ùî íàçèâàºòüñÿ ïîðîäæóâàëüíîþ.

Ï³äòâåðäæåíî, ùî ðåãóëÿðèçàòîðè öüîãî êëàñó äàþòü çìîãó äîñÿãòè îïòèìàëüíîãî

ïîðÿäêó òî÷íîñò³ äëÿ ð³âíÿíü ç âèòîêîóÿâíèìè ðîçâ’ÿçêàìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: íåêîðåêòíà çàäà÷à, êâàíòîâà îïòèêà, îïåðàòîð, ðåãóëÿðèçàö³ÿ, àëãî-

ðèòì, ôîòîí.

ÂÑÒÓÏ

Îñòàíí³ì ÷àñîì ³ñòîòíî çð³ñ ³íòåðåñ äî äîñë³äæåííÿ ïðîöåñ³â ³ ÿâèù ó êâàí-

òîâ³é ô³çèö³. Íàéâàæëèâ³øèì íàïðÿìîì ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü êâàí-

òîâî¿ ô³çèêè º âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê êâàíòîâîãî ñâ³òëà. Öå çóìîâëåíî

ñóòòºâèì ïðîãðåñîì ó ãàëóç³ êâàíòîâî¿ îïòèêè ³ êâàíòîâîãî îáðîáëåííÿ

³íôîðìàö³¿. Îäí³ºþ ç íàéá³ëüø çì³ñòîâíèõ â³äïîâ³äåé íà âèìîãó ÷àñó º ðî-

áîòà [1], íàïèñàíà êîëåêòèâîì 14 âåëüìè êîìïåòåíòíèõ àâòîð³â, ÿê³ ïðåä-

ñòàâëÿþòü íàóêîâ³ öåíòðè òðüîõ êðà¿í. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ ó í³é äæåðåë

ñêëàäàºòüñÿ ç 89 ïîñèëàíü ³ 17-þ ïîçèö³ºþ ó íüîìó º ïîñèëàííÿ íà íàøó

ðîáîòó [2]. Ïîÿñíåííÿ ³íòåðåñó äî [2] âèêëàäåíî ó òàê³é öèòàò³ [1]:

«Âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê êâàíòîâîãî ñâ³òëà — îñíîâíà ïðîáëåìà,

ç ÿêîþ ñòèêàþòüñÿ ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ òàêèõ êëàñè÷íî íåçä³éñíåííèõ çàäà÷, ÿê

ïðîòîêîëè êâàíòîâîãî çâ’ÿçêó [1–3]. Íà á³ëüø ôóíäàìåíòàëüíîìó ð³âí³ âèâ-

÷åííÿ îñîáëèâîñòåé êâàíòîâàíèõ ïîë³â âèïðîì³íþâàííÿ äàº çìîãó ãëèáîêî çðî-

çóì³òè ðîëü êâàíòîâî¿ ô³çèêè ó ïðèðîä³ â ö³ëîìó òà ¿¿ â³äì³ííîñòåé â³ä êëàñè÷-

íèõ õâèëüîâèõ òåîð³é çîêðåìà. ßê ³ ó êëàñè÷íèõ ñèñòåìàõ, êâàíòîâî-îïòè÷í³

ðîçïîä³ëè ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ çàáåçïå÷óþòü óí³âåðñàëüíèé ³íñòðóìåíò äëÿ

ïðÿìî¿ â³çóàë³çàö³¿ òàêèõ óí³êàëüíèõ âëàñòèâîñòåé íåêëàñè÷íîãî ñâ³òëà, ÿê³,

íàïðèêëàä, ïðîÿâëÿþòüñÿ ó ðàç³ ñòèñêàííÿ [4–6]. Äî òîãî æ, â³ä’ºìí³ñòü ó äå-

ÿêèõ ôóíêö³ÿõ ôàçîâîãî ïðîñòîðó áåçïîñåðåäíüî âêàçóº íà êâàíòîâ³ âëàñòè-

âîñò³ ñâ³òëà (äèâ., íàïðèêëàä, [7–12]). Ç íàâåäåíèõ ïðè÷èí ïðåäñòàâëåííÿ

êâàíòîâîãî ñâ³òëà ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ º îäíèì ³ç ìåòîä³â, ÿê³ íàé÷àñò³øå

çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ îòðèìàííÿ õàðàêòåðèñòèê íåêëàñè÷íîãî ñâ³òëà. Ïðîòå

îö³íþâàííÿ ðîçïîä³ë³â ó ôàçîâîìó ïðîñòîð³ çà åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè º

ñêëàäíèì çàâäàííÿì. Îòæå, öÿ ïðîáëåìà ðåêîíñòðóêö³¿ ñòàëà ïîøòîâõîì äî
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ïðîâåäåííÿ øèðîêèõ äîñë³äæåíü [13–15], ùî ñïðè÷èíèëî âèêîðèñòàííÿ òàêèõ

ñêëàäíèõ àíàë³òè÷íèõ ³íñòðóìåíò³â, ÿê ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ³íâåðñ³¿ [16, 17],

âèêîðèñòàííÿ øàáëîííèõ ðîçá³æíèõ ôóíêö³é (diverging pattern functions)

[18, 19], îö³íþâàííÿ ìàêñèìàëüíî¿ ïðàâäîïîä³áíîñò³ [20–22], à òàêîæ

ðîçï³çíàâàííÿ îáðàç³â äàíèõ [23, 24].

Ó ö³é ñòàòò³ ìè îìèíàºìî ïðîáëåìó ðåêîíñòðóêö³¿, ðîçðîáëÿþ÷è ïðîòîêîë

âèì³ðþâàííÿ, ùî çàáåçïå÷óº íåçàëåæí³ â³ä äåòåêòîðà ðîçïîä³ëè ôàçîâîãî ïðî-

ñòîðó (DAPS), ÿê³ ìîæóòü áóòè áåçïîñåðåäíüî îö³íåí³, îõîïëþþòü â³äîì³

êâàç³éìîâ³ðíîñò³ ³ çàñòîñîâóþòüñÿ äî äîâ³ëüíèõ êâàíòîâèõ ñòàí³â ñâ³òëà. Ìè

äåìîíñòðóºìî íàøó ñõåìó ç äàò÷èêàìè ïåðåõ³äíîãî êðàþ (TES), ÿê³ ìàþòü

ñêëàäíó ô³çèêó, ùî ëåæèòü â îñíîâ³ ¿õíüî¿ ðîáîòè, òà àíàë³çóºìî äàí³, íå ñïè-

ðàþ÷èñü íà æîäí³ êîíêðåòí³ ìîäåë³ äåòåêòîð³â. Íàø³ ôóíêö³¿ DAPS âèÿâëÿþòü

íåêëàñè÷í³ îñîáëèâîñò³, î÷³êóâàí³ â³ä îãîëîøåíèõ áàãàòîôîòîííèõ ñòàí³â ç âè-

ñîêîþ ñòàòèñòè÷íîþ çíà÷óù³ñòþ. Äî òîãî æ, âèì³ðþâàííÿ âàêóóìó ÿê òàêîãî

äàº íàì çìîãó ïåðåäáà÷èòè óí³êàëüí³ ñòðóêòóðè ðîçïîä³ë³â DAPS, ùî ïðîäå-

ìîíñòðîâàíî äëÿ íàøèõ åêñïåðèìåíòàëüíî çãåíåðîâàíèõ ñòàí³â».

Ç íàâåäåíî¿ öèòàòè âèïëèâàº âàæëèâèé âèñíîâîê. Àâòîðè [1] çàïðîïîíóâàëè

ïðèíöèïîâî íîâèé ïðîòîêîë âèì³ðþâàííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ñõåìè ç äàò÷èêàìè

ïåðåõ³äíîãî êðàþ, ÿê³ ìàþòü ñêëàäíó ô³çèêó, ùî ëåæèòü â îñíîâ³ ¿õíüî¿ ðîáîòè, ³

äàþòü çìîãó âèêëþ÷èòè áóäü-ÿê³ êîíêðåòí³ ìîäåë³ äåòåêòîð³â. Çðîáëåíî öå áóëî

äëÿ òîãî, ùîá, çîêðåìà, óíèêíóòè âèêîðèñòàííÿ «ñêëàäíèõ àíàë³òè÷íèõ ³íñòðó-

ìåíò³â» (ìåòîä³â ðåãóëÿðèçàö³¿) äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ³íâåðñ³¿. ²íøèìè ñëîâàìè,

ìîæíà ñêàçàòè, ùî ïðîñò³øå ³ ëåãøå çðîáèòè ³íòåëåêòóàëüíèé ðèâîê ³ çàïðîïîíó-

âàòè íîâèé íàïðÿìîê [1] äîñë³äæåííÿ õàðàêòåðèñòèê êâàíòîâîãî ñâ³òëà.

Äåùî ³íøèé ñïîñ³á ïîäîëàííÿ ïðîáëåìè íåêîðåêòíîñò³ çàäà÷³ ðîçãëÿíóòî

ó ðîáîò³ [3], ÿêà òàêîæ ì³ñòèòü ïîñèëàííÿ íà íàøó ðîáîòó [2]. Ó [3] îïèñàíî

ñèñòåìó âèì³ðþâàííÿ, äî ñêëàäó ÿêî¿ âõîäÿòü ðåêîíñòðóéîâíèé äåòåêòîð ç

ðîçä³ëåííÿì ê³ëüêîñò³ ôîòîí³â PNRD (PhotonNumber-Resolving Detector), îïòè-

ìàëüíà åëåêòðîííà ñõåìà òà ñïåö³àë³çîâàíèé àëãîðèòì îáðîáëåííÿ äàíèõ. Ìà-

òåìàòè÷íó ìîäåëü ô³çè÷íî¿ çàäà÷³ ïðåäñòàâëåíî íåñê³í÷åííîþ ñèñòåìîþ

ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü. Îñíîâîþ àëãîðèòìó îáðîáëåííÿ äàíèõ ó [3] º

íåòðàäèö³éíèé îðèã³íàëüíèé (àâòîðñüêèé) ìåòîä ðåãóëÿðèçàö³¿ äëÿ â³äíîâëåí-

íÿ ñòàòèñòèêè ôîòîí³â, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà åíòðîï³¿ ìàêñèìàëüíîãî î÷³êóâàííÿ

³ ðåàë³çîâàíèé ó êîíñòðóêö³¿ PNRD.

Ç îãëÿäó íà çàçíà÷åí³ ðîáîòè ç êâàíòîâî¿ îïòèêè ìîæíà ä³éòè òàêèõ âèñ-

íîâê³â. Ïåðåäóñ³ì, î÷åâèäíî, ô³çèêè íå ìàþòü äîñèòü ïîâíîãî óÿâëåííÿ ïðî ñó-

÷àñí³ ìåòîäè ðåãóëÿðèçàö³¿ íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíèõ çàäà÷. Âîäíî÷àñ â³äñóòí³ñòü

ãëèáîêîãî óÿâëåííÿ ïðî ìåòîäè ðåãóëÿðèçàö³¿ º ïîòóæíèì ³ìïóëüñîì äëÿ ïîøóêó

ïðèíöèïîâî íîâèõ âàð³àíò³â äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé êâàíòîâîãî ñâ³òëà [1] àáî

äëÿ ðîçðîáëåííÿ íåòðàäèö³éíèõ àëãîðèòì³â ³íâåðñ³¿ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì ë³í³éíèõ

àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü [3]. Òîìó ïðîïîíîâàíà ðîáîòà º äîñèòü àêòóàëüíîþ.

1. ÔÎÐÌÓËÞÂÀÍÍß ÒÅÎÐÅÒÈ×ÍÎ¯ ÌÎÄÅË² Ô²ÇÈ×ÍÎ¯ ÇÀÄÀ×²

Îñê³ëüêè ó ðîáîòàõ [2, 3] ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ô³çè÷íèõ çàäà÷ ïðåäñòàâëåíî

ó âèãëÿä³ â³äïîâ³äíèõ íåñê³í÷åííèõ ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü,

äàë³ ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó ð³âíÿíü, îòðèìàíó À.Î. Ñåìåíîâèì [2, 4] íà îñíîâ³

òåîð³¿ ôîòîåëåêòðè÷íîãî äåòåêòóâàííÿ. Ï³ä´ðóíòÿì ïðîöåñó ôîòîäåòåêòóâàí-
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âïëèâîì ñâ³òëà. Òåîð³ÿ ôîòîäåòåêòóâàííÿ çóìîâëþº îñíîâíèé åêñïåðèìåí-

òàëüíèé ðåçóëüòàò òàêèõ äîñë³äæåíü — ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ ôîòî-

â³äë³ê³â Pm , ÿêà ì³ñòèòü ³íôîðìàö³þ ïðî âòðàòè, ïîâ’ÿçàí³ ç íå³äåàëüí³ñòþ

êâàíòîâîãî âèõîäó � ³ íàÿâí³ñòþ òåìíîâèõ â³äë³ê³â. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòè

çìîãó àíàë³çóâàòè áåçïîñåðåäíüî ñâ³òëîâå âèïðîì³íþâàííÿ, ïîòð³áíî âèëó-

÷èòè ñïîòâîðþâàëüíó ³íôîðìàö³þ ï³ä ÷àñ ðîáîòè ç ³ñòèííîþ ôóíêö³ºþ ðîç-

ïîä³ëó ê³ëüêîñò³ ôîòîí³â pn .

Òåîðåòè÷íó ìîäåëü ö³º¿ ô³çè÷íî¿ çàäà÷³ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó òàêèé

ñïîñ³á. Ðîçïîä³ë éìîâ³ðí³ñò³ ôîòîâ³äë³ê³â Pm äëÿ ê³íöåâîãî êâàíòîâîãî âèõîäó

äåòåêòîðà � ³ ñåðåäíüî¿ ê³ëüêîñò³ øóìîâèõ â³äë³ê³â N nc, ïîâ’ÿçàíèõ ç òåìíîâèì

ôîòîñòðóìîì ³ ôîíîâèì âèïðîì³íþâàííÿì, âèçíà÷àþòü âèðàçîì [2, 4]
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Ó äâîõ ãðàíè÷íèõ âèïàäêàõ âèðàç (4) ìîæíà ñïðîñòèòè. Òàê, ó ðàç³ â³äñóò-

íîñò³ øóìîâèõ â³äë³ê³â, êîëè N nc � 0, â³í ìàº âèãëÿä [5]

p
n

m
Pn

m

n
n n m

m�



�
��

�

�
�� �

�

� � ��
0

11� �( ) .

Ó äðóãîìó âèïàäêó, äëÿ êâàíòîâîãî âèõîäó � �1, çíà÷åííÿ pn âèçíà÷àþòü

çà ôîðìóëîþ

p e
N

m n
Pn

N nc
m n

m n
m

nc�
�

�

�

�

�

�
( )

( )!
.

168 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 2



Ï³ä ÷àñ ïðîâåäåííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â [2] âñòàíîâëåíî, ùî âè-

ðàç (4) ÿê ôîðìàëüíå îáåðíåííÿ âèðàçó (1) íå çàáåçïå÷óº çàäîâ³ëüíèõ ðåçóëü-

òàò³â â óìîâàõ ðåàëüíîãî åêñïåðèìåíòó, îñê³ëüêè íàéìåíø³ ïîõèáêè ó ñòàòèñ-

òèö³ ôîòîâ³äë³ê³â, ïîâ’ÿçàí³ ç åêñïåðèìåíòàëüíîþ ïðîöåäóðîþ, ñïðè÷èíÿþòü âå-

ëèê³ â³äõèëåííÿ ó ñòàòèñòèö³ ê³ëüêîñò³ ôîòîí³â pn , ùî ðåêîíñòðóþºòüñÿ (ðèñ. 1).

2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÅ ÔÎÐÌÓËÞÂÀÍÍß ÏÐÎÁËÅÌÈ

Ñïðîáà âèêîðèñòàííÿ àíàë³òè÷íîãî âðàçó (4) íå äàëà çàäîâ³ëüíèõ ðåçóëü-

òàò³â, òîìó çàïðîïîíîâàíî òàêå ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ â³äíîâ-

ëåííÿ ñòàòèñòèêè ê³ëüêîñò³ ôîòîí³â. Çâ’ÿçîê ñòàòèñòèêè ôîòîâ³äë³ê³â Pm ç³

ñòàòèñòèêîþ ê³ëüêîñò³ ôîòîí³â pn ìîæíà îïèñàòè îïåðàòîðíèì ð³âíÿííÿì

u Av� , u U� , v V� , (5)

äå îïåðàòîð A ïîðîäæåíèé ìàòðèöåþ { }Smn ç åëåìåíòàìè S Nmn nc( , )� — éìî-

â³ðí³ñòþ ðåºñòðàö³¿ m � 0 1 2, , ,� ôîòîâ³äë³ê³â çà íàÿâíîñò³ n � 0 1 2, , ,� ôîòîí³â.

Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ âèêîðèñòàíî âèñíîâêè òåîðåìè 1 ç [6].

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ { }Smn ïðåäñòàâëÿëà îáìåæåíèé

ë³í³éíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé âñþäè â ä³éñíîìó Ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³

V l� 2, íåîáõ³äíî ³ äîñòàòíüî, ùîá äëÿ áóäü-ÿêèõ ñê³í÷åííèõ q ³ r òà äëÿ

áóäü-ÿêèõ x x xq0 1, , ,� ; y y yr0 1, , ,� âèêîíóâàëàñÿ íåð³âí³ñòü
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äå M — ô³êñîâàíå ÷èñëî; x x xq0 1, , ,� — êîìïîíåíòè âåêòîðà

f x e lk
k

k� �
�

�

�
0

2; y y yr0 1, , ,� — êîìïîíåíòè âåêòîðà g y e lk k
k

� �
�

�

�
0

2;

{ }ek k�
�

0 — îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â l2.

Îñê³ëüêè çàì³ñòü òî÷íèõ çíà÷åíü S Nmn nc( , )� ³ Pm çàçâè÷àé â³äîì³ ëèøå

¿õí³ íàáëèæåííÿ
~

( , )S Nmn nc� ³
~
Pm , ï³ä ÷àñ ïðîâåäåííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïå-
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Ðèñ.1. ²ñòèííèé ðîçïîä³ë (�) ê³ëüêîñò³ ôîòîí³â pn ó âèïàäêó õàîòè÷íîãî ñòàíó ñâ³òëîâî¿ ìîäè ç
äîäàíèì ôîòîíîì [2] ³ ðåçóëüòàò ïðÿìîãî â³äíîâëåííÿ (�) ê³ëüêîñò³ ôîòîí³â çã³äíî ç (4) äëÿ
N nc � 0.748; � � 0.7764



ðèìåíò³â ïåðåâ³ðö³ ï³äëÿãàº íàñàìïåðåä äîòðèìàííÿ íåð³âíîñò³
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. (6)

Ó ðàç³ ï³äòâåðäæåííÿ âèêîíàííÿ óìîâ (6) âèõ³äíó ñèñòåìó ð³âíÿíü (1) ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿä³ íàáëèæåíîãî îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ ç ð³âíåì ïîõèáîê h ³ � :

A v uh � � , u U� � , v V� . (7)

Ïðè öüîìó || | |u u� �� �, | | | |A A hh� � . Óìîâè (6) áóäóòü çàâ³äîìî âèêîíàí³,

ÿêùî âèÿâèòüñÿ ñïðàâåäëèâèì òàêå ñï³ââ³äíîøåííÿ:

m
mn n m

n
hS x y A f g M f g

�

�

�

�

�� � �
00

~
| ( , ) | | | | | | | | | .

Íàéâàæëèâ³øèì åòàïîì äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ë³í³éíîãî ìàòðè÷íîãî

îïåðàòîðà Ah º âèçíà÷åííÿ éîãî êîìïàêòíîñò³ (ö³ëêîì íåïåðåðâíîñò³). Äîñòàò-

íüîþ, àëå íå íåîáõ³äíîþ óìîâîþ êîìïàêòíîñò³ îïåðàòîðà Ah º ñê³í÷åíí³ñòü

éîãî àáñîëþòíî¿ íîðìè àáî çá³æí³ñòü ðÿäó [6]
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. (8)

Ó ðàç³ äîòðèìàííÿ óìîâè (8) ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ð³âíÿííÿ (7) º îïåðàòîð-

íèì ð³âíÿííÿì ïåðøîãî ðîäó, äå A V Uh ��( , ) —ë³í³éíèé êîìïàêòíèé îïåðà-

òîð, ùî ä³º ç Ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó V l� 2 ó Ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð U l� 2, u� �
� � � �{ }

~
,

~
,

~
, ,

~
,P P P P Um0 1 2 — çàäàíèé åëåìåíò; � � � � �{ }p p p p Vn0 1 2, , , , , —

øóêàíèé åëåìåíò, �( , )V U — ïðîñò³ð óñ³õ îáìåæåíèõ ë³í³éíèõ îïåðàòîð³â,

âèçíà÷åíèõ íà V .

Êîìïàêòí³ñòü îïåðàòîðà Ah ìàº ïðèíöèïîâå çíà÷åííÿ ï³ä ÷àñ âèáîðó ìåòî-

äó ³ ïîáóäîâè àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ ïåðøîãî

ðîäó (7), îñê³ëüêè ó íåñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ïðîñòîð³ V êîìïàêòíèé îïåðàòîð Ah

íå ìîæå ìàòè îáìåæåíîãî îáåðíåíîãî îïåðàòîðà A
h
�1 ó ïðîñòîð³ U [7]. Öå îçíà-

÷àº, ùî ôîðìàëüíå îáåðíåííÿ âèðàçó (1) àáî ñïðîáà ïîøóêó ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (7)

ó âèãëÿä³ v A u
h

� �1
� íå çàáåçïå÷óþòü çàäîâ³ëüíèõ ðåçóëüòàò³â â óìîâàõ ðåàëüíî-

ãî åêñïåðèìåíòó, îñê³ëüêè íåñê³í÷åííî ìàë³ âàð³àö³¿ ó ñòàòèñòèö³ ôîòîâ³äë³ê³â

Pm , ïîâ’ÿçàí³ ç åêñïåðèìåíòàëüíîþ ïðîöåäóðîþ, ïðèçâîäÿòü äî ÿê çàâãîäíî âå-

ëèêèõ â³äõèëåíü ó ñòàòèñòèö³ ê³ëüêîñò³ ôîòîí³â pn , ùî ðåêîíñòðóþºòüñÿ. Îòæå,

ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (7) º íåñò³éêèì, à çàäà÷à º íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ [8–12].

3. ÌÅÒÎÄÈ ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖ²¯ ÍÅÊÎÐÅÊÒÍÈÕ ÇÀÄÀ×

Äëÿ ïîäîëàííÿ ïðîáëåìè íåêîðåêòíîñò³ çàäà÷³ äî ðîçãëÿäó ââåäåíî ðåãóëÿ-

ðèçóâàëüíèé îïåðàòîð (ðåãóëÿðèçàòîð) R h Ah� �( , , ) [8] òàêèé, ùî

lim sup sup inf
: || || : || ||� �� �

�
�

� � � � �
�

0
0h

A A A h u u u v
h h V U U

A u
h Vv R h A u

�
� �

1
0| | ( , , ) | |� �� ,

äå A u�1 — ïîâíèé ïðîîáðàç åëåìåíòà u, � —ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàö³¿.

Íàá³ð óñ³õ ðåãóëÿðèçàòîð³â ïîçíà÷èìî �.

Ó âèïàäêó åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü ó ëàçåðí³é ô³çèö³, íåë³í³éí³é

îïòèö³, êâàíòîâ³é îïòèö³ çàì³ñòü òî÷íèõ çíà÷åíü A ³ u â³äîì³ ëèøå ¿õí³ íàáëè-
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æåííÿ ç ð³âíåì ïîõèáîê h ³ � : | | | |u u� �� �, | | | |A A hh� � , òîáòî çàì³ñòü (5)

ðîçâ’ÿçóþòü íàáëèæåíå îïåðàòîðíå ð³âíÿííÿ A v uh � �, u U� � , A V Uh ��( , ).

Íàäàë³ ââàæàòèìåìî, ùî åëåìåíò u ó ð³âíÿíí³ (5) íàëåæèòü îáëàñò³ çíà÷åíü

Range (A) îïåðàòîðà A, òîáòî u A�Range( ), à íóëü-ïðîñò³ð Ker ( ) {A v V� � :

A v( ) � 0} îïåðàòîðà A íå º ïîðîæí³ì (Ker( ) 0A � ).

Êîíñòðóêòèâíå ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ïîëÿãàº â àïðîêñèìàö³¿ íîðìàëüíîãî

ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (5) (÷è ðîçâ’ÿçêó (5) ç íàéìåíøîþ íîðìîþ â ïðîñòîð³ V)

v A A A† † )� � �� �Range ( Range ( ) Ker ( ) íàáëèæåíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (7).

Ïðè öüîìó âðàõîâóþòü, ùî A† — ë³í³éíèé îïåðàòîð, ïñåâäîîáåðíåíèé äî îïåðà-

òîðà A , òàêèé, ùî A A A V† : ) )Range ( Range (� �� , Range ( Range ( )A A† ) � ��

� �Ker ( )A , A† — íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, ÿêùî Range ( Range ( )A A) � .

Ñïðàâåäëèâèì º òàêå òâåðäæåííÿ [12]: íîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê v A u† †�

( ) )u A A� � �Range ( Range ( ) º ºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ A Av A u� �� ,

v A� �Range ( ) .

Çàçâè÷àé ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ (5) â åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåííÿõ ëà-

çåðíî¿ ô³çèêè, íåë³í³éíî¿ îïòèêè, êâàíòîâî¿ îïòèêè ìàþòü òàêó âëàñòèâ³ñòü:

Range ( Range ( )A A) � (íàïðèêëàä, A — ë³í³éíèé êîìïàêòíèé îïåðàòîð), òîáòî

çàäà÷à ðîçâ’ÿçóâàííÿ îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ Av u� º íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ.

Ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó ñò³éêîãî íàáëèæåííÿ äî òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (5) ó âè-

ïàäêó íåòî÷íî çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ u U� � , A V Uh ��( , ), | | | |u u� �� �,

| | | |A A hh� � ç â³äîìèìè � ³ h ìîæíà ëèøå îäíèì ç ìåòîä³â ðåãóëÿðèçàö³¿. Ñå-

ðåä íèõ íàéâ³äîì³øèì º ìåòîä, òåîðåòè÷í³ îñíîâè ÿêîãî áóëè çàêëàäåí³ â ðî-

áîòàõ À.Ì. Òèõîíîâà [8]. Â³äïîâ³äíî äî öüîãî ìåòîäó äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ (7) óâî-

äÿòü çãëàäæóâàëüíèé ôóíêö³îíàë (ïàðàìåòðè÷íèé ôóíêö³îíàë Òèõîíîâà) [8]:

 �� � � �[ , ] | | | | [ ]v u A v u vh U
� � �2 , (9)

äå � [ ]v — ñòàá³ë³çóâàëüíèé ôóíêö³îíàë (ñòàá³ë³çàòîð, çàçâè÷àé

� [ ] | | | |v v
V

� 2 ); 1 0� �� — ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàö³¿, | | | |A v uh U
� � — íåâ’ÿçêà

ð³âíÿííÿ (7) íà åëåìåíò³ v . Âèçíà÷àþòü åëåìåíò v� òàêèé, ùî ôóíêö³îíàë
(9) ìàº íà íüîìó ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ, òîáòî

 � � � � ��[ , ] inf [ , ]u v u
v V

�
�

. (10)

ßêùî ó ôóíêö³îíàë³ Òèõîíîâà (9) � [ ] | | | |v v
V

� 2 , òî ð³âíÿííÿ Åéëåðà íàáóâàº

äîñèòü ïðîñòîãî âèãëÿäó: � � � �v A A v A uh h h� �� � . Ïðè öüîìó

v E A A A u R uh h h� � � ��� � �� � �( ) 1 , (11)

äå R E A A Ah h h� �� � � � �( ) 1 .

Äëÿ �, h �0 ìàº âèêîíóâàòèñÿ ³ � �0 óíàñë³äîê âèçíà÷åííÿ ðåãóëÿðèçà-

òîðà. Òîìó ÿê ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (10) ñë³ä áðàòè

� �
�

† lim ( )� �
�

� � �

0

1E A A A u , (12)

äëÿ � [ ] | | | |v v
V

� 2 .

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 2 171



Ðîçâ’ÿçîê (12) º íîðìàëüíèì ðîçâ’ÿçêîì, òîáòî äëÿ òî÷íèõ çíà÷åíü v ³ A

ç óñ³õ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ Av u� , v V� , u U� , ó ìåòîä³ Òèõîíîâà âèáèðàþòü

íîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê. Ôîðìóëó (12) ìîæíà çàïèñàòè ³íàêøå: v A u† †� , äå

A E A A A† lim ( )� �
�

� � �

�
�

0

1 — îïåðàòîð, ïñåâäîîáåðíåíèé äî A. ßêùî � � 0

³/àáî h � 0, òî ìåòîä âèçíà÷àº ðîçâ’ÿçîê v� , ÿêèé º íàáëèæåííÿì äî íîðìàëüíî-

ãî ðîçâ’ÿçêó v †. Ñïðàâåäëèâèì º òàêå òâåðäæåííÿ [12].

Òåîðåìà 2. Íåõàé v V† � — íîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (5). Ó ìåæàõ ìå-

òîäó (11), ÿêùî � �( , )h �0 òàê, ùî lim
( , ),�

�

� �h

h

h�

�
�

0

2 2

0 , òî lim || | |
,

( , )
†

�
� �

h
hv v

�
� �

0
0.

Çàçâè÷àé äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñêëàäíî¿ çàäà÷³ ïðîïîíóþòü äåê³ëüêà ìåòîä³â.

Öå ïîâíîþ ì³ðîþ ñòîñóºòüñÿ ³ íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³. Ïðè öüîìó âè-

íèêàº ïðèðîäíå ïèòàííÿ ùîäî âèçíà÷åííÿ òî÷íîñò³ âèêîðèñòîâóâàíîãî ìåòîäó

íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåêîðåêòíî¿ çàäà÷³. Â³äïîâ³äíî äî [13], ï³ä ìåòî-

äîì ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿííÿ (5) ðîçóì³òèìåìî áóäü-ÿêå â³äîáðàæåííÿ �, ùî

ñòàâèòü ó â³äïîâ³äí³ñòü íàáëèæåíèì äàíèì u� ³ Ah ð³âíÿííÿ (7) äåÿêèé åëåìåíò

�( , )u A Vh� � , ÿêèé ââàæàþòü íàáëèæåíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (5). Òî÷í³ñòü ìå-

òîäó � íà ìíîæèí³ M õàðàêòåðèçóºòüñÿ íàéá³ëüøèì â³äõèëåííÿì [13]:

� �

�

( , ; ; ) sup sup sup
( , )

|| || |

h
u A V U

A A h

u Uh

h V U

M
M

�
�

�
� �

� �

�

� | ||
†

| | ( , ) | |

Av u h

h Vu A v

� � �

�

� � �

�

M

� ,

äå �M
M

�
�

sup | | | |
u

u .

Ìåòîä ��,h íàçèâàþòü îïòèìàëüíèì íà ìíîæèí³ M, ÿêùî [13]

� � � ��( , ; ; ) inf ( , ; ; ),h hhM M� �
�

� ;

àñèìïòîòè÷íî îïòèìàëüíèì íà ìíîæèí³ M , ÿêùî

lim ( , ; ; ) / inf ( , ; ; )
,

,
�

�� � � �
� �

�
0 0

1
h

hh h{ M M }� �
�

;

îïòèìàëüíèì çà ïîðÿäêîì íà ìíîæèí³ M, ÿêùî

� � � ��( , ; ; ) inf ( , ; ; ),h c hhM M� �
�

� , 0 00 0� � � �� � , h h .

Ó òåîð³¿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷, äîñë³äæóþ÷è ïîáóäîâó îïòèìàëüíèõ ìåòîä³â

ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåêîðåêòíîãî ð³âíÿííÿ (5), ÿê öåíòðàëüíî-ñèìåòðè÷íó ìíîæèíó

ðîçãëÿäàþòü M �V , ùî ìàº òàêèé âèãëÿä [13]:

M { }� 	
� 	, ( ): : | | , | | | |A z z A w w V� � � ,

äå � � 0, 	 � 0, | | ( ) /A A A� � 1 2.

Åëåìåíòè ìíîæèíè M � 	, ( )A íàçèâàþòü âèòîêîóÿâíèìè. Â³äîìî [13], ùî

ÿêùî ð³âíÿííÿ (5) ìàº âèòîêîóÿâíèé ðîçâ’ÿçîê v A†
, ( )�M� 	 , òî v † — íàéìåí-

øèé ó ìåòðèö³ V ðîçâ’ÿçîê (5). Äî òîãî æ, äëÿ � �� 0 ñïðàâäæóºòüñÿ ñï³ââ³äíî-

øåííÿ Range (| | ) Range ( )A A� � � , òîáòî åëåìåíòè | |A w� óòâîðþþòü âñþäè

ù³ëüíó ìíîæèíó ó ï³äïðîñòîð³ Ker ( )A � , ÿêîìó íàëåæèòü íîðìàëüíèé ðîçâ’ÿ-

çîê ð³âíÿííÿ (5). Öå îçíà÷àº, ùî áóäü-ÿêèé íîðìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê v † ð³âíÿí-

íÿ (5) ìîæíà àïðîêñèìóâàòè ÿê çàâãîäíî áëèçüêî åëåìåíòàìè ìíîæèíè

M� 	, ( )A . Ó çâ’ÿçêó ç öèì äîðå÷íî ïîñëàòèñÿ íà âàæëèâèé êëàñ ìåòîä³â ðåãóëÿ-
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ðèçàö³¿, ÿê³ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ôóíêö³ºþ â³ä îïåðàòîðà ð³âíÿííÿ (5). ²äåÿ ï³äõî-

äó, çàïðîïîíîâàíîãî À.Á. Áàêóøèíñüêèì [14, 15], ïîëÿãàº â ïîáóäîâ³ ïàðàìåò-

ðè÷íîãî ñ³ìåéñòâà ôóíêö³é G � �{g }� 
 �( ), ( , )0 1 , êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ íà

â³äð³çêó [ , ]0 2�
h

, äå | | | | ( )A hh h� � �� � , ³ òàêèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü äëÿ

� � �� �[ , ]0 òàê³ óìîâè:

sup | ( ) |
0 2

1
� �

� �

 �

�
� �

�
 
 
 � �

h

g , (13)

sup | ( ) | /

0

1 2

2� �
�

��

 �

�
 
 � �

h

g , (14)

äå �� , �� , �� — äåÿê³ äîäàòí³ êîíñòàíòè, ùî íå çàëåæàòü â³ä �. Ñèñòåìó

ôóíêö³é G íàçèâàþòü ïîðîäæóâàëüíîþ äëÿ ìåòîäó ðåãóëÿðèçàö³¿:

R g A A A g Gh h h� � �� �( ) ,* * . (15)

Ïàðàìåòð �� ôóíêö³¿ g� íàçèâàþòü êâàë³ô³êàö³ºþ ìåòîäó R� , à ïàðàìåòð

� � �� ( , )h — ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàö³¿. Ðåãóëÿðèçàòîðè (15) äàþòü çìîãó äî-

ñÿãòè îïòèìàëüíîãî ïîðÿäêó òî÷íîñò³ íà êëàñàõ ð³âíÿíü (5) ç âèòîêîóÿâíèìè

ðîçâ’ÿçêàìè.

Ìíîæèíà � � � � �� �
0 { }g A A A g Gh h h� �( ) , ì³ñòèòü á³ëüø³ñòü â³äîìèõ ìå-

òîä³â ðåãóëÿðèçàö³¿ [13, 16].

 Ìåòîä Òèõîíîâà: R E A A Ah h h� �� � � � �( ) 1 º åëåìåíòîì ìíîæèíè �0 ç òâ³ð-

íîþ ôóíêö³ºþ g� 
 � 
( ) ( )� � �1 ³ ïàðàìåòðàìè �
�
�1 2/ , � � ��

� �� � �( ) ( )1 1 .

Êâàë³ô³êàö³ÿ ìåòîäó Òèõîíîâà �� �1.

 Óçàãàëüíåíèé âàð³àíò ìåòîäó Òèõîíîâà [13]:

R E A A A A Aq
h h

q
h h

q
h� �� � ��� � � � � �( ( ) ) ( )1 1 1

0
(16)

äëÿ q � �1 2/ . Ìåòîä (16) ïîðîäæóºòüñÿ ôóíêö³ºþ

g q q q
� 
 
 � 
( ) ( )� �� � �1 1 1 äëÿ �� � �q 1.

 Íåñòàö³îíàðíà ³òåðàö³éíà ñõåìà ìåòîäó Òèõîíîâà: çàäàþòü v0 0� .

Ïîñë³äîâíî çíàõîäÿòü åëåìåíòè v kk ( , , , )�1 2 � ÿê ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü

� � �k k h h k k k hv A A v v A u� � ��
�

�
1 . (17)

Ìåòîä (17) ïîðîäæóºòüñÿ ôóíêö³ºþ g i

ii

k

� 




�

� 


( ) ,� �

�




�
�
�

�

�
�
� �

�
!

1
1 0

1

( ,0 1� � �� �k k íàïðèêëàä, � k
kq q� � �, )0 1 ³ çàäîâîëüíÿº óìîâè (13), (14) äëÿ

� ��
��O( ), ÿêùî 0 1� �� ³ ��

��

�O c( ), ÿêùî 1� �. Êâàë³ô³êàö³ÿ ìåòîäó

�� � � .
 Íåÿâíà ³òåðàö³éíà ñõåìà (ìåòîä Ôàêººâà–Ëàðä³): çàäàþòü v0 0� . Ïî-

ñë³äîâíî çíàõîäÿòü åëåìåíòè vk ç ð³âíÿííÿ

  �v A A v v A uk h h k k h� � ��
�

�
1 , k � �1 2, , ; ( )0 � � const . (18)

²òåðàö³éíèé ìåòîä (18) º ðåãóëÿðèçóâàëüíèì äëÿ (15), ÿêùî

g�

�








 


( ) ,

/

� �
�




�
�

�

�
�




�

�
�

�

�

�
�

�
1

1 0

1

, " #k � ( / )1 � .

Óìîâè (13), (14) âèêîíóþòüñÿ äëÿ � �
�� 1 2/ , � � �

�� ( ) ³ k � �.

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 2 173



Êâàë³ô³êàö³ÿ ìåòîäó �� � � .

 Ìåòîä àñèìïòîòè÷íî¿ ðåãóëÿðèçàö³¿: òâ³ðíà ôóíêö³ÿ öüîãî ìåòîäó ìàº

âèãëÿä

g e ds et
t s

t
t( ) ( )( )






 
� � �� � �
$
0

1
1 ,

ïðè öüîìó 1� � �
 
 
g et
t( ) , à íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ

v E A A g A A v g A A A ut h h t h h t h h h� � �� � � �( ( )) ( )0 �
(19)

äëÿ äîâ³ëüíèõ t � �� 1. Óìîâè (13), (14) ó ìåòîä³ (19) âèêîíóþòüñÿ äëÿ

�
�
� 0.6382, � ��

�� ( )e . Êâàë³ô³êàö³ÿ ìåòîäó �� � � .

 ßâíà ³òåðàö³éíà ñõåìà (ìåòîä Ëàíäâåáåðà). Çàäàþòü v0 0� .

Ïîñë³äîâíî çíàõîäÿòü åëåìåíòè vk ç ð³âíÿííÿ

v E A A v A uk h h k h� � ��
�

�( )  �1 , k �1 2, , ;� ( / | | | | )0 2 2� � Ah . (20)

²òåðàö³éíèé ìåòîä (20) ïîðîäæóºòüñÿ ôóíêö³ºþ

g�
�





 
( ) ( ( ) ),/� � � �

1
1 1 01 ,

äå ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàö³¿ � º òàêèì, ùî âåëè÷èíà 1 / � íàáóâàº ëèøå ö³ëî-

÷èñëîâèõ çíà÷åíü " #k � ( / )1 � . Êâàë³ô³êàö³ÿ ìåòîäó �� � � .

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò òåîð³¿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷ ç îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ îö³íîê

íàáëèæåííÿ äëÿ ð³âíÿííÿ (7) ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ó òàêèé ñïîñ³á [16]. Äëÿ

ð³âíÿííÿ (7) ç ïðèáëèçíî çàäàíèìè îïåðàòîðîì Ah ³ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ u� äëÿ

� �v 0 ïîðÿäîê çá³æíîñò³ äî âèòîêîóÿâíîãî íîðìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó v A†
, ( )�M� 	

íå ïåðåâåðøóº âåëè÷èíè
�

� �1
, òîáòî | | | | (( ) )† /( )v R u O h� � � �

� �
� �� 1 . Îïòè-

ìàëüíèé ïîðÿäîê òî÷íîñò³ çà âêàçàíèõ ïðèïóùåíü àïð³îð³ çàáåçïå÷óº âèá³ð ïà-

ðàìåòðà ðåãóëÿðèçàö³¿ �, ùî çàäîâîëüíÿº óìîâó � � �� � �c h( ) /( )2 1 , c � �const 0.

Çà â³äñóòíîñò³ ³íôîðìàö³¿ ïðî òî÷íå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà �, ÿêèé âèçíà÷àº

ìíîæèíó M� 	, ( )A , ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (7) íà ïðàêòèö³ çä³éñíþþòü àïîñ-

òåð³îðíèé âèá³ð ïàðàìåòðà �. Îäèí ç íàéá³ëüø åôåêòèâíèõ ³ ïîøèðåíèõ ñïî-

ñîá³â àïîñòåð³îðíîãî âèáîðó ïàðàìåòðà � ó âèïàäêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ (7) ìåòîäîì

Òèõîíîâà (11) (ó ðàç³, êîëè A Ah� , h � 0) íàçèâàþòü ïðèíöèïîì íåâ’ÿçêè. Â³í

áóâ çàïðîïîíîâàíèé ³ îá´ðóíòîâàíèé Â.Î. Ìîðîçîâèì [17]. Â³äïîâ³äíî äî ïðè-

íöèïó íåâ’ÿçêè çàçíà÷åíèé ïàðàìåòð âèáèðàþòü ç óìîâè

| | | |Av u� � �� � , (21)

äå v E A A A u� ��� � � � �( ) 1 . Íà ïðàêòèö³ � âèáèðàþòü òàê, ùîá ôóíêö³îíàë

| | | |Av u� �� çàäîâîëüíÿâ óìîâó

| | | | [ , ]Av u a a� � � �� � 1 2 , (22)

äå 1 1 2� �a a — äåÿê³ çàçäàëåã³äü çàäàí³ ÷èñëà.

Íà âèïàäîê íåòî÷íî çàäàíîãî îïåðàòîðà Î.Â. Ãîí÷àðñüêèì, Î.Ñ. Ëåîíî-

âèì ³ À.Ã. ßãîëîþ áóâ çàïðîïîíîâàíèé óçàãàëüíåíèé ïðèíöèï íåâ’ÿçêè [18],

â³äïîâ³äíî äî ÿêîãî ìàº âèêîíóâàòèñü óìîâà

| | | | [ ( | | | | ), ( | | | | )]A v u a v h a v hh � � � �� �� � � �1 2 . (23)

174 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 2



Â³äîìî [13–16], ùî ðåãóëÿðèçàòîðè (15), ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (13),

(14) ó ïîºäíàíí³ ç ïðèíöèïîì íåâ’ÿçêè (22) àáî óçàãàëüíåíèì ïðèíöèïîì íå-

â’ÿçêè (23), äàþòü çìîãó çíàéòè ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (5) ç îïòèìàëüíîþ çà ïîðÿä-

êîì òî÷í³ñòþ íà ìíîæèí³ M� 	, ( )A äëÿ âñ³õ � òàêèõ, ùî 0 2 1� � ��� �( ).

4. ÐÅÇÓËÜÒÀÒÈ ÎÁ×ÈÑËÞÂÀËÜÍÎÃÎ ÅÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÓ

Îñîáëèâ³ñòþ ïðèíöèï³â (21), (23) ³ (24), ÿê ³ áàãàòüîõ ³íøèõ, º òå, ùî â íèõ

âåëè÷èíà ïîõèáêè � ïðàâî¿ ÷àñòèíè u� ó ð³âíÿíí³ (7) º êîíêðåòíî çàäàíîþ

âåëè÷èíîþ. Ïðîòå â íàóêîâèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåííÿõ ÷åðåç ¿õíþ

óí³êàëüí³ñòü âèçíà÷åííÿ ïîõèáêè � íåð³äêî ìàº äîñèòü íåîäíîçíà÷íèé õà-

ðàêòåð, ÿê ³ âèá³ð âåëè÷èí a1 ³ a2 ó (22) àáî (23). Âèá³ð ìåòîäó ðåãóëÿðèçàö³¿

òàêîæ õàðàêòåðèçóºòüñÿ çíà÷íèì ð³âíåì íåâèçíà÷åíîñò³. Âàæëèâó ðîëü ó öüîìó

âèïàäêó â³ä³ãðàº íàÿâí³ñòü àïð³îðíî¿ àáî àïîñòåð³îðíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî ðîçâ’ÿçîê

çàäà÷³, à òàêîæ äîñâ³ä ïðîâåäåííÿ îá÷èñëþâàëüíèõ åêñïåðèìåíò³â [13].

Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ (7) ó ö³é êîíêðåòí³é çàäà÷³ âèáðà-

íî ³òåðàö³éíèé ìåòîä Ëàíäâåáåðà (20). Âàãîìèìè àðãóìåíòàìè íà êîðèñòü öüî-

ãî âèáîðó º ïðîñòîòà ïðîãðàìíî¿ ðåàë³çàö³¿ ìåòîäó, âèñîêèé ð³âåíü êîìï’þòåð-

íî¿ ñóì³ñíîñò³ òà äîñòàòíüî âèñîêà åôåêòèâí³ñòü, ÿê çà ê³ëüê³ñòþ ³òåðàö³é, òàê ³

çà òî÷í³ñòþ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó. Ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ ìåòîäó Ëàíäâåáåðà ïî-

òð³áíî âèçíà÷èòè ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàö³¿ �� ÿê ìîìåíò çóïèíåííÿ ³òåðàö³éíî-

ãî ïðîöåñó " #( ( / ) )k� �� 1 � . Ó ö³é ðîáîò³ âèêîðèñòàíî âàð³àíò àïîñòåð³îðíîãî

âèçíà÷åííÿ ê³ëüêîñò³ ³òåðàö³é k� .

Óâåäåìî ôóíêö³îíàë

�[ ]: | |w wn
n

k

� �
�
�

1

1 , (25)

ùî äàº çìîãó ïîáóäóâàòè àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ (7) ç âèêîðèñòàííÿì (23).

Íà ïåðøîìó åòàï³ ô³êñóºìî ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é m1, ïîò³ì âèçíà÷àºìî ìíîæèíó

V v E A A v A um k h h k h1 1� � � ��
�

�{ ( )  �; k m�1 2 1, , ,� }
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Ðèñ. 2. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó:
~
Pm — ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ ôîòî-

â³äë³ê³â; ~pn —ðåêîíñòðóéîâàíà ôóíêö³ÿ ðîçïîä³ëó ê³ëüêîñò³ ôîòîí³â



íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (7). Ìíîæèíó Vm1
ðîçãëÿäàºìî ÿê îáëàñòü âèç-

íà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà (25) V Dm1 1� ( )� . Çä³éñíþþ÷è ï³ä ÷àñ îá÷èñëþâàëüíîãî

åêñïåðèìåíòó àíàë³ç îáëàñò³ çíà÷åíü ôóíêö³îíàëà (25) äëÿ ð³çíèõ m1 ³ âðàõîâó-

þ÷è óçàãàëüíåíèé ïðèíöèï íåâ’ÿçêè (23), çíàõîäèìî øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê vk�
.

Äëÿ ïåðåâ³ðêè ðîáîòîçäàòíîñò³ çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ïðîâåäåíî îá-

÷èñëþâàëüíèé åêñïåðèìåíò ³ç ñèñòåìîþ (1). Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá-

÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó, ï³ä ÷àñ âèêîíàííÿ ÿêîãî ç’ÿñóâàëîñÿ, ùî

~
Smn

mn

2

00 �

�

�

�

�� � 14.195 äëÿ çàäàíèõ çíà÷åíü N nc � 0.75, � � 0.77,  � 0.6. Ðîáî÷à

ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é ó öüîìó ïðèêëàä³ k� � 23. Â³äíîñíà ïîõèáêà àïðîêñèìàö³¿

ðîçâ’ÿçêó íå ïåðåâèùóº 2 %.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Çàïðîïîíîâàíî êàíîí³÷íå ïðåäñòàâëåííÿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü

àëãåáðè, ùî îïèñóº ðåºñòðîâàíèé âåêòîð ù³ëüíîñò³ éìîâ³ðíîñò³ ôîòîâ³äë³ê³â ÷å-

ðåç âåêòîð ù³ëüíîñò³ êâàíòîâî¿ éìîâ³ðíîñò³ ôîòîí³â, ó âèãëÿä³ îïåðàòîðíîãî

ð³âíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó. Âêàçàíî íåîáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè ë³í³éíîñò³ ³ íåïå-

ðåðâíîñò³ îïåðàòîðà, âèçíà÷åíîãî â óñüîìó ä³éñíîìó Ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ l2.

Íàâåäåíî äîñòàòíþ óìîâó êîìïàêòíîñò³ äîñë³äæóâàíîãî îïåðàòîðà. Ïî÷àòêîâó

çàäà÷ó (1) âèçíà÷åíî ÿê íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíó. Ïðåäñòàâëåíî ïåðåë³ê îñíîâíèõ

ìåòîä³â ðåãóëÿðèçàö³¿ íåêîðåêòíî¿ çàäà÷³. Ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò

òåîð³¿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷ îá÷èñëåííÿ òî÷íèõ îö³íîê íàáëèæåííÿ äëÿ ð³âíÿí-

íÿ (7). Äëÿ öüîãî ð³âíÿííÿ ç ïðèáëèçíî çàäàíèìè îïåðàòîðîì Ah ³ ïðàâîþ ÷àñòè-

íîþ u� ïîðÿäîê çá³æíîñò³ äî âèòîêîóÿâíîãî íîðìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó v A†
, ( )�M� 	

íå ïåðåâåðøóº âåëè÷èíó � �( )� �1 1, òîáòî | | | | (( ) )† /( )v R u O h� � � �
� �

� �� 1 .

Îïòèìàëüíèé ïîðÿäîê òî÷íîñò³ çà âêàçàíèõ ïðèïóùåíü àïð³îð³ çàáåçïå÷óº âèá³ð

ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàö³¿ � � �� � �c h( ) /( )2 1 , c � �const 0 . Äëÿ íàáëèæåíîãî ðîç-

â’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ (7) ó ö³é êîíêðåòí³é çàäà÷³ çàñòîñîâàíî ³òåðàö³éíèé ìåòîä Ëàí-

äâåáåðà. Âèêîðèñòàíî âàð³àíò àïîñòåð³îðíîãî âèçíà÷åííÿ ê³ëüêîñò³ ³òåðàö³é k� .

Íàâåäåíî çàäîâ³ëüí³ ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó ç ðîçâ’ÿçóâàííÿ

âèõ³äíî¿ ô³çè÷íî¿ çàäà÷³ êâàíòîâî¿ îïòèêè.

ÑÏÈÑÎÊ Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. Sperling J., Phillips D.S., Bulmer J.F.F., Thekkadath G.S., Eckstein A., Wolterink

T.A.W., Lugani J., Nam S.W., Lita A., Gerrits T., Vogel W., Agarwal G.S., Silberhorn

C., Walmsley I.A. Detector-agnostic phase-space distributions. Phys. Rev. Lett. 2020. Vol.

124, Iss. 1. P. 013605.

2. Starkov V.N., Semenov A.A., Gomonay H.V. Numerical reconstruction of

photon-number statistics from photocounting statistics: Regularization of an ill-posed

problem. Phys. Rev. 2009. Vol. A80, Iss. 1. P. 013813.

3. Hlousek J., Dudka M., Straka I., Jezek M. Accurate detection of arbitrary photon

statistics. Phys. Rev. Lett. 2019. Vol. 123, Iss. 15. P. 153604.

4. Semenov A.A., Turchin A.V., Gomonay H.V. Detection of quantum light in the presence

of noise. Phys. Rev. 2008. Vol. A78, Iss 5. P. 055803.

176 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 2



5. Mandel L. Squeezed states and sub-Poissonian photon statistics. Phys. Rev. Lett. 1982.

Vol. 49, Iss. 2. P. 136.

6. Àõèåçåð Í.È., Ãëàçìàí È.Ì. Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðà-

íñòâå. Ò. 1. Õàðüêîâ: Âèùà øê., 1977. 318 ñ.

7. Êîëìîãîðîâ À.Í., Ôîìèí Ñ.Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-

ëèçà. Ìîñêâà: Íàóêà, 1976. 544 ñ.

8. Òèõîíîâ À.Í., Àðñåíèí Â.ß. Ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ çàäà÷. Ìîñêâà: Íàóêà,

1979. 285 ñ.

9. Âåðëàíü À.Ô., Ñèçèêîâ Â.Ñ. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ: ìåòîäû, àëãîðèòìû, ïðî-

ãðàììû. Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1986. 544 ñ.

10. Âàñèí Â.Â., Àãååâ À.Ë. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è ñ àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé. Åêàòåðèí-

áóðã: Óðàëüñêàÿ èçäàòåëüñêàÿ ôèðìà «Íàóêà», 1993. 263 ñ.

11. Ñèçèêîâ Â.Ñ. Îáðàòíûå ïðèêëàäíûå çàäà÷è è MatLab: ÑÏá.: Ëàíü, 2011. 256 ñ.

12. Lowes A.K. Inverse und schlecht gestellte Probleme. Stuttgart: Teubner, 1989. 205 p.

13. Âàéíèêêî Ã.Ì., Âåðåòåííèêîâ À.Þ. Èòåðàöèîííûå ïðîöåäóðû â íåêîððåêòíûõ çà-

äà÷àõ. Ìîñêâà: Íàóêà, 1986. 182 ñ.

14. Áàêóøèíñêèé À.Á., Ãîí÷àðñêèé À.Â. Íåêîððåêòíûå çàäà÷è. ×èñëåííûå ìåòîäû è

ïðèëîæåíèÿ. Ìîñêâà: Èçä-âî Ìîñê. óí-òà, 1989. 199 ñ.

15. Áàêóøèíñêèé À.Á., Êîêóðèí Ì.Þ. Èòåðàöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíûõ

îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé ñ ãëàäêèìè îïåðàòîðàìè. Ìîñêâà: Åäèòîðèàë ÓÐÑÑ, 2002.

192 ñ.

16. Ñîëîäêèé Ñ.Ã. Îïòèìàëüíûå ñõåìû äèñêðåòèçàöèè îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé: äèñ.

äîêò. ô³ç.-ìàò. íàóê. Êè¿â, 2003. 300 ñ.

17. Ìîðîçîâ Â.À. Ðåãóëÿðíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Ìîñ-

êâà: Íàóêà, 1987. 240 ñ.

18. Ãîí÷àðñêèé À.Â., Ëåîíîâ À.Ñ., ßãîëà À.Ã. Îáîáùåííûé ïðèíöèï íåâÿçêè. Æóðí.

âû÷èñë. ìàòåìàòèêè è ìàò. ôèçèêè. 1973. Ò. 13, ¹ 2. Ñ. 294–302.

V.N. Starkov
REGULARIZATION METHODS FOR ILL-POSED PROBLEMS OF QUANTUM OPTICS

Abstract. On the example of a specific physical problem of reduction of noise caused by

losses, dark counts, and background radiation, a summary of methods for regularizing

ill-posed problems is given in the statistics of photocounts of quantum light. The

mathematical formulation of the problem is represented by an operator equation of the

first kind. It is shown that the operator is generated by a matrix with elements of a

countable set. It is noted that the incorrectness of the Hadamard reconstruction of the

statistics of the number of photons of quantum light is due to the compactness of the

operator of the mathematical m`odel. It is emphasized that the problem of stable

approximation to the exact solution of the operator equation with inaccurate initial data

can be solved by one of the most well known regularization methods whose theoretical

foundation was laid by A.N. Tikhonov. An important class of regularizers based on a

parametric system of functions, called generating functions, is considered. It is confirmed

that regularizers of this class allow one to achieve the optimal order of accuracy for

equations with source-representable solutions.

Keywords: ill-posed problem, quantum optics, operator, regularization, algorithm, photon.
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