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ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-×ÈÑËÎÂ² ÌÅÒÎÄÈ ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖ²¯ ÑÊËÀÄÅÍÈÕ
×ÈÑÅË ÒÀ ÎÁ×ÈÑËÅÍÍß ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÃÎ ËÎÃÀÐÈÔÌÀ

Àíîòàö³ÿ. Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà íîâîìó çàñòîñóâàííþ òåîðåòèêî-÷èñëîâèõ ïåðåòâîðåíü.

Ïîäàííÿ ñèñòåì ÷èñëåííÿ öèìè ïåðåòâîðåííÿìè äàº çìîãó ñòâîðèòè ïðèíöèïîâî íîâ³

³ åôåêòèâí³ àëãîðèòìè ôàêòîðèçàö³¿ ÷èñåë, îá÷èñëåííÿ ïåð³îäó ïîêàçíèêîâî¿ ôóíêö³¿ òà

äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà. Àëãîðèòì ôàêòîðèçàö³¿ äîçâîëÿº çà îäèí ïðîõ³ä ðîçêëàñòè

áóäü-ÿêèé ñê³í÷åííèé äîáóòîê íà ìíîæíèêè, â³í º òî÷íèì òåñòîì ïðîñòîòè ÷èñåë. Öåé

àëãîðèòì ´ðóíòóºòüñÿ íà ïîäàíí³ ñèñòåì ÷èñëåííÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâèì ïåðåòâîðåííÿì

³ íå ìàº àíàëîã³â, îñê³ëüêè âèêîðèñòîâóº ò³ëüêè ïðîñò³ àðèôìåòè÷í³ ä³¿. Âëàñòèâîñò³

ïðîñòîòè ÷èñåë àáî ³íø³ âëàñòèâîñò³ ÷èñåë íå çàñòîñîâóþòüñÿ. Îòæå, ôàêòîðèçàö³ÿ ÷è-

ñåë, îá÷èñëåííÿ ïåð³îäó ïîêàçíèêîâî¿ ôóíêö³¿ òà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà º àðèôìåòè÷-

íèìè îïåðàö³ÿìè, ùî âèêîíóþòüñÿ çà ñê³í÷åííèé ÷àñ ³ íàëåæàòü äî P-êëàñó ñêëàäíîñò³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ìíîæèíà, ãðàí³ ìíîæèíè, àëãåáðà, ê³ëüöå ëèøê³â, ìîäóëü,

àêñ³îìàòèêà ö³ëèõ ÷èñåë, òåîðåòèêî-÷èñëîâå ïåðåòâîðåííÿ, ñèñòåìà ÷èñëåííÿ, îñíîâà

ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, ôàêòîðèçàö³ÿ, àðèôìåòè÷íà îïåðàö³ÿ, ïåð³îä ïîêàçíèêîâî¿ ôóíêö³¿,

äèñêðåòíèé ëîãàðèôì.

ÂÑÒÓÏ

²ñíóº áàãàòî çàäà÷, äëÿ ÿêèõ íå çíàéäåíî ïîë³íîì³àëüíîãî àëãîðèòìó, àëå íå

äîâåäåíî, ùî éîãî íå ³ñíóº, òîìó íåâ³äîìî, ÷è íàëåæàòü òàê³ çàäà÷³ äî êëà-

ñó ñêëàäíîñò³ P. Îäí³ºþ ç òàêèõ çàäà÷ º ðîçêëàäàííÿ ñêëàäåíîãî ÷èñëà íà

ìíîæíèêè, ÿêå êîðîòêî íàçèâàþòü ôàêòîðèçàö³ºþ. Ôàêòîðèçàö³ÿ âåëèêèõ ÷è-

ñåë — íàäçâè÷àéíî òðóäîì³ñòêå çàâäàííÿ íàâ³òü äëÿ ñó÷àñíèõ êîìï’þòå-

ð³â [1]. Ó ðîáîò³ [2] ïîêàçàíî, ùî ³ñíóº ìåòîä ôàêòîðèçàö³¿ ñêëàäåíèõ ÷è-

ñåë, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà äóàë³çì³ (ïîäâ³éíîñò³) îïåðàö³é ó ê³ëüö³ ëèøê³â çà

ìîäóëåì ³ ïîðîäæóº ñèñòåìó ð³âíÿíü. Õî÷à ìåòîä äàº çìîãó çâåñòè ôàêòî-

ðèçàö³þ âåëèêèõ ÷èñåë äî ôàêòîðèçàö³¿ ìàëèõ ÷èñåë, â³í íå äîçâîëÿº ñòâåð-

äæóâàòè, ùî ôàêòîðèçàö³ÿ ÷èñåë íàëåæèòü äî êëàñó P-ñêëàäíîñò³, îñê³ëüêè

âèìàãàº ³íøèõ ï³äõîä³â äî âèð³øåííÿ ö³º¿ çàäà÷³.

ÀÊÑ²ÎÌÀÒÈÊÀ Ö²ËÎÃÎ (ÀÍÒÜª)

Çàô³êñóºìî ÷èñëî m ³ ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

Zm m� � �{ }0 1 2 1, , , , (1)

âñ³õ çàëèøê³â â³ä ä³ëåííÿ åëåìåíò³â ÷èñëîâî¿ ìíîæèíè Z íà m , ÿê³ âõîäÿòü

äî ìíîæèíè Zm ëèøå îäèí ðàç. Òîä³ ñòîñîâíî ìíîæèíè (1) ìîæíà êîíñ-

òàòóâàòè, ùî âåðõíüîþ ìåæåþ àáî ñóïðåìóìîì ö³º¿ ìíîæèíè º âèðàç

sup int intZm
i

i

i
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im
z

m
m z� �

�

�
�

	



� � �
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�
min min ( ( ))

0 0

1

m 
 �zi Z |zi � 0 , (2)

äå int m () — ö³ëà ÷àñòèíà â³äíîñíî ìîäóëÿ m (êîðîòêå ïîçíà÷åííÿ),

à ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò ö³º¿ ìíîæèíè ìàº âèãëÿä

max{ } max (( ) )z z mi
i

m

i�
�

�

0

1

mod . (3)
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Àíàëîã³÷íî íèæíÿ ãðàíü ìíîæèíè ìàº âèãëÿä

inf max (( ) mod )Zm

m

iz�
�

�

i 0

1

1 
 �zi Z ,
(4)

à ì³í³ìàëüíèé åëåìåíò äîð³âíþº

min{ } min ( ))z zi
i

m

i�
�

�

0

1

1(int . (5)

Çàóâàæèìî, ùî â ö³é ³íòåðïðåòàö³¿ àêñ³îìàòèêè ö³ëîãî

sup Zm iz� max{ } i inf min{ }Zm iz� .

ßêùî ìíîæèíó ö³ëèõ ÷èñåë çàäàíî ³íòåðâàëîì k p�� , ââàæàþ÷è, ùî

m k p� / , k p� � 0 ³ k êðàòíî ð , òî ìíîæèíó (1) ìîæíà îòðèìàòè, çàñòîñî-

âóþ÷è ãðàí³
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 �zi Z , (6)

inf max (( ) )Zm

m

iz p�
�

�

i 0

1

mod 
 �zi Z , (7)

à ìàêñèìàëüíèé ³ ì³í³ìàëüíèé åëåìåíòè ìàþòü âèãëÿä

max { } max (( ) mod / )z z k p zi
i

m

i i� 
 �
�

�

0

1

Z , (8)

min{ } min ( ( ))z zi
i

m

p i�
�

�

0

1

int , (9)

äå int intp i iz z p( ) ( / )� — ö³ëà ÷àñòèíà ñòîñîâíî p .

Ç àíàë³çó âèðàç³â (6) ³ (7) âèïëèâàº, ùî ïîðÿäîê îá÷èñëåííÿ ãðàíåé ìíî-

æèíè (1) º çàëåæíèì, òîáòî ñïî÷àòêó ïîòð³áíî îá÷èñëèòè íèæíþ ìåæó,

à ïîò³ì âåðõíþ. Öå òàêîæ ñòîñóºòüñÿ âèðàç³â (8) ³ (9). Îäíàê ìíîæèíà íàòó-

ðàëüíèõ ÷èñåë âõîäèòü ó ìíîæèíó ö³ëèõ ÷èñåë, ÿêà íàëåæèòü äî ìíîæèíè

ðàö³îíàëüíèõ ÷èñåë, à ìíîæèíà ðàö³îíàëüíèõ ÷èñåë âõîäèòü ó ìíîæèíó

ä³éñíèõ ÷èñåë. Òîä³ ô³êñîâàíà íèæíÿ ãðàíü (4) ïîä³ëÿº ìíîæèíó ðàö³îíàëüíèõ

÷èñåë íà ìíîæèíó ö³ëèõ ÷èñåë ³ ìíîæèíó äðîáîâèõ ÷èñåë. Âåðõíÿ ãðàíü (2)

îáìåæóº ìíîæèíó (1) òàêèì ÷èíîì, ùî â ðåçóëüòàò³ ìàºìî ÷èñëîâó ñòðîãî âïî-

ðÿäêîâàíó ìíîæèíó, ÿêó âèêîðèñòîâóþòü ñó÷àñí³ êîìï’þòåðè. Öÿ âåðõíÿ

ãðàíü âèçíà÷àºòüñÿ äîâæèíîþ ðîçðÿäíî¿ ñ³òêè êîìï’þòåðà, à âèõ³ä çà ìåæ³ ö³º¿

ãðàí³ âèêëèêàº ïåðåïîâíåííÿ ðîçðÿäíî¿ ñ³òêè ³ öå º àâàð³éíèì ðåæèìîì. Ðàçîì

ç òèì ââàæàþ÷è, ùî ìîäóëü ìîæå áóòè ³ íå ö³ëèì ÷èñëîì, àäæå íå âèêëèêàº

ñóìí³âó îá÷èñëåííÿ àðãóìåíò³â òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é çà ìîäóëåì 2�, òî

âî÷åâèäü, ùî çàëèøîê àáî ìàíòèñà òåæ ìîæå áóòè ìåíøèì çà îäèíèöþ. Òîä³

ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ ôóíêö³ºþ ç ìîâ ïðîãðàìóâàííÿ fmod p:

( ) ( )a p a apfmod int� � . (10)

Öå îçíà÷àº, ùî íåçàëåæíî â³ä òîãî, ÷è º a ³ p ö³ëèìè ÷è äðîáîâèìè ÷èñëà-

ìè, à ä³ëåííÿ a íà p ìîæëèâå ò³ëüêè äî îñòàòî÷íîãî çíà÷åííÿ ÷àñòêè, çàëè-

øîê ìîæå áóòè ³ ìåíøèì çà îäèíèöþ. Îòæå, âèðàçè (7) ³ (9) ïåðåïèøåìî
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ó âèãëÿä³

inf max (( ) )Zm
i

m

iz p�
�

�

0

1

fmod 
 �zi R, (11)

min{ } min (( ) )z z pi
i

m

i�
�

�

0

1

fmod 
 �zi R . (12)

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíó (1) ìîæíà îòðèìàòè çàñòîñóâàííÿì ãðàíåé (6)

³ (11) äî êîæíîãî åëåìåíòà ìíîæèíè R . Ïîòóæí³ñòü îòðèìàíî¿ ö³ëî÷èñåëüíî¿

ìíîæèíè, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê ñòðîãî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà, äîð³âíþº

ð³çíèö³ öèõ ãðàíåé:

card Zm � (13)

� � � � �
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�

�
sup intZ Zm m

i

m

k p i

m

k p zinf min ( / ( )) max ((/
0

1

0

1

i
z pi ) )fmod 
 �zi R.

ßêùî åëåìåíòè ìíîæèíè (1) îòðèìàíî çàñòîñóâàííÿì çàä³ÿíèõ ãðàíåé,

çíà÷åííÿ ÿêèõ ìè ìîæåìî âàð³þâàòè, òî åëåìåíòè ö³º¿ ìíîæèíè íå âèõîäè-

òèìóòü çà âèçíà÷åí³ ìåæ³ (ô³í³òíà òî÷êà çîðó). Ç îãëÿäó íà öå çàì³ñòü çâè÷-

íîãî çàïèñó «ïîð³âíÿííÿ çà ìîäóëåì», âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ

�m n, — «ð³âíî â ê³ëüö³ ëèøê³â», ùî ñêîðî÷óº çàïèñ îïåðàö³é çà ìîäóëåì. Òóò

m n, — âåðõíÿ ³ íèæíÿ ìåæ³ ö³º¿ ìíîæèíè â³äïîâ³äíî, äî òîãî æ ÿêùî íèæíÿ

ìåæà äîð³âíþº 1, òî öåé ³íäåêñ íå çàä³þâàòèìåìî. Ïðèðîäíî, ùî â öüîìó ðàç³

êëàñè ëèøê³â íåìàº ñåíñó ðîçãëÿäàòè.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ìíîæèíè (1) â ö³é ³íòåðïðåòàö³¿

sup Zm m� , max{ }z mi � �1, int , min{ }Zm iz� �1 0 ³ 
 �z z mi ( ( )) mod .int (14)

ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-×ÈÑËÎÂÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÍß ÑÈÑÒÅÌ ×ÈÑËÅÍÍß

Ó ðîáîòàõ [3, 4] äîâåäåíî òåîðåìó, ùî ìàº ôóíäàìåíòàëüíå çíà÷åííÿ äëÿ

òåîðåòèêî-÷èñëîâèõ ïåðåòâîðåíü. Ñôîðìóëþºìî ¿¿ áåç äîâåäåííÿ.

Íåõàé àëãåáðà âèäó �m �� � � �S 0 1, , , , , äå 0 1� , à S Z� — ìíîæèíà, ùî ìàº

sup S � m , inf S �1, min{ }zi � 0 (ñòîñîâíî (11), (12), ùî ÿâëÿº ñîáîþ ê³ëüöå

ëèøê³â ç îäèíèöåþ, â ÿêîìó àðãóìåíòàìè çàäàíà ïîêàçíèêîâà ôóíêö³ÿ y sx� ).

Òîä³ äëÿ 
 �s S , 
 �p N , 
 �x N0, ñïðàâåäëèâà òàêà çàëåæí³ñòü ó ê³ëüö³ ëèøê³â �m :

s s mx N xm( )mod ( ) mod
�

,
(15)

äå m st

t

N

�
�

�

�
0

1

— ìîäóëü ê³ëüöÿ ëèøê³â �m .

Öÿ òåîðåìà äàº çìîãó ôîðìóëþâàòè óçàãàëüíåíå òåîðåòèêî-÷èñëîâå ïåðå-

òâîðåííÿ ç äîâåäàííÿì éîãî îñíîâíèõ òåîðåì [5] ó âèãëÿä³

X k x i s
m ki N

i

N

( ) ( ) ( )
� �

�

�

� mod

0

1

,
(16)

x i
m

( )
� 1

0

1

N
X k s ki N

k

N

( ) ( ) mod

�

�

� , (17)

äå x i( ) — îðèã³íàë, X k( ) — çîáðàæåííÿ, m st

t

N

�
�

�

�
0

1

— ìîäóëü ê³ëüöÿ ëèøê³â �� .
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Äëÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâîãî ïðåäñòàâëåííÿ ñèñòåì ÷èñëåííÿ ïîñë³äîâí³ñòü

îðèã³íàëa x i( ) ïîâèííà áóòè çâàæåíîþ ïîñë³äîâí³ñòþ (â³êíîì) âèãëÿäó [5]

w i( ) , , , ...,� { }0 1 0 0 (18)

äëÿ òîãî, ùîá ç ö³º¿ ïîñë³äîâíîñò³ âèîêðåìèòè îäíå ÷èñëî. Ç îãëÿäó íà

âèìîãè ñèñòåì ÷èñëåííÿ äî àëôàâ³òó öèôð ó ðîçðÿäàõ (ö³ë³ ÷èñëà, ÿê³ íå

ïåðåâèùóþòü îñíîâè) óâåäåìî â ïåðåòâîðåííÿ ùå äâ³ îïåðàö³¿, ùî

îáìåæóþòü çâåðõó ³ çíèçó ÷ëåíè ïîñë³äîâíîñò³ îðèã³íàëó, îïåðàö³¿ âèäó

(*) mod s , int (*) ³ ïðåäñòàâëÿþòü ãðàí³ ìíîæèíè àëôàâ³òó öèôð, óíàñë³äîê

÷îãî ìàòèìåìî

X k
m

( )
�

int mod

=0

1

x i w i s- ki N( ) ( ) ( ) mod�
�

�
�

�

�
�

�
�
�

��

�
 
�

!�

�

�
i

N

s. (19)

Ïðîàíàë³çóºìî âèðàç (19). Ç âèðàçó (18) âèïëèâàº, ùî w i( ) �1 äëÿ i �1 ³

w i( ) � 0 , ÿêùî i �1. Òîä³ x i w i x( ) ( ) ( )� 1 , ÿêùî i �1, ³ x i w i( ) ( ) � 0 , ÿêùî i �1; âè-

ðàç (19) ïåðåïèøåìî ó âèãëÿä³

X k
m

( )
�

int mod

=1

1

x w s s- k N( ) ( ) ( ) mod1 1�
�

�
�

�

�
�

�
�
�

��

�
 
�

!�

�

�
i

N

. (20)

Äàë³ ââàæàòèìåìî, ùî â (20) s p� , äå p — îñíîâà ñèñòåìè ÷èñëåííÿ,

X k ak( ) � , x A( )1 � , äå A — ÷èñëî, ùî íàëåæèòü äî îáìåæåíî¿ ìíîæèíè, äëÿ

ÿêî¿ supS �
�

�

� pt

t

N

0

1

(òîáòî âåðõíÿ ìåæà ö³º¿ ìíîæèíè çá³ãàºòüñÿ ç ìîäóëåì

ê³ëüöÿ ëèøê³â). Òîä³ îòðèìàºìî

ak

m�
{int [ ]} int [ ]}mod( )modAp p A pk N

p
k N

� �mod { ( ) mod . (21)

Îòæå, îäåðæàíî ôîðìóëó îá÷èñëåííÿ öèôð ðîçðÿä³â ò³º¿ ÷è ³íøî¿ ñèñòåìè

÷èñëåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî lim ( ))
p

p A
"�

(int ÿâëÿº ñîáîþ ìåæó ö³ë³ñíîñò³ A.

Íà ï³äñòàâ³ (17) çâîðîòíå

ïåðåòâîðåííÿ çàïèøåìî ó âèãëÿä³

A a pk
k

N
ki N�

�

�

�
0

1
( )mod , i �1. (22)

Öþ ïàðó ïåðåòâîðåíü íàçâåìî

P-ïåðåòâîðåííÿìè, çâåðòàþ÷è óâàãó

íà ¿õí³é çâ’ÿçîê ç ñèñòåìàìè ÷èñ-

ëåííÿ. Ïðîöåñ îòðèìàííÿ öèôð

ó ðîçðÿäàõ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ

ç îñíîâîþ p ìîæíà ³ëþñòðóâàòè

ìàòðè÷íèì ñïîñîáîì ó òàêîìó âèãëÿä³:

int / /

/ /

mod

1 1 1

1 1 1

1 1 1

0

0

0 1

1 0

0

1

2

p p

p p

A p

a

a

a

#

�

�

�
�
�

�

�

�
�
�

� (23)

àáî ôóíêö³îíàëüíîþ ñõåìîþ (äèâ. ðèñ. 1).
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anmod p

a1

a0

A
intp1 (A) mod p

intp0 (A) mod p

intpN (A)

Ðèñ. 1. Ôóíêö³îíàëüíà ñõåìà îá÷èñëåíü çà âèðà-
çîì (21)



Ç ðèñ. 1 âèäíî, ùî îá÷èñëåííÿ öèôð âèêîíóºòüñÿ íåçàëåæíî îäíå â³ä îäíîãî

ó ðîçðÿäàõ ò³º¿ ÷è ³íøî¿ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ.

Ñòîñîâíî àëãåáðè ñèñòåìà ÷èñëåííÿ ÿâëÿº ñîáîþ îáîëîíêó àðèôìåòè÷íîãî

ïðîñòîðó, ïîáóäîâàíîãî íàä ê³ëüöåì ëèøê³â çà ìîäóëåì, ÿêèé äîð³âíþº îñíîâ³

ñèñòåìè ÷èñëåííÿ. (Äîêëàäí³øå òåîðåòèêî-÷èñëîâå çîáðàæåííÿ ñèñòåì ÷èñëåííÿ

âèêëàäåíî ó ðîáîò³ [3].)

ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖ²ß ÌÅÒÎÄÎÌ ÏÎÑË²ÄÎÂÍÈÕ ÍÀÁËÈÆÅÍÜ

Íàâåäåìî ñïî÷àòêó äåÿê³ ôàêòè ñòîñîâíî ñèñòåì ÷èñëåííÿ, ÿê³ ïðè÷åòí³ äî

ôàêòîðèçàö³¿ ÷èñåë. Öå îçíàêè ä³ëåííÿ íà áóäü-ÿêå äîâ³ëüíå ÷èñëî. Îäí³ºþ

ç òàêèõ îçíàê º ä³ëåííÿ íà îñíîâó ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, â ÿê³é ñàìå ÷èñëî

³ ïðåäñòàâëåíî. Öå ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî ÿêùî ÷èñëî C ïåðåáóâàº â ñèñòåì³

÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ p , òî öå ÷èñëî ä³ëèòüñÿ íà ÷èñëî p â òîìó ðàç³, êîëè

öèôðà íàéìîëîäøîãî ðîçðÿäó öüîãî ÷èñëà äîð³âíþº íóëþ. Òîä³

C c pi
i

n
i� �

�
�

1

= p c pi
i

n
i

�

�

� �
0

1

. (24)

Çàïèøåìî ÷èñëî C â äâîðîçðÿäí³é ñèñòåì³ ÷èñëåííÿ:

C p x y C p C p p a p a p a pp( ) * ( ) [( ) mod ] )� � � � � � � � � � �int 1 0
1

1
0

0
1 � a0 , (25)

äå a1 — öèôðà ñòàðøîãî ðîçðÿäó, a0 — öèôðà ìîëîäøîãî ðîçðÿäó, p —

îñíîâà ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, â ÿê³é ïðåäñòàâëåíî ÷èñëî, ùî ôàêòîðèçóºòüñÿ,

ïðèðîäíî, ùî p ð1 � , à p0 1� .

Ñóòí³ñòü ôàêòîðèçàö³¿ ó öüîìó ðàç³ ïîëÿãàòèìå â ïîøóêó òàêî¿ ñèñòåìè

÷èñëåííÿ, â ÿê³é îñíîâà äîð³âíþâàòèìå îäíîìó ç ÷èñåë, ùî ñêëàäàº ÷èñëî, ÿêå

ôàêòîðèçóºòüñÿ, íàïðèêëàä ÷èñëó x ç âèðàçó (25). Òîä³ öå ÷èñëî áóäå

ïðåäñòàâëåíî äîáóòêîì îñíîâè ñèñòåìè ÷èñëåííÿ p íà öèôðó ñòàðøîãî

ðîçðÿäó à1 , òîáòî C a p� �1 , à ìîëîäøèé ÷ëåí âèðàçó äîð³âíþâàòèìå íóëþ.

Îòæå, a0 0� º êðèòåð³ºì ïîøóêó ïîòð³áíî¿ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ.

Ñàì ïðîöåñ ôàêòîðèçàö³¿ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ³òåðàö³éíîþ ïðîöåäóðîþ çà

âèðàçîì (24) ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè p C� int . Ñïî÷àòêó îá÷èñëèìî âè-

ðàç (25) ³ îòðèìàºìî çíà÷åííÿ öèôð â ðîçðÿäàõ ö³º¿ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ. Äàë³ çà-

ïîçè÷èìî îäèíèöþ ³ç ñòàðøîãî ðîçðÿäó â ìîëîäøèé ðîçðÿä çà ïðàâèëàìè

àðèôìåòèêè â ñèñòåìàõ ÷èñëåííÿ ç óðàõóâàííÿì p0 1� ³ p p1 � , îòðèìàºìî

C p a p a a p p a( ) ( )� � � � � � � �1 0 1 01 , (26)

äå C p( ) — ôàêòîðèçîâíå ïîäàíå ÷èñëî â ñèñòåì³ ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ p .

Âî÷åâèäü, ùî a p1 1� � , îäíàê p a a� � �0 1 1, òîä³ p a� 0 ìîæíà çîáðàçèòè

ÿê a r1 1� � , äå r — äåÿêèé çàëèøîê â³ä â³äí³ìàííÿ: r p a a� � � �0 1 1. Ï³äñòàâè-

ìî öåé âèðàç â (26) ³ ïðèâåäåìî ïîä³áí³ ÷ëåíè:

C p a p a r a p r( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � � � � � � �1 1 1 1 11 1 1 . (27)

ßêùî r a� �1 1, òî îá÷èñëåííÿ çà âèðàçîì (27) ñë³ä ïîâòîðþâàòè, äîêè r íå

ñòàíå ìåíøèì çà a1 1� . Òîä³ îòðèìàºìî ÷èñëî, ùî ôàêòîðèçóºòüñÿ, â íîâ³é

ñèñòåì³ ÷èñëåííÿ ç öèôðîþ â ñòàðøîìó ðîçðÿä³, çìåíøåíîþ íà îäèíèöþ,

ç íîâîþ îñíîâîþ, ùî äîð³âíþº ð p aa� ��int ( ) ( )
1 1 0 , ³ ìîëîäøèì ðîçðÿäîì, ùî

äîð³âíþº ( ) mod ( )p a a� �0 1 1 :
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C p p aa( ( ))( )� � ��int
1 1 0

� � � � � � � ��( ) ( ( ) ( ) mod ( )( )a p p a p a aa1 1 0 0 11 1
1

int . (28)

²òåðàö³þ, ùî çàäàºòüñÿ âèðàçàìè (27) ³ (28), ñë³ä âèêîíóâàòè, äîêè íå áóäå

îòðèìàíî çíà÷åííÿ ìîëîäøîãî ðîçðÿäó îäåðæóâàíî¿ íîâî¿ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ,

ÿêå äîð³âíþâàòèìå íóëþ. Çàóâàæèìî, ùî âèðàçè (27) ³ (28) çàïèñàíî äëÿ êðî-

êó, ÿêèé äîð³âíþº îäèíèö³. Âî÷åâèäü, ùî êðîê ìîæå íå â³äïîâ³äàòè îäèíèö³.

Òîä³ âèðàçè äëÿ ³òåðàö³¿ îñòàòî÷íî çàïèøåìî ó âèãëÿä³

C p a p a a k p k p a( ) ( )� � � � � � � � �1 0 1 0 , (29)

C p k p aa k( ( ))( )� � � ��int
1 0

� � � � � � � � � ��( ) ( ( ) ( ) mod ( )( )a k p k p a k p a a ka k1 0 0 11
int .

Ãðàô îá÷èñëåíü çà öèì ìåòîäîì ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 2.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé Ñ � 57 — ÷èñëî, ÿêå ïîòð³áíî ôàêòîðèçóâàòè. Äëÿ ïåðøî-

ãî íàáëèæåííÿ âèáåðåìî ð � 8 . Öå íàéá³ëüø ïðèäàòíå ÷èñëî, ÿêå ìîæíà âèçíà÷è-

òè, îñê³ëüêè ÿê ñåðåäíº ãåîìåòðè÷íå âîíî âî÷åâèäü íàëåæèòü ³íòåðâàëó ( , )à b , áî

Ñ à b� * . Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çà ð³çíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè çâåäåíî â

òàáë. 1 (îñòàòî÷íèé ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàö³¿ ïîçíà÷åíî æèðíèì øðèôòîì).

Ïðîàíàë³çóºìî åôåêòèâí³ñòü ìåòîäó. Ç òàáë. 1 âèäíî, ùî éîãî åôåêòèâí³ñòü

çàëåæèòü â³ä ïî÷àòêîâèõ óìîâ. ßêùî âèáðàí³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè äîð³âíþþòü îäè-

íèö³, òî âèêîíóºòüñÿ óìîâà p a a� �1 0 , à êðîê äîð³âíþº 1; îòæå, ê³ëüê³ñòü

³òåðàö³é ñêëàäàº

K C bi � � �int 1 , (30)

äå b — ìåíøèé ³ç ñï³âìíîæíèê³â ôàêòîðèçîâíîãî ÷èñëà Ñ .

ßêùî îáðàíî ïî÷àòêîâ³ óìîâè, ùî äîð³âíþþòü äâîì, òî ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é

ñêîðî÷óºòüñÿ âäâ³÷³, òîáòî

K C bi � � �( ) /int 1 2, (31)

îñê³ëüêè çàâæäè ìîæíà âèêîíàòè ïåðøó ³òåðàö³þ ç êðîêîì 1, à ³íø³ ³òå-

ðàö³¿ — ç êðîêîì 2. Ìàº ñåíñ ôàêòîðèçîâóâàòè ò³ëüêè íåïàðí³ ñêëàäåí³ ÷èñ-

ëà óíàñë³äîê òîãî, ùî ïàðí³ ÷èñëà òðèâ³àëüíî ï³ñëÿ ïîä³ëó íà äâà ïåðåòâî-

ðþþòüñÿ â íåïàðí³ ÷èñëà. Îòæå, äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ 3 êðîê k âèáðàíî

â³ðíî, òîìó ùî äëÿ ôàêòîðèçàö³¿ çíàäîáèëàñÿ ëèøå îäíà ³òåðàö³ÿ. Çàóâàæèìî,

ùî íà ³íòåðâàë³ ( , )x y º ÷èñëî, âåëè÷èíà ÿêîãî äîð³âíþº ñåðåäíüîàðèôìåòè÷-

íîìó çíà÷åíü ÷èñåë x ³ y .

Äëÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ 4 ê³ëü-

ê³ñòü ³òåðàö³é ñêëàäàº

K C bi a b� ��( ) /(( /int ) 2) 2 , (32)

ùî çàçâè÷àé ìåíøå, í³æ äëÿ

ïî÷àòêîâèõ óìîâ 2, îñê³ëüêè

int (( )/ )a b C� 2 � �int C 1.

Ç àíàë³çó âèïëèâàº, ùî

åôåêòèâí³ñòü ìåòîäó ñóòòºâî

çàëåæèòü â³ä ³íòåðâàëó ( , )x y .
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a0 � 0 Ê³íåöü

a0 � a1 p :� p � inta1a0;

a0 :� a0 mod a1 ;
a1:� a1 � k ; a0 :� :a0 � kp;

Ïî÷àòîê

ð :� int$C � 1; k :�1;

a0 :� C mod ð; a1 :� intð C ;

Ðèñ. 2. Ãðàô àëãîðèòìó ôàêòîðèçàö³¿ ñêëàäåíîãî ÷èñëà



Òîáòî â³ä ð³çíèö³ ì³æ ÷èñëàìè, ÿê³ ñêëàäàþòü ôàêòîðèçîâíå ÷èñëî, çàëåæèòü

ð³çíèöÿ ì³æ îñíîâîþ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ p ³ ìåíøèì ñêëàäåíèì ÷èñëîì öüîãî

÷èñëà C. Çìåíøèòè öåé ³íòåðâàë ìîæëèâî øëÿõîì ìíîæåííÿ ÷èñëà C íà â³äîìå

÷èñëî t ç ³íòåðâàëó (int C �1, 2). Òîä³ Ñ a b t a b t� � � � � �( ) ³ ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é ó

öüîìó ðàç³ ñêëàäàº

Ê C t b t C t b tè � � � � � � � � � �( ) / ( ) /int int1 2 1 2 . (33)

Ç âèðàçó (33) âèïëèâàº, ùî îñíîâà ñèñòåìè ÷èñëåííÿ çá³ëüøóºòüñÿ íà âåëè-

÷èíó t , òîä³ ÿê b çá³ëüøóºòüñÿ â t ðàç:

int intC b C t b t� � � � � � �1 1 . (34)

Îòæå, íåìàº ñåíñó îòðèìóâàòè êîð³íü ç ÷èñëà, ùî ôàêòîðèçóºòüñÿ,

îñê³ëüêè ìåòîä ïðàöþº ç áóäü-ÿêèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Òîìó ïî÷àòêîâ³

óìîâè ìîæíà âèçíà÷èòè ç òîãî ôàêòó, ùî ÷èñëî â äâ³éêîâ³é ñèñòåì³ ÷èñëåííÿ

ïðåäñòàâëåíî â³äîìîþ ðîçðÿäíîþ ñ³òêîþ 2n . Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî â

ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ îñíîâà ñèñòåìè ÷èñëåííÿ äîð³âíþâàòèìå 2 2 2n n% / . Ñë³ä

çàçíà÷èòè, ùî â öüîìó ìåòîä³ ìè îïåðóºìî äàíèìè çíà÷íî ìåíøî¿ äîâæèíè,

í³æ ñàìå ôàêòîðèçîâíå ÷èñëî. ², íàðåøò³, çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä ôàêòîðèçàö³¿

÷èñåë íàëåæèòü äî êëàñó â³äîìèõ ó ìàòåìàòèö³ ³òåðàö³éíèõ ìåòîä³â

ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Íàïðèêëàä, â àðèôìåòèö³ â³í âèêîðèñòîâóºòüñÿ ï³ä

÷àñ ä³ëåííÿ, ìíîæåííÿ àáî äîáóâàííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä äàº çìîãó ôàêòîðèçóâàòè íå

ò³ëüêè ÷èñëà, ñêëàäåí³ ç äâîõ ñï³âìíîæíèê³â, àëå ³ íåîáìåæåíî¿ ¿õíüî¿

ê³ëüêîñò³:

C ai
i

n

�
�
&

1

. (35)

Äëÿ öüîãî ³òåðàö³éíó ïðîöåäóðó ðîçãëÿäóâàíîãî ìåòîäó ïîòð³áíî âèêîíàòè

â ìåæàõ çì³íè îñíîâè ÷èñëåííÿ â³ä int C �1 äî C / 2 ç êðîêîì 1, ÿêùî ÷èñ-

ëî ïàðíå, à äàë³ — ç êðîêîì 2. Çà îäèí ïðîõ³ä ó êîæíîìó ðàç³, êîëè a0 0�
ç (29), áóäóòü âèçíà÷åí³ ìîæëèâ³ ïàðè äîáóòê³â äëÿ (34) ðàçîì ç øóêàíèìè:
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Íîìåð
³òåðàö³¿

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

k a a k1 1:� � a kp a a0 0 1: ( )mod� � p p aa: int� �
1 0

Ïî÷àòêîâ³ óìîâè 1: k � 1, a1 7� , a0 1� , p � 8

1 1 7 1 6� � ( * )mod8 1 1 9 6 3� � � 8 + int69 = 9

2 1 6 1 5� � ( * )mod9 1 3 12 5 2� � � 9 + int512 = 11

3 1 5 1 4� � ( * )mod11 1 2 13 4 1� � � 11+ int413 = 14

4 1 4 1� � 3 ( )mod14 1 15 3� � � 0 14 + int315 = 19

Ïî÷àòêîâ³ óìîâè 2: k � 2 , a1 7� , a0 1� , p � 8

1 2 7 2 5� � ( * )mod2 8 1 17 5 2� � � 8 + int517 = 11

2 2 5 2� � 3 ( * )mod2 11 2 24 3� � � 0 11 + int324 = 19

Ïî÷àòêîâ³ óìîâè 3: k � 4 , a1 7� , a0 1� , p � 8

1 � 7 4� � 3 ( * )mod4 8 1 33 3� � � 0 8 + int333 = 19

Ïî÷àòêîâ³ óìîâè 4: k � 2 , a1 5� , a0 2� , p � 11

1 2 5 2� � 3 ( * )mod2 11 2 24 3� � � 0 11 + int324 = 19

Ò à á ë è ö ÿ 1



a a a a a1 2 3 4 5* ( . )� , a a a a a2 1 3 4 5* ( . )� , a a a a a3 2 1 4 5* ( . )� ,

a a a a a4 1 3 1 5* ( . )� ,...

Çàóâàæèìî, ùî ó ðàç³, êîëè îòðèìàíèé â ðåçóëüòàò³ ³òåðàö³é âèðàç (35)

äîð³âíþâàòèìå C p Ñ( ) *� �1 0 , äå p C� , a0 0� , ³ âîäíî÷àñ a0 íàáóâàòèìå çíà-

÷åííÿ, ÿêå äîð³âíþâàòèìå íóëþ ò³ëüêè îäèí ðàç çà âñþ ïðîöåäóðó, öå º äîñ-

òîâ³ðíèì òåñòîì íà ïðîñòîòó öüîãî ÷èñëà.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé ïîòð³áíî çíàéòè âñ³ ñï³âìíîæíèêè ÷èñëà

C � �3 19 5 285* * . Òîä³ int C � �1 16. Ðåçóëüòàòè ôàêòîðèçàö³¿ íàâåäåíî

â òàáë. 2.

Òàêèì ÷èíîì, ôàêòîðèçàö³ÿ ÷èñåë ñòàíîâèòü ëèøå àðèôìåòè÷íó îïåðàö³þ, â

ÿê³é íå áðàëè äî â³äîìà âëàñòèâîñò³ ÷èñåë, ¿õíþ ïðîñòîòó, çàêîíè ðîçïîä³ëó ïðî-

ñòèõ ÷èñåë òîùî, à çàñòîñîâóâàëè ò³ëüêè â³äîìîñò³ ïðî ñèñòåìè ÷èñëåííÿ, ùî º

òèïîâèì äëÿ àðèôìåòè÷íèõ îïåðàö³é. Îòæå, ôàêòîðèçàö³þ ÷èñåë â³äíîñÿòü îäíî-

çíà÷íî äî P-êëàñó ñêëàäíîñò³ àëãîðèòì³â. Ïðîñòà ðåàë³çàö³ÿ öüîãî ìåòîäó çàñîáà-

ìè îá÷èñëþâàëüíî¿ òåõí³êè äàº çìîãó óâåñòè äî ñêëàäó êîìàíä ñó÷àñíèõ êîìï’þ-

òåð³â îïåðàö³þ ôàêòîðèíãó ÷èñåë íàð³âí³ ç äîáóâàííÿì êâàäðàòíîãî êîðåíÿ,

ä³ëåííÿì ÷èñåë òîùî, à öå äîçâîëèòü åôåêòèâíî îïåðóâàòè äîáóòêàìè âèäó (35).

Çàóâàæèìî, ùî ïîäâ³éí³ñòü äîáóòêó äâîõ ÷èñåë ó ê³ëüö³ ëèøê³â (ç³ðêîâèé

äîáóòîê [6, 7]) âèïëèâàº ç òàêèõ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü:

a m a b m b C a b m a m b m m a b a b� � � � � � � � � � � �`, `, * ( `) * ( `) ( ` `) `*2 ,̀

a b C m

a b m C m

` ` mod ,

( ` `) ( / ),

# �
� �

�
�
� int

(36)

äå a m a b m b` , `� � � � , çà óìîâè, ùî a b m`* `� , ³ ÿâëÿº ñîáîþ ïîäâ³éí³ñòü

çàïèñó ÷èñëà â äâîðîçðÿäí³é ñèñòåì³ ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ m , â ÿê³é

öèôðà ìîëîäøîãî ðîçðÿäó a0 äîð³âíþº a b C m` `# � mod , à öèôðà ñòàðøî-

ãî ðîçðÿäó äîð³âíþº a a b C m1 � � �` ` ( / )int . Âî÷åâèäü, ùî ðîçâ’ÿçàííÿ

ñèñòåìè ð³âíÿíü (36) ïðèçâîäèòü äî êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ. Îäíàê ðîçâ’ÿçóâà-

òè ñèñòåìó íå ìàº ñåíñó, îñê³ëüêè ïåðøå ð³âíÿííÿ º äîáóòêîì äâîõ ìàëèõ

÷èñåë ³ éîãî ìîæíà ôàêòîðèçóâàòè çà äîïîìîãîþ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó

ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. À öå ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî ³ñíóþòü ñïîñîáè ïðèñêî-

ðåííÿ ôàêòîðèçàö³¿ ÷èñåë çàçíà÷åíèì ìåòîäîì.
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Íîìåð
³òåðàöè³¿

Ðåçóëüòàòè ôàêòîðèçàö³¿ çà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè k=1, a1=7, a0 =1, p=8

k a a k1 1:� � a kp a a0 0 1: ( )mod� � p:=p+ inta
1
a0 Ðåçóëüòàò

1 1 16 1� � 15 ( ) mod17 13 30 15� � � 0 17 3015� �int 19 a0 0� , 15*19

2 2 15 2 13� � ( * )mod2 19 38 13 12� � 19 38 2113� �int

3 2 13 2 11� � ( * )mod2 21 12 54 11 10� � � 21 54 2511� �int

4 2 11 2 9� � ( * )mod2 25 10 60 9 6� � � 25 60 329� �int

5 2 9 2 7� � ( * )mod2 31 6 68 7 5� � � 32 68 417� �int

6 2 7 2 5� � ( * )mod2 40 5 85 5� � � 0 40 85 575� �int a0 0� , 5*57

7 2 5 2 3� � ( * )mod2 57 114 3� � 0 57 114 953� �int a0 0� , 3*95

8 2 3 2 1� � ( * )mod2 95 190 1� � 0 95 190 2851� �int a0 0� , 1*285

Ò à á ë è ö ÿ 2



ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÂÀ ÔÓÍÊÖ²ß ² ÄÈÑÊÐÅÒÍÈÉ ËÎÃÀÐÈÔÌ

Ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ

a b mx ' mod

ó ïðèéíÿòèõ íàìè ïîçíà÷åííÿõ

a bx m�

àáî ó âèãëÿä³ log a b x
m�

, (37)

äå õ — äèñêðåòíèé ëîãàðèôì.

Ç ³íøîãî áîêó, ìàëó òåîðåìó Ôåðìà a x '1 mod m , äå x m� �1 , ó

ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ [8, 9]

a x m�

1 àáî log a

m
x1

�

.
(38)

Âèðàçè (37) ³ (38) ñòîñîâíî îá÷èñëåíü íå â³äð³çíÿþòüñÿ ì³æ ñîáîþ, õ³áà

ùî êîíñòàíòîþ, ³ âî÷åâèäü, ùî ³ñíóº îäèí ³ òîé æå àëãîðèòì ¿õí³õ îá÷èñëåíü.

Òîä³ çàïèøåìî (37) ³ (38) ó òàêèé ñïîñ³á:

a bx m
�

�

0 , a x m
�1 0

�

.

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ öèõ ð³âíÿíü ïîòð³áíî ïîä³ëèòè ¿õíþ ïðàâó ÷àñòèíó çà

ìîäóëåì m . Îäíàê òðàäèö³éíå ä³ëåííÿ çàçâè÷àé ïî÷èíàþòü ç áîêó ñòàðøèõ

ðîçðÿä³â, ùî ïðèçâîäèòü äî ïåðåáîðó çíà÷åíü õ, îñê³ëüêè õ ³ º íåâ³äîìîþ

çì³ííîþ, ÿêó ìè øóêàºìî. Òîä³, çì³íèâøè àëãîðèòì ä³ëåííÿ, áóäåìî ä³ëèòè,

ïî÷èíàþ÷è ç áîêó ìîëîäøèõ ðîçðÿä³â. Âî÷åâèäü, öå ìîæëèâî, ÿêùî ÷èñëà

ïîäàòè â ñèñòåì³ ÷èñëåííÿ çà îñíîâîþ a òàêèì ÷èíîì:

a a a a a a a a ax x x� � � � � ��� � � ��1 1 1 1 11 1 0( ) ( ) ( ) ( ) . (39)

²ç çàïèñó (39) âèïëèâàº, ùî âñ³ öèôðè â ðîçðÿäàõ ö³º¿ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ

îäíàêîâ³, ùî º âàæëèâèì àðãóìåíòîì. Äàë³ ñôîðìóëþºìî, âëàñíå, ñàì

àëãîðèòì ä³ëåííÿ. Ó ðåçóëüòàò³ ä³ëåííÿ âèðàçó (39) íà ìîäóëü ìàòèìåìî

( ) /a m a a a ax x xm
� � � � ��� � � ��1 0 0 0 01 1 0

�

. (40)

Çàçâè÷àé ä³ëåííÿ çä³éñíþºìî â³äí³ìàííÿì ä³ëüíèêà ç ä³ëåíîãî òàêèì ÷è-

íîì, ùîá ïîñë³äîâíî ñòàðø³ ðîçðÿäè ïðèéìàëè çíà÷åííÿ íóëü. Îäíàê

âíàñë³äîê òîãî, ùî âèíèêàº çàïîçè÷åííÿ îäèíèö³ ç³ ñòàðøîãî ðîçðÿäó â ìîëîä-

øèé, ÿêà ñïîòâîðþº ðåçóëüòàò ó ñòàðøîìó ðîçðÿä³, òî íà ïðàêòèö³ ÿê óìîâà âè-

êîðèñòîâóºòüñÿ çíàê ÷èñëà. Ï³ä ÷àñ ä³ëåííÿ, ïî÷èíàþ÷è ç ìîëîäøîãî ðîçðÿäó,

çàïîçè÷åíü íå â³äáóâàºòüñÿ, òîìó òàêîþ óìîâîþ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ, ïåðå-

òâîðþþ÷è êîæåí ðàç ó íóëü öèôðè ìîëîäøîãî ðîçðÿäó.

Òàêèì ÷èíîì, ä³ëåííÿ ïðåäñòàâëÿòèìå ³òåðàö³éíó ïðîöåäóðó âèîêðåìëåí-

íÿ ä³ëüíèêà ç ä³ëåíîãî äîòè, äîêè öèôðà ìîëîäøîãî ðîçðÿäó íå äîð³âíþâàòèìå

íóëþ. Äàë³ ïðîâîäèòüñÿ çñóâ ä³ëüíèêà íà îäèí ðîçðÿä ³ øëÿõîì âèîêðåìëåííÿ

ä³ëüíèêà ç ä³ëåíîãî çâåðòàºìî â íóëü öèôðó íàñòóïíîãî çà ìîëîäøèì ñòàðøî-

ãî ðîçðÿäó. Ö³ ³òåðàö³¿ ñë³ä ïðîäîâæóâàòè, äîêè íå ïîä³ëèìî âñå ÷èñëî, òîáòî

äîêè íå îòðèìàºìî âèðàç (40).

Ïðèêëàä 3. Íåõàé ïîòð³áíî îá÷èñëèòè äèñêðåòíèé òð³éêîâèé ëîãàðèôì

÷èñëà 13 çà ìîäóëåì 17:

x
m�

log 3 13.
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Âèáèðàºìî ñèñòåìó ÷èñëåííÿ ç îñíîâîþ 3 ³ ôîðìóºìî ñóìó ç âèðàçó (39):

3 1 2 3 2 3 2 3 2 31 1 0x x x� � � � � � � � � �� ... . (41)

Ó òð³éêîâ³é ñèñòåì³ öå ÷èñëî ìàº çàïèñ 22 ... 22. Óÿâ³ìî òàêîæ ó òð³éêîâ³é

ñèñòåì³ ÷èñëà 13 = 111 ³ 17 = 122. Äàë³ â³äí³ìåìî ç âèðàçó (41) ÷èñëî 13:

222222 111 222111� � ³ ïîä³ëèìî éîãî íà 17 ñòîâï÷èêîì:

2 2 2 1 1 1

– 1 2 2

2 2 1 2 1 2

– 1 2 2

2 2 1 0 2 0

– 1 2 2

2 2 2 1 0

– 1 2 2

2 1 2 2

– 1 2 2

2 0 0 0

Îòæå, ç îäåðæàíîãî â ìåæàõ ïîäàííÿ ÷èñëà 17 (3-é ðîçðÿä) îòðèìàíî íóë³,

òîìó îïåðàö³þ ñë³ä çàâåðøèòè. Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàíî ÷èñëî 00000, ÿêå

ñêëàäàºòüñÿ ç ï’ÿòè íóë³â, à â³äïîâ³äíî äî ìàëî¿ òåîðåìè Ôåðìà a pp� �1 1mod

ìàºìî x � 4, à òàêîæ

log 3 13 4
�m

.

Âî÷åâèäü, ùî òàêèì ÷èíîì îïåðàö³ºþ ä³ëåííÿ ìîæíà çíàéòè ³ ïåð³îä ïîêàç-

íèêîâî¿ ôóíêö³¿. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî äëÿ îá÷èñëåííÿ ïåð³îäó ïîêàçíèêîâî¿

ôóíêö³¿ ³ äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà ïîòð³áíà ëèøå îäíà îïåðàö³ÿ ä³ëåííÿ ÷èñåë.

Öå äàº çìîãó ñòâåðäæóâàòè, ùî ñêëàäí³ñòü àëãîðèòì³â îá÷èñëåííÿ ïåð³îäó ïî-

êàçíèêîâî¿ ôóíêö³¿ òà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìà, à òàêîæ ôàêòîðèçàö³¿ ÷èñåë ìåòî-

äîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü (òåæ ñêëàäàº îäíó îïåðàö³þ) ìîæíà â³äíåñòè äî

P-êëàñó ñêëàäíîñò³. Çàóâàæèìî, ùî â ñèñòåìó êîìàíä ñó÷àñíèõ êîìï’þòåð³â

ñë³ä ââåñòè (êð³ì êîìàíäè ôàêòîðèçàö³¿ ÷èñåë) îá÷èñëåííÿ ïåð³îäó ïîêàçíèêîâî¿

ôóíêö³¿ òà äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìóâàííÿ, âðàõîâóþ÷è ïðîñòîòó ¿õíüîãî îá÷èñ-

ëåííÿ. Ïðîöåäóðó ä³ëåííÿ, ïî÷èíàþ÷è ç ìîëîäøîãî ðîçðÿäó, ìîæíà åêîíîì³çó-

âàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è äâ³éêîâî-òð³éêîâó ñèñòåìó ÷èñëåííÿ òà ïàðí³ñòü ÷èñëà.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Çàïðîïîíîâàíî ïðåäñòàâëåííÿ ñèñòåì ÷èñëåííÿ òåîðåòèêî-÷èñëîâèìè ïåðåòâî-

ðåííÿìè. Öå ïîäàííÿ äîçâîëèëî ñòâîðèòè êðàùèé íàðàç³ àëãîðèòì ôàêòîðè-

çàö³¿ ñêëàäîâèõ ÷èñåë. Ïîêàçàíî, ùî ôàêòîðèçàö³ÿ ÷èñåë º çâè÷àéíîþ àðèô-

ìåòè÷íîþ îïåðàö³ºþ, ÿêà, ÿê ³ ä³ëåííÿ ÷èñåë, ´ðóíòóºòüñÿ íà ìåòîä³

ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Ïðîñòà àðèôìåòè÷íà ä³ÿ äàº çìîãó ëåãêî ðåàë³çóâà-

òè öåé àëãîðèòì îêðåìîþ êîìàíäîþ â áóäü-ÿê³é ñèñòåì³ êîìàíä ñó÷àñíîãî

êîìï’þòåðà. Àëãîðèòì òàêîæ äàº çìîãó ôàêòîðèçóâàòè áóäü-ÿêèé ñê³í÷åííèé

äîáóòîê ÷èñåë, ùî â³äêðèâàº íîâ³ ìîæëèâîñò³ âèêîðèñòàííÿ öèõ äîáóòê³â,

à òàêîæ äîáóâàòè ö³ëî÷èñåëüíå çíà÷åííÿ êâàäðàòíîãî êîðåíÿ, îñê³ëüêè êâàä-

ðàò ÷èñëà º òèì æå äîáóòêîì, ò³ëüêè ç ð³âíèìè ñï³âìíîæíèêàìè. Ïîêàçàíî

ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 2 187



òàêîæ, ùî îá÷èñëåííÿ ïåð³îäó ïîêàçíèêîâî¿ ôóíêö³¿ òà äèñêðåòíîãî ëîãàðèô-

ìà çâîäèòüñÿ äî îäí³º¿ çâè÷àéíî¿ îïåðàö³¿ ä³ëåííÿ. Óñ³ çàçíà÷åí³ îá÷èñëåííÿ

íå ñòâîðþþòü í³ÿêèõ òðóäíîù³â, îñê³ëüêè íàëåæàòü äî P-êëàñó ñêëàäíîñò³.
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Ì.V. Semotiuk
NUMBER-THEORETICAL METHODS FOR FACTORIZATION
OF COMPOZITE NUMBERS AND CALCULATION OF THE DISCRETE LOGARITHM

Abstract. The article is devoted to a new application of number-theoretic transformations.

Representation of number systems by these transformations allows creating fundamentally

new and efficient algorithms for factorizing numbers, calculating the period of the

exponential function and the discrete logarithm. The factorization algorithm allows you to

decompose any finite product into factors in one pass, and is also an exact test of the

simplicity of numbers. Based on the representation of number systems by

number-theoretic transformation, these algorithms have no analogs in the world, since they

only use simple arithmetic operations. Information about the simplicity of numbers or

other properties of numbers is not applied; therefore, factorization of numbers, calculations

of the period of the exponential function and of the discrete logarithm are simply

arithmetic operations, are performed in finite time, and belong to the P-class of

complexity.

Keywords: set, faces of a set, algebra, residue ring, modulus, axiomatics of integers,

number-theoretic transformation, number system, radix, factorization, arithmetic operation,

exponential function period, discrete logarithm.
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